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PRÉFACE. 


La  marche  suivie  dans  la  première  partie  de  cet 
ouvrage  est  fort  différente  de  celle  qu'ont  adoptée 
les  divers  auteurs  qui  ont  écrit  sur  le  même  sujet. 
Elle  ne  se  rapporte  précisément  à  aucun  enseigne- 
ment existant,  mais  à  l'enseignement  tel  que  je  crois 
qu'il  doit  être. 

L'ordre  suivant  lequel  les  diverses  parties  d'une 
science  doivent  être  présentées,  du  moins  quant  k 
ce  qu'elles  ont  de  général  et  de  caractéristique,  est 
presque  toujours  l'ordre  même  suivant  lequel  elles 
ont  été  découvertes.  Les  conceptions  importantes  ne» 
sont  point  dues  au  hasard  ;  elles  se  présentent  aux 
hommes  éminents  de  chaque  époque  lorsqu'elles 
sont  naturellement  amenées  par  les  besoins  et  l'état 
de  la  science  ;  et  il  est  convenable  de  leur  donner 
dans  l'enseignement  de  cette  science  la  place  qu'elles 
ont  occupée  dans  son  développement  naturel. 

La  notion  des  infiniment  petits  remonte  à  Archi- 
mède;  elle  s'est  présentée  d'elle-même  dans  la  me- 
sure des  grandeurs  géométriques,  aussitôt  qu'on  a 
voulu  considérer  les  aires  de  courbes  différentes  du 
cercle,  ou  les  volumes  de  corps  terminés  par  des 
surfaces  courbes  autres  que  celles  du  cylindre,  du 
cône  et  de  la  sphère.  Déjà  pour  la  comparaison  des 
volumes  de  ces  derniers  corps,  ainsi  que  pour  la 
mesure  du  cercle,  on  avait  été  amené  à  la  conception 
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fondamentale  des  limites.  Ainsi  les  deux  idées  gé- 
nérales les  plus  fécondes  des  sciences  mathéma- 
tiques, remontent  presque  jusqu'à  leur  berceau,  et 
doivent,  par  conséquent,  se  présenter  presque  au 
début  de  leur  enseignement. 

L'objet  principal  de  cet  ouvrage  est  le  développe- 
ment de  ces  deux  conceptions,  qui  sont  intimement 
liées  Tune  à  l'autre.  Les  questions  que  nous  y  trai- 
tons font  partie  de  diverses  branches  des  mathéma- 
tiques pures  ou  appliquées,  et  se  trouveraient  autre- 
ment disposées  dans  un  enseignement  complet  de 
toutes  ces  branches.  Ce  sont  des  extraits  que  nous 
en  faisons,  pour  faire  comprendre  l'esprit  des  mé- 
thodes que  nous  voulons  exposer  ;  mais  nous  croyons 
que  ces  méthodes  doivent  être  introduites  dans 
chaque  branche  particulière,  à  mesure  que  le  besoin 
s'en  fait  sentir.  Nous  espérons  même  le  faire  un  jour 
si  le  temps  nous  permet  de  réaliser  le  projet,  conçu 
depuis  bien  des  années,  d'esquisser  des  éléments  de 
mathématiques  pures  et  appliquées.  En  attendant, 
nous  avons  constamment  cherché  a  répandre  par 
notre  enseignement,  toutes  les  améliorations  que 
nous  avons  cru  pouvoir  apporter  aux  idées  générales 
et  aux  méthodes  scientifiques;  et  nous  avons  eu 
souvent  la  satisfaction  de  voir,  soit  par  les  ouvrages, 
soit  par  l'enseignement  oral  de  nos  élèves,  que  nos 
efforts  n'avaient  pas  été  tout  à  fait  sans  résultat. 
Mais  il  est  nécessaire  qu'un  cours  complet  d'élé- 
ments soit  conçu  et  exécuté  par  un  seul;  et  nous  es- 
pérons qu'un  jour  nous  pourrons  en  présenter  au 
moins  un  programme  développé.  Voici  maintenant 
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la  marche  que  nous  avons  cru  devoir  suivre  dans 
Touvrage  que  nous  faisons  paraître  aujourd'hui,  et 
dont  l'objet  est  l'enseignement  des  méthodes  infini- 
tésimales. 

Nous  avons  commencé  par  donner  une  idée  géné- 
rale de  la  méthode  des  limites  ;  et  nous  avons  fait 
remarquer  en  quoi  elle  était  plus  simple  que  celle 
qu'employaient  les  anciens  géomètres,  en  partant  de 
la  même  notion  des  limites,  qui  leur  était  très-fami- 
lière. Nous  avons  distingué  ensuite  les  différentes 
manières  dont  les  grandeurs  à  mesurer,  ou  celles 
auxquelles  ou  les  ramène,  pouvaient  être  considérées 
comme  limites  de  variables  d'une  espèce  plus  sim- 
ple; et  nous  avons  dit  qu'elles  pouvaient  en  général 
se  réduire  à  trois.  La  première,  employée  dans  quel- 
ques cas  par  Euclide  et  Archimède,  consiste  à  re- 
garder les  grandeurs  comme  limites  de  séries;  la 
seconde  comme  limites  de  sommes  de  quantités  in- 
finiment petites  ;  la  troisième  comme  limites  de  rap- 
ports d'infiniment  petits.  Les  deux  premières  se  sont 
présentées  à  propos  de  la  mesure  de  la  pyramide, 
de  la  parabole,  de  la  spirale,  de  la  sphère,  des  vo- 
lumes des  corps  engendrés  par  la  révolution  de  sec- 
tions coniques,  etc.  La  troisième  s'est  présentée  à 
l'occasion  du  problème  des  tangentes,  et  s'applique 
à  beaucoup  d'autres  questions.  La  théorie  des  sé- 
ries étant  en  dehors  de  l'objet  de  cet  ouvrage,  nous 
avons  dû  nous  borner  à  considérer  les  quantités 
comme  limites  de  sommes  ou  de  rapports  d'infini- 
ment petits,  ou  comme  dépendant  d'une  manière 
quelconque  de  ces  limites. 
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Nous  avons  cru  devoir,  contrairement  aux  précé- 
dents,  commencer  l'étude  du  calcul  infinitésimal 
I  par  la  considération  des  limites  de  sommes  ;  non- 

seulement  parce  que  c'est  Tordre  que  la  science  a 
suivi  dans  sa  formation ,  mais  parce  que  la  mesure 
des  grandeurs  doit  naturellement  précéder  la  re- 
cherche des  tangentes  aux  courbes,  et  qu'en  cela 
l'esprit  humain  a  procédé  comme  la  nature  des 
choses  le  demandait.  Il  nous  a  semblé  que  renverser 
cet  ordre  n'était  pas  un  moyen  de  rendre  la  science 
plus  claire  et  plus  accessible. 

En  conséquence,  nous  nous  sommes  occupé  d'a- 
bord de  la  mesure  des  aires  des  figures  planes  ter- 
minées par  des  courbes,  ainsi  que  des  volumes  et 
des  surfaces  des  corps  qui  ne  sont  pas  terminés  de 
toute  part  par  des  plans.  Nous  ne  nous  sommes  pas 
borné  à  montrer  comment  ces  questions  se  rame- 
naient à  des  recherches  de  limites  de  sommes  d'infi- 
niment petits;  mais  nous  avons  fait  voir,  par  un 
grand  nombre  d'exemples,  comment  ces  calculs 
pouvaient  être  exécutés  par  des  procédés  variés,  qui 
ont  même  quelquefois  une  assez  grande  généralité. 

Nous  avons  ainsi  fait  connaître  quelques-unes  des 
méthodes  employées  par  les  géomètres  qui  ont  traité 
les  premiers  ces  sortes  de  questions.  Les  procédés 
que  donnera  plus  tard  le  calcul  intégral  n'en  seront 
que  mieux  appréciés;  mais,  dans  tous  les  cas,  il 
nous  a  paru  qu'il  n'était  pas  convenable  de  former 
toute  la  science  du  calcul,  avant  d'avoir  résolu  les 
premières  questions  à  l'occasion  desquelles  elle  a 
été  faite. 
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Nous  n'avons  pas  choisi  tous  nos  exemples  dans 
la  géométrie;  la  statique  nous  en  a  offert  quel- 
ques-uns. Nous  avons  fait  voir  généralement  com- 
ment la  détermination  des  centres  de  gravité  se  ra- 
mène à  celle  de  limites  de  sommes;  et  nous  avons 
effectué  les  calculs  dans  un  certain  nombre  de  cas 
simples. 

Dans  toutes  ces  recherches,  on  fait  un  fréquent 
usage  d'un  principe  général  très-simple,  qui  consiste 
en  ce  que  la  limite  d'une  somme  d'infiniment  pe- 
tits n'est  pas  changée,  quand  on  altère  ses  éléments 
de  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  eux- 
mêmes;  ou,  en  d'autres  termes,  quand  on  remplace 
ces  éléments  par  d'autres  dont  les  rapports  avec  les 
premiers  ont  respectivement  pour  limite  l'unité. 
Le  principe  fondamental  que  nous  établissons  en 
commençant  est  la  source  des  plus  grands  avantages 
que  présente  l'introduction  des  infiniment  petits.  Il 
permet  d'en  retrancher  la  partie  qui  rend  le  calcul 
difficile,  en  donnant  un  moyen  sûr  de  reconnaître 
si  cette  simplification  ne  conduit  à  aucune  erreur. 
Par  ce  moyeu,  on  a  toutes  les  simplifications  qu'on 
trouverait  dans  une  approximation,  et  en  même 
temps  l'exactitude  que  l'on  n'obtiendrait  que  par  de 
longs  et  pénibles  calculs. 

Nous  sommes  passé  ensuite  à  la  considération  des 
limites  de  rapports  d'infiniment  petits;  le  principe 
précédent  s'y  applique  encore,  et  les  limites  ne  sont 
pas  changées  quand  on  altère  les  termes  variables 
des  rapports,  de  quantités  infiniment  petites  par  rap- 
port à  ces  termes.  D*oii  résulte  encore  l'avantage  de 
I.  b 
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se  débarrasser  des  parties  qui  font  souvent  la  plus 
grande  difficulté  de  la  question. 

Nous  avons  commencé  par  faire  voir  que  dans  les 
divers  systèmes  de  détermination  des  points  d'un 
lieu,  le  problème  des  tangentes  se  ramène  immé- 
diatement à  celui  de  la  limite  dii  rapport  de  deux 
quantités  infiniment  petites.  Ces  quantités  sont  les 
accroissements  correspondants  des  deux  variables 
dont  les  valeurs  déterminent  les  divers  points  de  la 
courbe.  De  sorte  que  le  problème  général  des  tan- 
gentes revient  à  ce  problème  d'analyse  :  Étant  don- 
née une  équation  entre  deux  variables^  trouver  la  li- 
mite du  rapport  des  accroissements  infiniment  petits 
correspondants  de  ces  variables. 

On  voit  ainsi  l'intérêt  géométrique  qu'offre  ce 
problème  de  calcul;  et  l'on  çst  naturellement  con- 
duit à  en  chercher  la  solution  générale.  Mais  nous 
montrons  qu'il  s'appliquera  encore  à  beaucoup 
d'autres  questions  intéressantes  dans  la  géomé- 
trie et  la  mécanique.  La  nature  de  ces  questions 
peut  varier  à  l'infini.  Nous  en  avons  choisi  parti- 
culièrement quelques-unes,  à  cause  de  leur  impor- 
tance dans  la  science.  En  géométrie,  nous  avons 
considéré  la  courbure  des  lignes  planes,  le  cercle 
osculateur,  les  développées,  etc.;  en  mécanique,  la 
vitesse,  l'accélération,  le  poids  spécifique  en  un 
point  d'une  substance  non  homogène,  etc*  Nous 
avons  étudié  aussi  la  question  générale  du  déplace- 
ment d'une  figure  sur  un  plan,  et  nous  avons  vu 
comment  se  résolvent  les  problèmes  de  tangentes 
auxquels  elle  donne  lieu. 
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Toutes  les  théories  dont  nous  avons  parlé  jus- 
qu'ici, se  ramenant  à  des  limites  de  sommes  ou  de 
rapports,  nous  avons  cru  convenable  de  les  exposer 
et  d'en  faire  des  applications  particulières  avant  d'é- 
tablir les  règles  du  calcul  différentiel  et  du  calcul 
intégral,  qui  donnent  plus  de  simplicité  et  de  géné- 
ralité à  l'exécution  de  tous  les  calculs  auxquels  elles 
ramènent.  Comme  elles  sont  en  elles-mêmes  indé- 
pendantes des  moyens  d'exécution  des  opérations 
qu'elles  indiquent,  nous  avons  cru  devoir  les  pré- 
senter avant  les  longues  et  pénibles  théories  d'ana- 
lyse, qui  donnent  les  meilleures  règles  pour  cette 
exécution.  En  suivant  la  marche  inverse,  on  rebute 
l'esprit  par  des  recherches  abstraites  dont  il  ne  voit 
pas  l'objet;  et  il  est  méme'à  craindre  que  les  théo- 
ries géométriques  que  l'on  expose  ensuite  ne  soient 
prises  pour  des  dépendances  des  théories  analy- 
tiques avec  lesquelles  elles  n'ont  en  elles-mêmes 
rien  de  commun,  et  qui  ne  leur  servent  qu'à  l'exé- 
cution du  calcul  des  limites  de  sommes  ou  de  rap- 
ports, auxquelles  ces  théories  ramènent  l'objet  de 
leur  recherche. 

Telle  est  la  marche  que  nous  avons  suivie  dans 
le  premier  livre  de  cet  ouvrage. 

Dans  les  livres  suivants,  nous  donnons  les  règles 
pour  trouver  les  limites  des  rapports  des  accroisse- 
ments infiniment  petits  de  variables  liées  par  des 
équations  données,  ainsi  que  les  limites  des  sommes 
d'infiniment  petits,  représentés  par  une  formule  gé- 
nérale. 

Nous  donnons  à  ces  deux  problèmes  d'analyse^ 
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dont  l'un  est  Finverse  de  Tantre,  toute  Textensiou 
dont  ils  sont  susceptibles,  en  restant  dans  le  cadre 
qui  convient  à  de  simples  éléments;  et  nous  formons 
ainsi  ce  que  Ton  appelle  le  calcul  différentiel  et  in- 
tégral. 

Ainsi,  dans  cet  essai,  que  nous  espérons  rendre 
un  jour  moins  imparfait,  notre  objet  a  été  l'étude  de 
la  méthode  infinitésimale  considérée  en  elle-même; 
et  les  procédés  si  importants  du  calcul  différentiel 
et  du  calcul  inverse,  ont  été  les  moyens  d'exécution 
des  opérations  auxquelles  cette  méthode  a  ramené  la 
solution  des  questions  qu'elle  s'est  proposées.  Cette 
subordination,  que  nous  avons  tenu  à  rendre  bien 
explicite  et  bien  sensible,  donne  la  raison  de  l'ordre 
que  nous  avons  suivi  dans  cet  ouvrage,  et  du  titre 
que  nous  lui  avons  donné. 
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DES  QUANTITÉS  CONSIDÉRÉES  COMME  LIMITES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DES    NOMBRES    EN    GÉNÉRAL. 

1 .  La  pluralité  nous  donne  la  première  idée  du  nom- 
bre 5  elle  constitue  ce  que  Ton  appelle  le  nombre  entier. 
Elle  se  trouve ,  soit  dans  la  considération  simultanée  d'ob- 
jets distincts  et  séparés,  soit  dans  la  décomposition  d'une 
grandeur  en  parties,  égales.  Un  de  ces  objets  ou  une  de 
ces  parties  se  nomme  unité.  Le  nombre  s'appelle  aussi  le 
rapport  de  la  grandeur  décomposée  à  une  grandeur  égale 
à  Tune  de  ses  parties. 

Cette  notion  suppose  donc  d'abord  celle  de  l'égalité 
pour  les  grandeurs  de  l'espèce  que  l'on  considère.  Elle 
suppose  ensuite  que  l'on  définisse  avec  précision  ce  que 
l'on  entend  par  ajouter  ces  grandeurs  entre  elles,  et,  par 
suite,  ce  que  c'est  que  plus  grand  et  plus  petit. 

On  appelle  somme  de  plusieurs  nombres  le  nombre 
correspondant  à  la  réunion  de  tous  les  objets  distincts  qui 
avaient  donné  lieu  aux  nombres  partiels ,  ou ,  généra- 
lement, à  Y  addition  de  quantités  quelconques  qui  renfer- 
maient ces  nombres  d'unités  identiques  entre  elles. 
I.  I 
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Mais  si  Fon  avait  à  comparer  deux  grandeurs  dont  la 
plus  petite  ne  fût  pas  contenue  exactement  dans  Tautre, 
elles  ne  présenteraieut  plus  l'idée  du  rapport  tel  qu'il 
vient  d'être  défini  ;  et  comme  il  est  utile  dans  les  sciences 
de  généraliser  le  plus  possible,  c'est-à-dire  de  renfermer 
le  plus  grand  nombre  possible  d'idées  particulières  sous 
une  même  dénomination ,  on  a  donné  de  l'extension  à  la 
signification  des  mots  womire  et  ra/?^o/t. 

On  a  d'abord  considéié  le  cas  où  les  deux  grandeurs 
ont  une  mesure  commune.  Pour  fixer  les  idées,  suppo- 
sons que  cette  mesure  soit  contenue  m  fois  dans  Tune  et  n 
fois  dans  l'autre  :  alors  la  première  est  égale  à  m  fois  la 
j^ième  partie  de  la  seconde ,  et  celle-ci  à  n  fois  la  m'^'"*  par- 
tie de  la  première;  on  est  convenu  de  dire  que  le  rap- 
port de  la  première  à  la  seconde  est  m  n'^'""^  et  on  l'écrit 

ainsi,  —  Le  rapport  de  la  seconde  à  la  première  est  dit 


réciproque  ou  im^erse  du  premier,  et  s'écrira  — • 

Ces  nouveaux  rapports  ont  encore  été  appelés  des  nom- 
bres ,  et  pour  les  distinguer  des  nombres  entiers  on  les  a 
désignés  sous  le  nom  de  nombres  fractionnaires.  Sous 
quelque  forme  qu'ils  se  présentent,  on  dit  que  deux  nom- 
bres sont  égaux  lorsqu'en  prenant  une  même  unité  ils 
représentent  des  grandeurs  égales.  Si  l'une  des  grandeurs 
représentées  est  égale  à  l'autre  augmentée  ou  diminuée 
d'une  certaine  quantité,  on  dit  que  le  nombre  correspon- 
dant est  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'autre.  Enfin  on 
dit  qu'on  ajoute  plusieurs  nombres  quelconques ,  quand 
on  considère  celui  qui  correspondrait  à  la  somme  des 
quantités  qui  comparées  à  une  même  unité  ont  donné  lieu 
aux  premiers. 

Enfin,  si  l'on  considère  deux  grandeurs  qui  n'aient  pas 
de  mesure  commune ,  et  que  l'on  appelle  à  cause  de  cela 
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incommensurables  y  elles  ne  présentent  aucune  des  deux 
îdées  précédentes,  et  il  faudra ,  ou  dire  qu'elles  n'ont  pas 
de  rapport ,  ou  donner  à  la  signification  des  mots  rapport 
et  nombre  une  nouvelle  extension.  Mais  il  ne  suffira  pas 
que  l'on  convienne  de  dire  que  deux  grandeurs  incom- 
mensurables ont  entre  elles  un  rapport  et  que  ce  rapport 
sera  désigné  sous  le  nom  de  nombre  încom,mensurable, 
il  faudra  définir  rigoureusement  l'égalité  des  rapports  ou 
nombres  incommensurables.  Notre  manière  de  voir  à  cet 
égard,  différente  de  celle  de  quelques  géomètres,  est  en- 
tièrement conforme  au  fond  à  celle  d'Euclide. 

Observons  d'abord  qu'en  partageant  l'une  des  grandeurs 
en  parties  égales  suffisamment  petites,  et  les  portant  dans 
l'autre  autant  de  fois  que  possible ,  le  reste  sera  moindre 
que  l'une  des  parties ,  et  par  conséquent  pourra  toujours 
être  rendu  moindre  que  toute  grandeur  donnée  ;  de  sorte 
qu'il  existera  un  rapport  commensurable  entre  Tune  quel- 
conque des  deux  grandeurs  et  une  autre  qui  différera  aussi 
peu  qu'on  voudra  de  la  seconde. 

Cela  posé ,  considérons  deux  grandeurs  incommensura- 
bles; divisons  l'une  d'elles,  par  exemple  la  plus  petite, 
en  parties  égales  dont  le  nombre  croisse  indéfiniment; 
portons-les  dans  la  plus  grande  et  négligeons  le  reste  :  il 
en  résultera  une  suite  de  rapports  ou  de  nombres  com- 
mensurables  correspondants  à  la  plus  petite  des  grandeurs 
et  à  d'autres  grandeurs  commensurables  avec  elle  et  qui 
diffèrent  de  la  seconde  de  quantités  qui  peuvent  devenir 
moindres  que  toute  grandeur  désignée.  Concevons,  en 
second  lieu ,  deux  autres  grandeurs  incommensurables  de 
même  nature  l'une  que  l'autre,  mais  d'une  espèce  quel-* 
conque,  et  partageons  successivement  la  plus  petite  dans 
le  même  nombre  de  parties  égales  que  la  plus  petite  de  la 
première  espèce  •,  on  aura  de  même  une  nouvelle  suite 
de  rapports  commensurables  ;  et  si  ceux  qui  correspon- 
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dent  de  part  et  d'autre  au  même  mode  de  division  de  la 
plus  petite  sont  toujours  égaux ,  quelque  loin  qu'on 
pousse  cette  division ,  on  dit  que  les  deux  premières  gran- 
deurs incommensurables  ont  même  rapport  ou  même  rat- 
son  que  les  deux  autres. 

2.  Mais  pour  qu'il  y  ait  lieu  de  définir  ainsi  l'égalité 
des  rapports  incommensurables ,  il  est  nécessaire  de  dé- 
montrer que  l'égalité  des  rapports  commensurables  res- 
pectifs est  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  les  sub- 
divisions décroissent  indéfiniment  ;  c'est-à-dire  que  si  cette 
égalité  a  lieu  pour  une  certaine» loi ,  elle  aura  lieu  pour 
toute  autre.  Cette  proposition  peut  être  démontrée  comme 
il  suit  : 

Soient  A  et  B  deux  grandeurs  incommensurables  d'une 
espèce  quelconque ,  et  A',  B'  deux  autres  grandeurs  in- 
commensurables,  soit  de  la  même  espèce  que  les  pre- 
mières, soit  de  toute  autre  ^  admettons  que  si  l'on  subdi- 
vise A  et  A'  en  un  même  nombre  de  parties  égales,  qui 
croisse  indéfiniment  suivant  une  certaine  loi  déterminée, 
on  trouve  constamment  le  même  nombre  de  ces  parties 
ron tenues  respectivement  dans  B  et  B'  :  il  s'agit  de  dé- 
montrer que  si  l'on  partage  A  et  A'  en  un  même  nombre 
quelconque  m  de  parties  égales ,  non  renfermé  dans  la  loi 
donnée,  il  se  trouvera  toujours  un  nombre  égal  de  ces 
subdivisions  respectives  dans  B  et  B'. 

En  effet,  supposons  qu'il  y  ait  un  nombre  k  de  parties 
dans  B  et  un  nombre  différent,  par  exemple  plus  grand, 
dans  B'.  Alors  A  -f-  i  parties  de  la  première  espèce  sur- 
passeront B  d'une  certaine  quantité  que  je  désignerai 
par  E;  tandis  que  /r -}- i  parties  de  la  seconde  seront 
cîncore  inférieures  à  B'.  Cela  posé,  décomposons  A  eu 
parties  égales  moindres  que  E,  et  comprises  dans  la  loi 
donnée  \  décomposons  A'  en  \yti  nombre  égal  de  parties  : 
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d'après  rhypolhèse,  il  devra  s'en  trouver  respectivement 
le  même  nombre  dans  B  et  dans  B'.  Mais  il  est  évident 
qu'il  y  aura  moins  de  parties  plus  petites  que  E  dans  B 
que  dans  B  -t-  E  ou  dans  A  -f- 1  des  subdivisions  en  ques- 
tion ;  et  il  y  en  aura  autant  dans  ces  k  -f- 1  subdivisions 
qu'il  y  aura  de  parties  correspondantes  dans  les  fe  4- 1  sub- 
divisions correspondantes  de  B',  qui  sont  cependant  infé- 
rieures à  B'.  Donc  il  y  aurait  dans  B  un  nombre  moindre 
de  parties,  comprises  dans  la  loi  donnée,  qu'il  n'y  aurait 
de  leurs  correspondantes  dans  B';  ce  qui  est  contre  Thy- 
polhèse.  Il  est  donc  impossible  qu'en  partageant  A  et  A'  en 
un  même  nombre  quelconque  de  parties  égales ,  ces  par- 
lies  ne  soient  pas  respectivement  comprises  dans  B  et  B' 
le  même  nombre  entier  de  fois. 

La  définition  de  l'inégalité  des  rapports  incommensu- 
rables sera  la  même  que  pour  les  rapports  commensura- 
bles.  On  dira  toujours  qu'un  rapport  est  plus  grand  ou 
plus  petit  qu'un  autre  lorsqu'il  est  celui  d'une  quantité 
plus  grande  ou  plus  petite  que  la  première,  à  la  même  se- 
conde quantité.  Et  l'on  appellera  toujours  somme  des  rapr 
ports  de  plusieurs  quantités  à  une  même  unité,  le  rapport 
de  la  somme  de  ces  quantités  à  la  même  unité. 

3.  C'est  au  moyen  de  cette  extension  qu'Euclide  a  pu 
établir  des  théorèmes  généraux  dans  la  comparaison  des 
surfaces  entre  elles  et  des  solides  entre  eux.  Il  n'aurait 
pas  pu  dire  que  deux  rectangles  de  même  hauteur  sont 
toujours  dans  le  même  rapport  que  leurs  bases ,  ni  que 
deux  parallélipipèdes  de  même  base  sont  dans  le  même 
rapport  que  leurs  hauteurs  5  et  tant  d'autres  propositions 
analogues  n'auraient  pu  être  énoncées  généralement,  s'il 
n'avait  défini  préalablement,  non  les  rapports ,  mais l'é- 
galité  des  rapports,  dans  tous  les  cas  qui  peuvent  se  pré- 
senter. 


Ce  n'est  pas  que  pour  les  besoins  de  la  pratique  il  y  ait 
beaucoup  d'intérêt  à  donner  ce  degré  de  généralité  aux 
théorèmes  relatifs  à  la  comparaison ,  et ,  par  conséquent , 
à  la  mesure  des  grandeurs  ;  car  on  peut  toujours  les  rendre 
commensurables  entre  elles  en  les  augmentant  ou  les  di- 
minuant de  quantités  moindres  que  toute  grandeur  dési- 
gnée. Mais  au  point  de  vue  de  la  théorie  pure,  il  faudrait 
dire  que  les  propositions  ne  sont  pas  générales  et  n'ont 
de  sens  que  quand  toutes  les  grandeurs  ont  une  mesure 
commune. 
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CHAPITRE  IL 

PREMIERS   PRINCIPES   DE    LA    THÉORIE   DES   LIMITES. 


4.  Les  anciens  géomètres,  partant  de  la  définition  de  l'é- 
galité des  quantités  géométriques  fondée  sur  la  superpo- 
sition, et  de  la  notion  de  Faddition  et  de  la  soustraction  de 
ces  quantités,  sont  parvenus  facilement  à  la  comparaison 
et  à  la  mesure  des  polygones  plans,  des  parallélipipèdes 
et  des  prismes  quelconques.  IMais  quand  ils  voulurent 
comparer  des  figures  planes  terminées  par  des  courbes,  ou 
des  solides  terminés  par  des  surfaces  courbes,  les  mêmes 
procédés  ne  pouvaient  plus  réussir. 

Ils  eurent  alors  Tidée  assez  naturelle,  maïs  fondamen- 
tale, de  considérer,  au  lieu  des  grandeurs  elles-mêmes, 
d'autres  grandeurs  de  Tespèce  de  celles  qu'ils  savaient 
mesurer,  et  telles,  qu'elles  pussent  différer  des  premières 
de  quantités  moindres  que  toute  quantité  désignée.  Ils 
cherchaient  ensuite  la  relation  entre  ces  grandeurs  voi- 
sines des  proposées,  et  dont  ils  rendaient  la  comparaison 
aussi  facile  que  la  question  le  permettait.  Cette  relation 
leur  faisait  aisément  juger  celle  qui  devait  avoir  lieu  entre 
les  grandeurs  proposées  ;  et  ils  démontraient  cette  der- 
nière en  prouvant,  par  la  méthode  pénible  de  la  réduction 
à  r absurde,  que  la  véritable  relation  ne  pouvait  en 
différer. 

Ainsi ,  pour  trouver  la  relation  entre  les  aires  de  deux 
cercles  quelconques,  F^uclide  commence  par  démontrer 
qu'en  inscrivant  dans  un  cercle  un  polygone  régulier,  et 
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en  doublant  successivement  le  nombre  des  côtés ,  la  ditlé- 
rence  de  l'aire  fixe  du  cercle  et  de  Taire  variable  du  po- 
lygone peut  devenir  m.oindre  que  toute  surface  donnée. 
Cela  posé ,  il  inscrit  dans  les  deux  cercles  des  polygones 
réguliers,  et  pour  que  la  comparaison  soit  plus  facile , 
il  leur  donne  le  même  nombre  de  côtés  :  les  aires  sont 
alors  dans  le  rapport  des  carrés  des  rayons  des  cercles. 
En  doublant  le  nombre  des  côtés  de  ces  polygones, 
et  répétant  cette  opération  indéfiniment,  le  rapport  des 
aires  restera  le  même,  et  les  polygones  pourront  dif- 
férer aussi  peu  que  l'on  voudra  des  cercles  proposés  5  d'a- 
près quoi  il  est  facile  de  prévoir  que  l'on  trouvera  ce 
même  rapport  pour  les  cercles  eux-mêmes.  Mais  il  se 
garde  bien  de  tirer  aussi  promptement  la  conclusion*,  elle 
aurait  été  l'objet  de  trop  d'attaques,  surtout  de  la  part 
des  sophistes  qui  niaient  des  choses  beaucoup  plus  évi- 
dentes. Il  prend  le  détour  que  nous  avons  signalé  tout  à 
l'heure,  et  emploie  la  méthode  de  réduction  à  l'absurde. 
Il  suppose  que  les  deux  cercles  ne  soient  pas  comme  les 
carrés  de  leurs  rayons,  et  remarque  qu'alors  le  carré  du 
premier  sera  au  carré  du  second,  comme  le  premier 
cercle  est  à  un  cercle  plus  grand  ou  plus  petit  que  le  se- 
cond. Il  examine  successivement  chacune  de  ces  hypo- 
thèses ,  et  démontre ,  en  se  fondant  sur  le  lemme  cité , 
qu'elles  conduisent  à  des  contradictions  :  d'où  il  conclut 
que  ces  hypothèses  sont  fausses,  et  que,  par  conséquent, 
le  rapport  des  carrés  des  rayons  est  bien  égal  à  celui  des 
deux  cercles.  C'est  en  suivant  une  marche  analogue  qu'il 
ramène  la  comparaison  des  pyramides  à  celle  des  prismes, 
le  volume  du  cône  à  celui  du  cylindre,  etc. ,  etc. 

Les  modernes,  en  conservant  tout  ce  qu'il  y  a  de  fon- 
damental dans  cette  méthode,  l'ont  simplifiée  sans  dimi- 
nuer sa  rigueur.  Nous  allons  faire  connaître  la  méthode 
généralement  employée  aujourd'hui ,  et  nous  commence- 
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roiis  par  poser  quelques  définitions  et  quelques  principes 
généraux  très-simples. 

5.  Limite  d'une  variable.  —  Lorsqu'une  grandeur 
prend  successivement  des  valeurs  qui  se  rapprochent  de 
plus  en  plus  de  celle  d'une  grandeur  constante,  de  telle 
sorte  que  la  différence  avec  cette  dernière  puisse  devenir 
el  rester  moindre  que  toute  grandeur  désignée ,  soit  que 
la  variable  soit  toujours  au-dessous,  ou  toujours  au-des- 
sus^ ou  tantôt  au-dessous  et  tantôt  au-dessus  de  la 
constante,  on  dit  que  la  première  approche  indéfiniment 
de  la  seconde,  et  que  celle-ci  en  est  la  limite. 

Ainsi  nous  appelons  limite  d'une  variable ,  une  quan- 
tité constante  dont  la  variable  approche  indéfiniment 
sans  jamais  V atteindre. 

6.  Infiniment  petits,  —  On  appelle  quantité  infiini- 
ment  petite i  ou  simplement  infiniment  petit,  toute  gran- 
deur variable  dont  la  limite  est  zéro. 

Par  exemple,  la  diflërence  d'une  variable  quelconque  à 
sa  limite  sera  dite  infiniment  petite,  puisqu'elle  tend 
vers  zéro.  Ainsi  la  différence  de  Faire  d'un  cercle  à  celle 
du  polygone  régulier  inscrit,  dont  on  multiplie  indéfini- 
ment le  nombre  des  côtés ,  est  infiniment  petite.  Il  en  est 
de  même  de  la  différence  d'un  cylindre  à  un  prisme  in- 
scrit, d'un  cône  à  la  pyramide  inscrite,  etc. ,  etc. 

Nous  citons  ces  cas  particuliers  pour  indiquer  quelques 
exemples  \  mais  les  infiniment  petits  peuvent  se  présenter 
dans  une  foule  de  circonstances  où  ils  ne  sont  pas  la  dif- 
férence d'une  variable  à  sa  limite  finie. 

Principe  fondamental  des  limites. 

7.  Si  deux  quantités  variables  sont  constamment 
égales  et  tendent  chacune  vers  une  limite,  ces  deux  li- 


mites  sont  nécessairement  égales*  —  En  eflfet,  deux 
grandeurs  toujours  égales  ne  présentent  qu'une  seule  va- 
leur, et  il  semble  inutile  de  démontrer  qu'une  valeur 
variable  ne  peut  pas  tendre  à  la  fois  vers  deux  limites 
inégales,  c'est-à-dire  vers  deux  grandeurs  constantes, 
différentes  Tune  de  l'autre. 

Il  est,  au  reste,  bien  facile  d'ajouter  quelques  dévelop- 
pements qui  rendent  plus  claire  encore,  s'il  est  possible, 
cette  importante  proposition.  Supposons,  en  effet,  que 
deux  variables  toujours  égales  aient  des  limites  diffé- 
rentes A  et  B,  A  étant ,  par  exemple ,  la  plus  grande ,  et 
surpassant  B  d'une  quantité  déterminée  A.  La  première 
variable  ayant  A  pour  limite,  finira  par  rester  constam- 
ment comprise  entre  deux  valeurs ,  l'une  plus  grande, 
l'autre  plus  petite  que  A ,  et  ayant  avec  A  une  différence 
aussi  petite  qu'on  voudra  ;  bornons-nous  à  supposer  cette 

différence  moindre  que  -  A.  Semblablement  la  seconde  va- 
riable finira  par  rester  indéfiniment  à  une  distance  de  B 
moindre  que  -  A.  Or  il  est  évident  qu'alors  les  deux  va- 
riables ne  pourraient  plus  être  égales  5  ce  qui  doit  être 
cependant,  d'après  les  données  de  la  question.  Ces  don- 
nées sont  donc  incompatibles  avec  l'existence  d'une  diffé- 
rence quelconque  entre  les  limites  des  variables.  Donc  ces 
limites  sont  égales.  * 

8.  Limites  des  sommes ,  produits,  quotients  ou  puis- 
sances quelconques  de  variables.  —  1*^.  La  limite  de  la 
somme  de  variables  x,  j^,  -e,...,  w  en  nombre  fini  quel- 
conque, qui  ont  respectivement  pour  limites  des  quanti- 
tés «,  ô,  c,...,  /  positives  ou  négatives,  est  la  somme  al- 
gébrique de  ces  limites.  En  effet,  les  variables  or,  y,...,  m 
peuvent  être   représentées   respectivement   par   a-i-cK, 
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ft-hS,...,  /-f-i,  les  différences  a,  êv^  ^  ayant  toutes 
pour  limite  zéro.  On  aura  donc 

:r -f-  ^  4- z  H- .  .  . -h  M 
==  (û  +  ^ -f- c -H.  . . -H /)  +  (a -h  6 +.  .  .  +  X). 

Or  a  4-  6+ ...-{-  X  tend  vers  la  limite  zéro,  puisqu'il  en 
est  ainsi  de  chacun  des  termes,  en  nombre  fini ,  qui  com- 
posent cette  quantité.  Donc  la  limite  du  second  membre, 
et  par  conséquent  du  premier  qui  lui  est  toujours  égal , 
est  a  -f-  A  T+-  c  . . .  -f-  /  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

2°.  La  limite  du  produit  de  plusieurs  variables  est  le 
produit  de  leurs  limites.  En  effet,  en  employant  les 
mêmes  dénominations  que  dans  le  cas  précédent,  on 
aura 

xyz,..u  =  [a  -f-  a)(ô  4-6)(c-t-7).  ..(/  -4- À)  =:abc..  ./  +  &>, 

Gt>  désignant  la  somme  d'un  nombre  fini  de  termes  ayant 
chacun  zéro  pour  limite,  puisqu'ils  renferment  comme 
facteurs  au  moins  une  des  quantités  a,6,  yj...,X,  qui 
ont  toutes  zéro  pour  limite.  On  voit  donc  que  le  second 
membre,  ou  le  premier  xyz ...  m  ,  a  pour  limite  abc .,  ,1] 
comme  il  fallait  le  démontrer. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  produit  J^yz.  .  ,u  serait 
invariable,  sa  valeur  ne  pourrait  différer  de  abc.A^ 
car  ù)  devrait  être  constante;  et  comme  on  a  prouvé  qu'il 
pouvait  être  moindre  que  toute  grandeur  donnée,  il  ne 
peut  être  autre  que  zéro. 

Si,  par  exemple,  on  a  X)^=  i ,  il  en  résultera  ab=i. 
Ainsi  deux  variables  dont  les  valeurs  sont  toujours  réci- 
proques l'une  de  l'autre,  ont  des  limites  réciproques. 
Celte  remarque  est  d'une  application  fréquente. 

3°.  La  limite  du  quotient  de  deux  variables  est  le  quo- 
tient de  leurs  limites,  quand  la  limite  du  diviseur  n'est 
pas  zéro. 
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En  effet , 

X       a  -h  a.  ^a        bot.  —  «ê 
X  ■"  6  +  6  "~  ï  "^  A(A  +  6)' 

Or  le  dénominateur  de  la  dernière  fraction  finit  par  être 
aussi  près  qu'on  voudra  de  i^,  qui  est  un  nombre  déter- 
miné différent  de  zéro  •,  son  numérateur  tend  vers  zéro  : 

donc  cette  fraction  a  zéro  pour  limite.  La  limite  de  -  est 
donc  -7»  comme  nous  l'avions  annoncé. 

0 

On  voit  que  le  seul  cas  à  excepter  est  celui  où  Ton  a 
b=:o. 

Si  -  était  constant,   il  ne   pourrait  être  que  j;  car 

il  faudrait  que  la  fraction  t-tt — i-  fût  aussi  constante-,  et 

comme  nous  avons  prouvé  qu'elle  pouvait  différer  de  zéro 
aussi  peu  qu'on  voudra ,  il  faut  qu'elle  soit  zéro  même. 

4°.  La  limite  d'une  puissance  déterminée  d'une  va- 
riable est  égale  à  la  limite  de  cette  variable,  élevée  à  cette 
même  puissance.  Si  le  degré  m  de  la  puissance  est  entier, 
.r'"  est  le  produit  de  m  facteurs  égaux  k  X'^  et,  d'après  le 
premier  cas,  la  limite  de  :r'"  sera  a'". 

Soit  maintenant    m  =  -t  p  et  a  étant  deux  entiers 

q     r         ^ 

l  l 

quelconques^  x^  est  la  puissance  p  de  x^:  donc,  d'après 

le  cas  précédent,  la  limite  de  x^  est  la  puissance  p  de  la 
I 

limite  de  x'^  ou  de  sjx  \  reste  donc  à  trouver  cette  der- 
nière. Mais  a:,  étant  le  produit  de  q  facteurs  égaux  à  Vx ^ 
doit  avoir  pour  liniite  la  puissance  q  de  la  limite  de  %x^ 
et  comme  x  a  pour  limite  a,  il  en  résulte  que  a  est  la 
puissance  q  de  la  limite  de  'Ijx^  ou  que  'llx  a  pour  limite 
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_  -  - 

ya.  Donc  o:^  a  pour  limite  a^ ,   comme   nous   l'avions 
annoncé. 

Ces  principes  suffisent  pour  presque  toutes  les  ques- 
tions que  les  éléments  peuvent  présenter.  Nous  leur 
donnerons  plus  tard  une  plus  grande  généralité;  mais 
nous  commencerons  par  faire  connaître  en  quoi  consiste 
la  méthode  dont  ils  sont  la  base  ,  et  que  nous  éclaircirons 
par  des  applications  variées,  propres  à  en  faire  bien 
comprendre  l'esprit. 

Méthode  des  limites. 

9.  Quand  on  veut  trouver  une  relation  entre  des  gran- 
deurs qui  ne  se  prêtent  pas  facilement  aux  comparaisons , 
on  les  considère  comme  limites  de  grandeurs  d'une  espèce 
plus  simple,  et  Ton  profite  de  F  indétermination  que  cette 
condition  laisse  subsister,  pour  choisir  ces  variables  de 
manière  à  faciliter  la  recherche  d'une  relation  entre  elles. 
Si  Ton  y  peut  parvenir,  le  problème  est  résolu.  En  effet, 
cette  relation  est  réductible  à  une  équayon  dont  les  deux 
membres  sont  en  général  des  variables  constamment 
égales,. dont  les  limites  sont  par  conséquent  égales.  Mais 
chacun  de  ces  membres  est  composé  de  termes  dans  .les- 
quels il  n'y  a ,  en  général ,  que  des  multiplications ,  des 
divisions  des  puissances  quelconques  des  variables  intro- 
duites. Or,  d'après  les  principes  précédents,  on  aura  la 
limite  de  chaque  terme  en  y  remplaçant  les  variables  par 
leurs  limites ,  et  la  limite  de  chaque  membre  sera  la 
somme  des  limites  de  ses  différents  termes.  D'où  l'on  voit 
que,  quand  on  a  trouvé  la  relation  entre  les  variables , 
on  a  immédiatement  la  relation  entre  les  quantités  pro- 
posées qui  en  sont  les  limites,  en  remplaçant  toutes  les 
variables  par  leurs  limites  respectives. 
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10.  C'esten  cela  que  consiste  la  méthode  des  limites .  Elle 
simplifie  la  question  en  ce  qu'elle  ramène  à  la  recherche 
d'une  relation  entre  des  quantités  plus  simples ,  dont  le 
choix  est  très- indéterminé,  et  qui  ne  sont  assujetties  qu'à 
tendre  indéfiniment  vers  les  quantités  proposées,  sans 
jamais  se  confondre  avec  elles.  Cette  relation  étant  trou- 
vée, il  suffit  de  remplacer  toutes  les  variables  par  leurs 
limites  pour  avoir  la  relation  cherchée. 

Il  peut  arriver  que  la  substitution  pure  et  simple  des 
limites  aux  variables  conduise  à  des  formes  indéterminées, 
comme ,  par  exemple ,  dans  le  cas  où  l'on  aura  des  frac- 
tions dont  les  deux  termes  auront  zéro  pour  limite.  La 

substitution  donnerait  alors  -^  expression  qui  n'est  l'indi- 
cation d'aucune  véritable  opération.  On  pourrait  encore 
obtenir  d'autres  expressions  sans  signification  ;  dans  tous 
ces  cas  il  faudrait  recourir  à  des  règles  qui  seront  exposées 
plus  lard. 

II  est  inutile  de  dire  que,  pour  la  commodité  des  calculs, 
il  peut  être  utile  d'introduire  de  nouvelles  variables  dé- 
pendantes des  pi^mières.  Ainsi ,  déjà  nous  avons  repré- 
senté les  variables  oc^y-,  z^  etc.,  par  a -h  a,  6-<-6, 
c  -{-  y,  etc.  5  a,  ê,  y  étaient  alors  de  nouvelles  variables 
tendant  vers  zéio,  en  même  temps  que  a:,  y,  z  tendaient 
vers  a,  i,  c.  Si,  dans  le  courant  du  calcul,  on  voulait 
tout  réduire  aux  variables  x^  y^  z^  etc. ,  il  suffirait  de 
remplacer  a ,  ê ,  y,  etc. ,  par  x  —  a^y  —  i,  z  —  c,  etc. 

Il  peut  arriver  que  les  deux  membres  de  l'égalité ,  quoi- 
que composés  de  quantités  variables,  restent  constants; 
on  aura  toujours  la  relation  entre  les  quantités  proposées, 
en  remplaçant  les  variables  par  leurs  limites.  On  remar- 
quera seulement  que  cette  substitution,  au  lieu  de  donner 
les  limites  des  deux  membres ,  donne  leur  valeur  con- 
stante. Au  reste ,  on  aurait  facilement  deux  membres  va- 
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lîables,  en  faisatit  passer  l'un  des  termes  variables  d'un 
membre  dans  l'autre,  ou  encore  en  multipliant  par  un 
dénominateur  variable  5  mais  ce  serait  une  transforma- 
tion inutile,  et  que,  par  conséquent,  il  ne  faut  jamais 
(aire. 

Àpplicalion  aux  cas  simples  que  présente  la  géométrie 
élémentaire. 

\\,  i".  Trouver  le  rapport  des  surfaces  de  deux 
cercles.  —  Soient  R ,  R'  les  rayons  de  ces  cercles  5  S , 
S' leurs  surfaces.  On  démontrera  d'abord ,  comme  Eu- 
clide,  que  ces  surfaces  peuvent  être  considérées  comme 
les  limites  de  celles  de  polygones  réguliers  inscrits ,  dont 
on  doublerait  indéfiniment  le  nombre  des  côtés.  On 
pourrait  bien  prendre  des  polygones  non  réguliers ,  mais 
il  y  aurait  plus  de  difficulté,  sans  aucun  avantage; 
ou  bien  encore  ne  pas  s'assujettir  à  donner  le  même 
nombre  de  côtés  aux  polygones  inscrits  dans  les  deux 
cercles,  mais  leur  comparaison  serait  beaucoup  plus 
difficile ,  et  il  n'y  aurait  encore  aucun  avantage. 

Ainsi  d'abord  nous  regarderons  les  surfaces  des  deux 
cercles  comme  limites  de  deux  polygones  réguliers  sem- 
blables, dont  le  nombre  des  côtés  augmente  indéfini- 
ment. 

Or  on  sait  que  deux  polygones  réguliers  semblables 
sont  entre  eux  comme  les  carrés  des  rayons  des  cercles 
circonscrits.  Si  donc  on  désigne  par  P,  Pies  aires  des 
polygones  variables  inscrits  dans  les  deux  cercles,  on 
aura  constamment  la  proportion 

P  _  R^ 

Ayant  ainsi  une  relation  entre  les  variables ,  il  suffira 
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de  les  remplacer  par  leurs  limites,  pour  obtenir  celle  qui 
a  lieu  entre  ces  dernières  -,  d'où  résulte 

C_R^    • 

et,  par  conséquent,  les  surfaces  de  deux  cercles  quelcon- 
ques sont  comme  les  carrés  de  leurs  rayons. 

Le  cas  que  nous  venons  de  traiter  est  celui  où  les  deux 
membres  de  l'égalité  sont  constants.  On  les  aurait  eu 
variables,  si  l'on  avait  cbassé  les  dénominateurs,  et  la 
relation   aurait  été 


PR'* 

=  P'RV 

On 

en 

aurait 

conclu 

CR" 

=  C'RS 

et, 

par 

suite , 

C 

a 

R' 
~R"' 

Mais,  comme  il  n'y  a  aucun  avantage  à  avoir  des  mem- 
bres variables  plutôt  que  constants,  il  ne  faut  jamais 
faire  la  moindre  transformation  pour  les  avoir  tels. 

2°.  Deux  pyramides  triangulaires  de  bases  équiva- 
lentes et  de  même  hauteur  sont  équivalentes,  —  En 
effet,  on  peut  démontrer,  comme  Euclide,  que  toute 
pyramide  triangulaire  est  la  limite  d'une  somme  de  pris- 
mes triangulaires.  Ces  prismes,  étant  construits  simulta- 
nément dans  deux  pyramides  qui  ont  base  équivalente  et 
même  hauteur,  sont  respectivement  équivalents;  et,  par 
suite,  leurs  sommes  le  sont. 

Cela  posé,  les  deux  pyramides  proposées  sont  les 
limites  de  quantités  variables  toujours  égales  en  va- 
leur, donc  elles  le  sont  elles-mêmes  ;  comme  il  fallait  le 
démontrer. 
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3*^.  Un  cône  a  pour  mesure  le  tiers  du  produit  de  sa 
base  par  sa  hauteur.  —  En  effet ,  Euclîde  a  démontré 
qu'un  cône  est  la  limite  d'une  pyramide  ayant  même 
sommet ,  et  pour  base^n  polygone  inscrit  dans  la  base  du 
cône,  et  dont  lé  nombre  des  côtés  croît  indéfiniment. 
Cela  posé ,  désignons  par  V  le  volume  du  cône ,  par  B  sa 
base  et  par  H  sa  hauteur.  Soient  V,  B'  le  volume  et  la 
base  de  la  pyramide  inscrite,  dpnt  la  hauteur  aura  même 
valeur  H. 

Toute  pyramide  ayant  pour  mesure  le  tiers  du  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur,  on  aura 

V'=^B'.H. 

Remplaçant  les  variables  V,  B'  par  leurs  limites  V  et  B, 
on  aura 

v  =  1b.h, 

ce  qui  prouve  la  proposition  énoncée. 

Les  applications  aux  autres  propositions  de  la  géomé- 
trie élémentaire  seraient  aussi  simples,  et  nous  ne  nous 
y  arrêterons  pas. 


LIVRE    ï. 


CHAPITRE  fil. 

RÉFLEXIONS   AU    SUJET    DE   QUELQUES  DÉFINITIONS. 


De   V infini» 

i2.  Le  mol  infini  est  employé  pour  exprimer  F  absence 
de  limite ,  de  borne  quelconque  :  c'est  ainsi  que  l'espace 
et  le  temps  sont  dits  infinis.  Cette  idée  exclut  évidem-^ 
ment  celle  de  toute  comparaison  sous  le  rapport  de  la 
grandeur.  Néanmoins ,  pour  abréger  le  discours,  on  parle 
souvent  de  quantités  infinies,  on  les  soumet  aux  mêmes 
opérations  que  les  quantités  finies ,  et  il  est  très-important 
de  ne  pas  se  méprendre  sur  la  manière  dont  cç  langage 
doit  être  entendu. 

Ces  quantités  dites  infinies  ne  peuvent  se  présenter  que 
de  deux  manières  :  ou  comme  solutions ,  ou  comme 
données  d'une  question. 

L'infini  peut  se  présenter  comme  solution  lorsque, 
pour  déterminer  certaines  quantités,  on  les  regarde 
comme  dépendantes  d'une  autre  -,  et  que  dans  le  cas  par- 
ticulier que  l'on  a  en  vue ,  cette  dernière  n'existe  plus , 
tandis  que  pour  des  cas  très-voisins  elle  aurait  des  valeurs 
qui  pourraient  dépasser  toute  gran(|eur  assignée.  Ainsi , 
par  exemple,  pour  déterminer  un  angle,  on  peut,  en 
général ,  prendre  pour  inconnue  sa  tangente  trigono- 
métrique;  mais  il  faut  excepter  le  cas  particulier  de  l'angle 
droit.  Les  équations  qui  donneront  la  valeur  de  cette 
tangente  devront  conduire  à  une  expression  qui  croîtra 


DES    QUANTITÉS    CONSIÏMÉREES    COMME    LIMITES.  IQ 

indéfiniment,  à  mesure  que  les  données  se  rapprocheroni 
de  celles  qui  conduiraient  pour  solution  à  Tangle  droit. 
Dans  ce  dernier  cas ,  l'expression  ne  doit  plus  rien  repré- 
senter, et  apprendra  •  par  cela  même  que  la  question  se 
rapporte  à  ce  cas  particulier.  La  forme  quelle  prendra 
le  plus  ordinairement  sera  celle  d'un  nombre  fini ,  di- 
visé par  zéro.  On  dit  alors  que  la  valeur  de  l'inconnue 
est  infinie,  et  que  l'angle  correspondant  est  droit 5  de 
sorte  que  la  question  proposée  est  possible,  et  sa  solu- 
tion est  déterminée.  Mais  si  la  quantité  dont  la  valeur 
générale  se  présente  dans  un  cas  particulier  sous  la  forme 
illusoire  d'un  nombre  divisé  par  zéro,  n'est  pas  une  in- 
connue auxiliaire,  mais  bien  celle  que  l'on  voulait  dé- 
terminer, il  est  clair  que  la  question  proposée  était  ab- 
surde. 

13.  L'infini  peut  encore  se  présenter  autrement  que 
comme  solution  d'équations  dans  des  cas  particuliers  -,  il 
peut  se  trouver  dans  les  données  mêmes  de  la  question. 
On  peut  se  proposer  de  trouver  la  limite  du  rapport ,  de 
la  différence,  ou  de  toute  autre  fonction  de  quantités 
dépendantes  les  unes  des  autres  ,  et  croissant  sans  limites. 
Dans  ces  divers  cas,  on  dit  quelquefois  que  cette  li- 
mite est  le  rapport ,  ou  la'  différence ,  ou  la  fonction 
quelconque  de  ces  quantités  infinies;  mais  il  n'y  aurait 
aucun  sens  à  attribuer  à  la  comparaison  des  deux  infinis , 
puisque,  comme  je  l'ai  déjà  dit,  l'infini  ne  signifie  pas 
une  grandeur,  mais  l'absence  de  limites  :  ainsi ,  si  Ton 
mène  èujks  un  plan  des  parallèles  équidistantes ,  il  est 
absurde  de  dire  que  les  espaces  infinis  renfermés  entre  les 
parallèles  consécutives  sont  égaux.  Mais  si  l'on  cherche 
les  rapports  de  ces  espaces  croissant  indéfiniment,  on 
peut  bien  se  demander  quelles  sont  leurs  limites,  et  l'on 
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trouve  alors  un  résultat  complètement  indéterminé;  car 
on  peut  faire  croître  indéfiniment  les  longueurs  de  deux 
de  ces  bandes  en  établissant  entre  elles  une  relation  arbi- 
traire; et  l'on  ne  trouverait  le  rapport  de  ces  bandes 
infinies  égal  à  Tunité  que  dans  des  cas  très  -  particu- 
liers. 

Ce  même  langage  vicieux  est  souvent  employé  quand 
on  veut  désigner  les  limites  vers  lesquelles  tendent  des 
grandeurs  variables ,  lorsque  certaines  autres  grandeurs , 
dont  elles  dépendent,  croissent  sans  limite.  Ainsi,  par 
exemple,  le  cercle  est  la  limite  vers  laquelle  tend  un  poly- 
gone régulier  inscrit ,  dont  le  nombre  de  côtés  croît  indé- 
finiment ;  et,  pour  exprimer  cette  propriété ,  on  dit  quel- 
quefois que  le  cercle  est  un  polygone  régulier  d'une  infi- 
nité de  côtés.  On  dit  encore  qu'une  droite  en  rencontre 
une  autre  à  l'infini,  au  lieu  de  dire  qu'elle  est  la  limite 
d'une  droite  qui  rencontre  Tautre  à  une  distance  qui 
augmente  sans  limite. 

Toutes  ces  manières  de  s'exprimer  ont  des  inconvé- 
nients pour  ceux  dont  les  idées  ne  sont  pas  encore  bien 
faites,  et  nous  ne  les  emploierons  jamais. 

Des  nombres  incommensurables, 

14.  Lorsque  nous  avons  donné  la  définition,  non  pas 
des  rapports  incommensurables,  mais  de  l'égalité  de 
rapports  de  quantités  incommensurables  entre  elles, 
nous  avons  fait  remarquer  que  ce  n'était  que  par  une 
extension  donnée  au  mot  nombre  que  l'on  pouvait  dire 
que  ces  quantités  ont  un  rapport  qui  est  un  nombre.  Il 
n'y  avait  donc  pas  lieu  de  dire  qu'on  pouvait  approcher 
indéfiniment  du  rapport  de  deux  quantités  incommen- 
surables ,  au  moyen  de  rapports  commensurables,  ni. 
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par  suite,  de  regarder  les  nombres  încommensurables 
comme  limites  des  nombres  commensurables  et  d'y 
appliquer  les  principes  relatifs  aux  limites. 

Mais ,  après  avoir  fait  l'extension  du  sens  du  mot 
nombre,  et  avoir  défini  avec  précision  l'égalité  et  l'iné- 
galité des  nombres  incommensurables,  il  est  bon  de 
remarquer  que  le  rapport  de  deux  quantités  incommen- 
surables est  la  limite  de  nombres  commensurables  va- 
riables. En  effet,  nous  avons  vu  qu'on  pouvait  approcher 
indéfiniment  de  la  première  quantité,  au  moyen  de 
quantités  commensurables  avec  la  seconde,  plus  grandes 
ou  plus  petites  que  la  première,  et  différant  entre  elles 
d'une  subdivision  de  la  seconde.  Les  rapports  de  ces  va- 
riables à  cette  seconde  sont  commensurables  et  croissent 
avec  les  variables.  Dé  plus  ,  pour  avoir  le  rapport  incom- 
mensurable lui-même,  il  faudrait,  d'après  la  définition 
de  la  somme  des  nombres,  ajouter  au  rapport  variable 
celui  du  reste,  moindre  qu'une  subdivision  de  la  seconde 
quantité,  à  cette  quantité  constante  tendant  vers  zéro. 
Ce  dernier  rapport,  inférieur  à  celui  d'une  subdivision 
qui  peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée, 
tend  donc  indéfiniment  vers  zéro.  Donc,  d'après  le  sens 
étendu  donné  à  toutes  les  expressions,  les  nombres 
incommensurables  sont  limites  de  nombres  commensu- 
rables, et  tous  les  principes  des  limites  y  sont  appli- 
cables. 

15.  On  peut  arriver  à  l'idée  des  nombres  incommen- 
surables, autrement  qu'en  comparant  deux  grandeurs  qui 
n'ont  pas  de  commune  mesure ,  et  par  des  considérations 
purement  arithmétiques,  comme,  par  exemple,  relies  des 
racines, «des  logarithmes,  etc.  Dans  ces  cas  on  trouve  des 
nombres  commensurables  qui  satisfont  à  des  conditions 
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de  plus  en  plus  voisines  des  proposées ,  et  qui ,  en  prenant 
une  unité  de  nature  quelconque,  représenteraient  des 
quantités  concrètes  tendant  vers  des  limites  déterminées. 
On  convient  alors  de  dire  que  ces  limites  incommensu- 
rables avec  l'unité ,  ont  avec  elle  des  rapports  que  Ton 
appellera  nombres  incommensurables  et  qui  seront  dits 
satisfaire  aux  conditions  ou  équations  proposées. 

Arrivant  ainsi  à  la  considération  du  rapport  de  deux 
grandeurs  qui  n'ont  pas  de  commune  mesure,  on  ajou- 
terait les  diflerents  développements  que  nous  avons 
donnés  précédemment. 


De  Véquwalence, 

\ 

46.  La  notion  de  l'équivalence  parait  si  naturelle  et 
si  simple,  que  les  géomètres  ont  rarement  senti  la  néces- 
sité de  la  définir.  Euclide  ne  fait  aucune  différence  entre 
l'équivalence  et  l'égalité,  il  se  sert  du  même  mot  pour 
désigner  l'une  et  l'autre;  il  dit  égaux  deux  triangles  de 
même  base  et  de  même  hauteur.  Mais  aujourd'hui  que 
l'égalité  en  géométrie  se  définit  exclusivement  par  la 
coïncidence,  il  n'est  plus  permis  de  dire  égales  des  figures 
qui  ne  peuvent  coïncider  -,  et  lorsqu'on  les  appelle  équi- 
valentes ,  il  faut  dire  sans  équivoque  ce  qu'on  entend  par 
là,  et  qu'il  n'y  ait  pas  plus  d'obscurité  dans  l'équivalence 
d'un  cercle  avec  un  carré  que  dans  l'égalité  de  deux 
triangles. 

Quelques  auteurs,   voulant  faire    la  distinction  des 
deux  égalités ,  ont  appelé  la  seconde  égalité  en  surface , 
mais  ils  n'ont  donné  aucun  caractère  précis  pour  la  re"- 
connaître.  Us  l'ont  admise  pour  les  figures  résultant  de 
la  réunion  ou  de  la  soustraction  de  figures  égales,  ou  pour 
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les  mêmes  parties  aliquoles  d'une  même  figure  condui- 
sant à  des  figures  non  super posables.  Ainsi ,  par  exemple, 
on  peut  partager  un  parallélogramme  en  deux  parties 
égales  d'une  infinité  de  manières,  puisqu'il  suffit  de  le 
couper  par  une  ligue  passant  par  le  point  de  rencontre 
de  ses  diagonales.  Toutes  ces  moitiés ,  de  formes  si  di- 
verses, sont  dites  équivalentes.  Mais  tous  ces  cas  simples 
seraient  insuffisants,  et  d'ailleurs  auraient  besoin  d'être 
ramenés  à  un  caractère  commun  qui  servirait  alors  de 
définition  à  Téquivalence.  Autrement,  on  pécherait 
contre  le  principe  général  que  nous  avons  énoncé  au 
commencement  de  cet  ouvrage,  et  qui  consiste  en  ce 
que  l'application  des  nombres  à  Tétude  des  grandeurs 
de  toute  espèce  exige  préalablement  une  définition  pré- 
cise de  l'égalité,  c'est-à-dire  des  conditions  sous  les- 
quelles le  rapport  de  deux  grandeurs  sera  dit  égal  à 
l'unité. 

Cela  posé,  nous  dirons  que  deux  quantités  géomé- 
triques sont  équivalentes ,  lorsqu'elles  seront  composées 
de  parties  égales  ou  seront  limites  de  quantités  va- 
riables composées  de  parties  respectivement  égales. 

17.  On  peut  remarquer  que  si  l'on  conçoit  les  parties 
correspondantes  de  ces  quantités  évaluées  par  rapport 
à  une  même  unité,  on  trouvera  de  part  et  d'autre  les 
mêmes  nombres  et  les  mêmes  sommes  de  nombres,  de 
sorte  que  les  quantités  équivalentes  seront  exprimées  par 
les  mêmes  nombres  ou  par  les  limites  de  nombres  égaux. 
Mais  cette  propriété  ne  doit  pas  être  choisie  pour  servir 
de  définition  ^  elle  est  immédiatement  fondée  sur  la  pré- 
cédente, d'après  le  sens  que  nous  avons  attaché  à  l'éga- 
lité et  à  l'addition  des  nombres. 

Les  quantités   équivalentes    étant  exprimées  par  des 
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nombres  égaux ,  toutes  les  opérations  de  soustraction ,  de 
division,  etc.,  faites  sur  des  quantités  équivalentes  donne- 
ront les  quantités  exprimées  par  des  nombres  égaux ,  et , 
par  conséquent,  équivalentes.  Par  exemple,  de  quelque 
manière  qu'on  partage  un  parallélogramme  en  deux 
parties  égales ,  toutes  ces  figures  non  superposables 
seront  équivalentes. 
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CHAPITRE  IV. 

DES    DIFFÉRENTES    MANIÈRES    DONT    LES    QUANTITÉS 

PEUVENT    ÊTRE   CONSIDÉRÉES   COMME   LIMITES 

DE   VARIABLES. 


18.  Les  grandeurs  peuvent  être  considérées  comme  dé- 
pendant de  limites  de  variables,  de  bien  des  manières  dif- 
férentes. Les  formes  de  leurs  expressions  peuvent  être 
aussi  diverses  que  celles  des  questions  mêmes  dont  elles 
sont  les  solutions. 

Mais  lorsqu'il  s'agit  seulement  de  ramener  une  quan- 
tité à  d'autres  plus  faciles  à  traiter,  et  qu'on  n'aperçoit  pas 
immédiatement  une  quantité  variable  d'une  espèce  plus 
simple  dont  elle  soit  la  limite,  on  emploie  le  plus  ordi- 
nairement Tun  des  deux  procédés  suivants ,  qui  ont  été 
imaginés  par  les  géomètres  anciens  et  considérablement 
développés  par  les  modernes.. 

Ces  deux  procédés  ont  cela  de  commun  qu'ils  consis- 
tent l'un  et  l'autre  à  enlever  successivement  de  la  quau-^ 
tité  proposée  des  quantités  d'une  espèce  plus  simple,  en 
laissant  un  reste  qui  présente  bien  les  mêmes  difficultés 
que  la  quantité  en  question ,  mais  qui  diminue  de  plus  en 
plus  et  a  pour  limite  zéro.  Par  là  on  tend  de  plus  en  plus 
à  épuiser  la  quantité ,  ce  qui  a  fait  donner  à  la  méthode 
fondée  sur  ces  procédés  le  nom  de  méthode  Ôl  exhaiistion , 
Mais  il  y  a  deux  manières  très-différentes  de  procéder  à 
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répuisement  de  la  quantité.  Dans  lune  on  enlève  d'abord 
une  certaine  quantité  déterminée ,  *et  Ton  ne  s'occupe 
plus  que  de  ce  qui  reste  5  puis  on  enlève  de  ce  reste  une 
nouvelle  quantité  déterminée ,  et  Ton  obtient  un  nouveau 
reste  sur  lequel  on  agit  de  même  *,  et  atinsi  de  suite  indé- 
finiment, de  telle  sorte  que  les  restes  puissent  devenir 
moindres  que  toute  quantité  donnée  :  de  cette  manière, 
la  quantité  est  la  limite  d'une  somme  de  quantités  fixes 
dont  le  nombre  augmente  indéfiniment. 

On  appelle  série  une  suite  de  grandeurs  déterminées 
dont  le  nombre  est  indéfini.  En  employant  cette  expres- 
sion ,  ce  premier  procédé  revient  donc  à  considérer  une 
grandeur  comme  limite  de  la  somme  des  termes  d'une  sé- 
rie. Le  second  procédé ,  dû  à  Archimède,  consiste  à  consi- 
dérer dans  la  grandeur  des  parties  d'espèce  plus  simple,  non 
pas  fixes  comme  dans  le  premier,  mais  décroissant  cha- 
cune indéfiniment  *,  ces  parties  variables  ayant  zéro  pour 
limite  sont  ce  que  nous  avons  appelé  des  infiniment  petits. 
Leur  nombre  augmente  indéfiniment ,  et  elles  doivent  être 
choisies  de  telle  sorte  que  leur  somme  diffère  de  la  gran- 
deur en  question  d'une  quantité  qui  puisse  devenir 
moindre  que  toute  quantité  donnée.  De  cette  manière, 
les  grandeurs  sont  considérées  comme  limites  de  sommes 
de  quantités  infiniment  petites  dont  le  nombre  augmente 
indéfiniment. 

Les  anciens  ont  connu  ces  deux  procédés  comme  nous 
l'avons  dit  :  nous  en  donnerons  tout  à  l'heure  quelques 
exemples. 

19.  Les  modernes  ont  fait  entrer  d'une  autre  manière 
encore  les  infiniment  petits  dans  l'expression  des  va- 
riables dont  les  limites  font  connaître  les  quantités  cher- 
chées :  ils  ont  considéré  les  rapports  des  infiniment 
petits  entre  eux.  Lorsque  deux  quantités  tendent  vers 
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zéro  en  dépendant  l'une  de  l'autre,  leur  rapport  es  tune 
quantité  déterminée  qui  tend  en  général  vers  une  li- 
mite finie.  Cette  considération,  inconnue  aux  anciens, 
est  un  des  plus  grands  progrès  que  la  science  doive  aux 
modernes. 

L'objet  principal  de  cet  ouvrage  est  de  traiter  des  infi- 
niment petits  sous  ces  deux  points  de  vue.  Nous  aurons 
cependant  l'occasion  d'employer  les  séries  dans  l'évalua- 
tion des  grandeurs,  et  d'ailleurs  nous  ne  pouvons  nous 
dispenser  de  dire  quelques  mots  sur  la  manière  dont  elles 
ont  été  introduites  par  les  anciens  géomètres. 
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CHAPITRE  V. 

DES    GRANDEURS   CONSIDÉRÉES   COMME   LIMITES 
DE   SÉRIES. 


20.  Pyramides  triangulaires,  —  Nous  avons  dit  pré- 
cédemment qu'Euclide  avait  démontré  qu'une  pyramide 
triangulaire  était  limite  d'une  somme  de  prismes  \  nous 
allons  faire  connaître  le  mode  de  décomposition  qu'il  em- 
ploie ,  et  qui  conduit  à  une  série. 

Soit  la  pyramide  SABC  (fig-  i  )  \  désignons  sa  base  par  b 
et  sa  hauteur  par  A.  En  joignant  les  milieux  des  arêtes,  om 
forme  deux  prismes  triangulaires  équivalents  DEFAHG, 
HEICFG,  et  deux  pyramides  triangulaires  EHBI,  SDEF, 
égales  entre  elles,  semblables  à  la  première  et  ayant  leurs 
arêtes  deux  fois  moindres  que  les  siennes.  L'un  des  deux 
prismes  a  pour  ba«e  le  quart  de  ABC  ou  de  è,  et  pour 
hauteur  la  moitié  de  h.  Il  est  plus  grand  que  Tune  des 
deux  pyramides  -,  car  en  joignant  DH ,  DG  ,  la  pyramide 
DAHG  serait  égale  à  l'une  d'elles  et  serait  renfermée  dans 
le  prisme-,  d'où  il  suit  que  la  somme  des  deux  prismes, 
étant  plus  grande  que  lès  deux  pyramides  restantes,  est 
supérieure  à  la  moitié  de  la  pyrainide  proposée.  En  dé- 
composant les  deux  pyramides  de  la  même  manière  que 
la  première ,  les  prismes  que  Ton  formera  seront  supé- 
rieurs à  la  moitié  de  ces  pyramides,  et  il  restera  un 
nombre  double  de  pyramides  ayant  leurs  arêtes  moitié 
moindres. 

En  continuant  ainsi  indéfiniment,  on  obtient  une 
somme  de  prismes   en  nombre  indéfiniment  croissant  et 
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doDl  la  somme  peut  diiférer  aussi  peu  qu^on  le  voudra  du 
volume  de  la  pyramide.  En  effet,  après  avoir  enlevé  les 
prismes  de  premier  ordre,  il  reste  moins  de  la  moitié  de 
la  pyramide;  après  avoir  enlevé  de  ce  reste  les  prismes 
de  second  ordre ,  le  reste  est .  moindre  que  la  moitié  du 
premier  et,  par  conséquent,  que  le  quart  de  la  pyramide. 
Le  troisième  reste ,  moindre  que  la  moitié  du  second , 
sera  moindre  que  le  huitième  de  la  pyramide ,  et  ainsi  de 
suite.  Donc  on  peut  arriver  à  un  reste  moindre  que  tout  vo- 
lume désigné,  puisque,  en  par tageantnne  Quantité  fixe  en 
un  nombre  de  parties  qu'on  double  indéfiniment ,  on  peut 
arriver  à  des  parties  moindres  que  toute  grandeur  don- 
née. La  pyramide  est  donc  la  limite  de  la  somme  des 
prismes  d'ordres  successifs,  obtenus  comme  nous  l'ayons 
indiqué.  C'est  ainsi  qu'Euclide  a  démontré  cette  proposi- 
tion, et  on  en  conclut,  comme  nous  l'avons  vu  précédem- 
ment, que  deux  pyramides  triangulaires  de  base  équiva- 
lente et  de  même  hauteur  sont  équivalentes. 

21 .  Mais  nous  allons  en  faire  un  autre  usage  et  en  dé- 
duire immédiatement  le  volume  même  de  la  pyramide. 
Nous  remarquerons  pour  cela  que  la  somme  des  prismes 

de  premier  ordre  a  pour  mesure  y  9  puisque  chacun  des 

deux  a  pour  mesure  -^-  Or  les  prismes  d'un  ordre  quel- 
conque sont  en  nombre  double  de  ceux  de  l'ordre  précé- 
dent ;  mais  leurs  dimensions  étant  moitié  moindres,  leurs 
volumes  seraient  huit  fois  moindres;  leur  somme  sera 
donc  le  quart  de  la  précédente. 

Les  termes  de  la  série  dont  la  limite  est  le  volume  de  la 
pyramide  seront  donc 

bh       bh      bh 
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et  si  Ton  désigne  par  V„  le  volume  de  la   somme  des 
prismes  jusqu'à  un  ordre  quelconque  n  ^  on  aura 


'•="(rr-^p)- 


Les  limites  des  deux  nombres  devant  être  égales,  et  la 
première  étant  le  volume  de  la  pyramide  j  ce  dernier  sera 
égal  au  produit  de  bk  par  la  limite  de  la  somme  des  termes 
de  la  progression  géométrique 

r        I         I 

Cette  série  est  la  première  qui  ait  été  sommée  ^  et  elle 
Fa  été  par  Archimède  à  Toccasion  de  l'aire  de  la  para- 
bole. Sa  limite  est  ^5  d'où  il  suit  que  la  mesure  du  volume 

de  la  pyramide  est  -^5- 

22.  yiire  du  segment  parabolique, —  Cherchons  main- 
tenant Taire  d'un  segment  parabolique  quelconque  ASB. 

Soit  se  [fig-  ^)  le  diamètre  des  cordes  parallèles  à  AB5 
C  sera  le  milieu  de  AB,  et  la  tangente  en  S  sera  parallèle 
à  AB.  Le  triangle  ASB,  moitié  du  parallélogramme  ABAIB' 
dont  les  côtés  AA',  BB'  sont  parallèles  à  SC ,  et  qui ,  par 
conséquent ,  renferme  le  segment  ASB ,  sera  plus  grand 
que  la  moitié  de  ce  segment. 

Faisons  pour  les  deux  segments  dont  les  bases  sont 
SA ,  SB ,  ce  que  nous  venons  de  faire  pour  le  premier  5 
les  triangles  SDB ,  AD' S  seront  supérieurs  aux  moitiés  de 
ces  segments.  Agissons  de  même  pour  les  quatre  segments 
restants  dont  les  bases  sont  BD,  DS,  SD',  D'A,  et  conti- 
nuons ainsi  indéfiniment.  Il  est  facile  de  voir  que  le  pre- 
mier triangle  ASB,  plus  les  deux  triangles  de  second 
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ordre,  plus  les  quatre  de  troisième  ordre,  plus  les  huit 
de  quatrième,  etc. ,  forment  une  somme  dont  la  limite  est 
le  segment  AS6.  Car  on  prend  d'abord  plus  de  sa  moitié, 
ensuite  plus  de  la  moitié  du  premier  reste,  plus  de  la 
moitié  du  second,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  D'où 
Ton  conclut,  par  les  mêmes  raisons  que  dans  l'exemple 
précédent,  que  le  segment  est  la  limite  de  la  somme  des 
triangles. 

Cette  démonstration  est  due  à  Archimède  ;  il  a  prouvé 
ensuite  que  la  somme  des  triangles  d'un  ordre  quelconque 
est  le  quart  de  la  somme  de  ceux  de  l'ordre  précédent. 
Soit,  par  exemple,  le  segment  ASB5  menons  DI,  EH 
parallèles  à  6C ,  E  étant  le  milieu  de  SB.  On  aura 

BC  =  2EH=  2DI; 

d'où  résulte,  d'après  la  propriété  des  ordonnées  de  la 
parabole , 

SI  =  7 se,     et,  par  suite/     IK  =  2CB, 


d'où 


DK  =  7CB. 
4 


Mais  les  triangles  SCB,  SDB,  ayant  même  base  SB,  sont 
comme  leurs  hauteurs ,  ou  comme  les  parallèles  CB ,  DK  ; 
donc. 


De  même  on  aura 


SDB=:icSB. 
4 


SD'A=7SAC. 

4 


I)onc  les  deux  triangles  auxquels  donne  naissance  un  trian- 
gle ASB,  d'un  ordre  précédent,  forment  une  somme  égale 
au  quart  de  celui-ci  ]  car  ce  que  nous  venons  de  dire  de 
ASB  peut  se  dire  d'un  triangle  d'un  ordre  quelconque. 


32  LIVRE   I. 

Il  résulte  de  là  que  les  sommes  des  triangles  des 
différents  ordres  forment  la  progression  géométrique 
suivante  : 

ASB         ASB  ASB 

^s«>     -r      44'     444'"" 

C'est  précisément  à  cette  occasion  qu'Archimède  a  trouvé 
la  formule  de  la  somme  des  termes  d'une  progression. 
Nous  n'achèverons  pas  la  solution  comme  Archimède^ 
mais ,  d'après  le  principe  des  limites ,  nous  nous  borne- 
rons à  prendre  la  limite  de  la  somme  des  termes  de  cette 
progression,  et  nous  aurons  ainsi  la  valeur  exacte  de  la 
limite  de  la  somme  des  triangles,  c'est-à-dire  la  valeur 
du  segment  parabolique.  Cette  limite  est 

|aSB     ou      xAA'BB'- 

On  peut  remarquer  que  les  deux  parties  ASC,  CSB  du 
segment  sont  équivalentes  5  car  elles  sont  les  limites  de 
sommes  de  triangles  respectivement  équivalents.  Ainsi  la 

surface  SDBC  est  égale  à  \  SCBB'. 

23.  Cercle  considéré  comme  limite  d'une,  série.  — 
Euclide  inscrit  d'abord  un  carré  dans  le  cercle,  puis  il 
joint  les  milieux  des  quatre  arcs  aux  extrémités  des  côtés, 
et  ajoute  ainsi  quatre  triangles  au  carré,  d'où  résulte  un 
octogone  régulier  inscrit.  Il  joint  ensuite  les  milieux  des 
nouveaux  arcs  aux  extrémités  des  côtés  de  cet  octogone, 
ce  qui  ajoute  huit  nouveaux  triangles  et  donne  le  poly- 
gone régulier  de  seize  côtés  5  et  il  continue  ainsi  indéfini- 
ment. Or  il  est  facile  de  voir  que  la  série  dont  les  terme» 
seraient  les  sommes  successives  des  triangles  de  même 
ordre  a  pour  limite  l'aire  du  cercle.  En  effet,  soient  AB 
(fis-  ^)  ^'^  ^^^^  ^'^"  polygone  régulier  quelconque ,  OM 
le  milieu  de  l'arc  sous-tendu  et  I  le  milieu  du  côté.  Le 
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triangle  AMB  est  plus  grand  que  la  moitié  du  segment 
AMB  ;  car  il  est  moitié  du  rectangle  ayant  pour  base  AB 
et  pour  hauteur  MI,  et  dont  le  segment  n'est  qu'une  par- 
tie. Donc  les  triangles  que  Ton  ajoute  à  un  polygone  ré- 
gulier inscrit,  en  doublant  le  nombre  de  ses  côtés ,  for*- 
ment  plus  de  la  moitié  de  la  différence  de  ce  polygone  au 
cercle.  Si  donc  on  part  du  carré  inscrit,  qui  est  plus 
grand  que  la  moitié  du  cercle  même,  puisqu'il  est  la  moi- 
tié du  carré  circonscrit,  il  s'ensuit  qu'en  enlevant  du 
cercle  le  carré  et  les  divers  ordres  de  triangles  successifs, 
on  prend  d'abord  plus  de  la  moitié  du  cercle,  ensuite  plus 
de  la  moitié  du  reste,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  C'est 
ainsi  qu  Euclide  arrive  à  la  conséquence  que  la  somme 
des  segments  qui  constituent  la  différence  des  polygones 
au  cerclé  peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  don- 
née 5  et  que,  par  conséquent,  en  employant  notre  langage, 
le  cercle  est  la  limite  de  polygones  réguliers  inscrits  dont 
le  nombre  des  côtés  augmenXe  indéfiniment. 

24.  On  pourrait  bien  arriver  à  cette  même  consé- 
quence en  considérant  immédiatement  les  polygones  in- 
scrits sans  s'occuper  des  triangles  qui  s'y  ajoutent  pour 
former  le  polygone  suivant.  On  remarquera  même  que  le 
premier  procédé  suppose  que  le  nombre  des  côtés  va  tou- 
jours en  se  doublant^  ce  qui  n'est  pas  nécessaire  à  l'exac- 
titude de  la  proposition.  Mais  il  faudrait  alors  considérer 
en  même  temps  des  polygones  circonscrits  semblables, 
et  prouver  que  la  différence  des  aires  de  deux  polygones 
semblables,  l'un  inscrit,  l'autre  circonscrit  au  cercle, 
peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée  j  et  la 
différence  du  cercle  à  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  poly- 
gones étant  moindre  que  cette  même  quantité ,  il  s'ensui- 
vrait que  le  cercle  serait  la  limite  des  aires  des  polygones 
réguliers  inscrits  ou  circonscrits  dont  le  nombre  des  côtés 
I.  3 
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augmente  ind^niment.  Nous  n'entrerons  pas  davantage 
dans  ces  détails  cpii  n'offrent  aucune  difficulté. 

25.  On  voit  que'  c'est  aux  anciens  géomètres  qu^on 
doit  ridée  de  considérer  les  grandeurs  comme  limites  de 
séries  ]  soit  pour  calculer  la  grandeur  cherchée^  en  dé- 
terminant la  limite  de  la  série^  comme  Ârçhimède  Ta  fait, 
par  exemple,  pour  Taire  de  la  parabole  ;  soit  simplement 
pour  employer  les  termes  plus  simples  de  la  série  dans  la 
comparaison  de  la  grandeur  avec  une  autre,  comme  Eu- 
clide  Ta  fait  pour  deux  pyramides  triangulaires.  Les  mo- 
dernes sont  allés  beaucoup  plus  loin  sans  doute  dans 
cette  voie;  mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  le  premier  pas 
était  fait  et,  de  plus,  que  c^est  à  Archimède  qu'on  doit  les 
formules  pour  la  sommation  d^autxes  séries  importantes 
que  les  progressions  géométriques,  savoir  la  suite  des 
carrés  des  nombres  naturels  et  celle  des  sinus  d'arcs  en 
progression  par  différence.  ^ 
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CHAPITRE  VI. 

DES   GRANDEURS   CONSIDÉRÉES  .COMME  LIMITES   DE 
SOMMES  d'infiniment   PETITS. 


26.  Une  des  conceptions  les  plus  importantes  dans  la 
mesure  des  grandeurs ,  est  celle  par  laquelle  on  les  consi- 
dère comme  limites  de  sommes  de  quantités  d'espèce  plus 
simple  ^  qui  tendent  indéfiniment  verç  s^ro ,  en  même 
temps  que  leur  nombre  augmenta  indéfiniment.  Ceç  infi- 
niment petits  sont  susceptibles  d'une  grande  indétermina- 
tion^ ils  ne  sont  assujettis  qu'à  la  condition  que  la  diffé- 
rence de  leur  somme  à  la  quantité  proposée  ait  pour 
limite  zéro.  Il  reste  donc  beaucoup  de  latitude  dans  le 
choix  de  ces  éléments,  et  l'on  peut  en  profiter  pour  sim- 
plifier considérablement  les  calcul». 

Le  principe  fondamental  sur  lequel  se  fondent  ces  sim- 
plifications est  le  suivant  : 

Théorème.  —  Za  limite  de  la  somme  de  quantités 
positives  infiniment  peiùes  n'est  pas  changée j  lorsqu'on 
remplace  ces  quantités  par  d'autres  dont  les  rapports 
ai^ec  elles  ont  respectii^ement  pour  limite  l'unité. 

Soient  9  en  efiet,  les  infiniment  petits 

«1»    «J>    «3, .  •  .,    Oimy 

dont  la  somme  tend  vers  une  limite  à  mesure  que  leur 
nombre  augmente  indéfiniment.  Soient  d'autres  infini- 
ment petits 

3. 
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tels 

,que 

les 

rapports 

«1 

aa 

p» 

aient  tous  pour  limite  l'unité. 

Or  on  sait  que  si  Ton  a  une  suite  de  fractions  dont  les 
dénominateurs  soient  positifs  et  les  numérateurs  de  signes 
quelconques,  la  somme  algébrique  des  numérateurs  divisée 
par  la  somme  des  dénominateurs,  est  intermédiaire  entre 
les  deux  qui  sont  algébriquement  la  plus  petite  et  la*  plus 
grande. 

La  fraction 

P I  H-  Pa  -h  •  .  .  -h  P« 

sera  donc  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 
précédentes ,  et  tendra  nécessairement  aussi  vers  l'unité  : 
d'où  il  résulte  que  les  limites  de  son  numérateur  et  de  son 
dénominateur  sont  égales  \  la  somme  Pi-hjSî-f-Pg-H.  ..+|3,« 
a  donc  la  même  limite  que  «i  4-  «î  -I- ...  -I-  a,„.  Ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

Si  l'une  de  ces  deux  sommes  était  invariable,  la  limite 
de  l'autre  serait  égale  à  la  valeiu*  constante  de  la  première, 
puisque  la  limite  de  leur  rapport  est  l'unité. 

Remarque.  —  Si  le  rapport  de  deux  éléments  corres- 
pondants quelconques  des  deux  sommes ,  au  lieu  de  ten- 
dre vers  l'unité  ,  tendait  vers  une  même  limite  quel- 
conque /,  le  rapport  des  deux  sommes  serait  compris 
entre  deux  rapports  ayant  l  pour  limite,  et  aurait,  par 
conséquent,  cette  même  limite.  Donc  les  limites  des  deux 
sonmies  ont  précisément  l  pour  rapport. 

On  voit  donc  que  la  recherche  des  limites  de  sommes 
d'infiniment  petits  peut  conduire  à  celle  des  limites  des  * 
rapports  ,  que  nous  aurons  bientôt  à  considérer  direc- 
tement. Cette  dernière  recherche  est  facilitée  par  un 
théorème  analogue  au  précédent,  et  qu'il  est  bon  d'établir 
dès  à  présent. 
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27.  Deuxième  théorème.  —  La  limite  du  rapport  de 
deux  quantités  infiniment  petites  n^est  pas  changée 
quand  on  remplace  ces^  quantités  par  d'autres ,  qui  ne 
leur  sont  pas  égales  ^  mais  dont  les  rapports  as^ec  elles 
ont  respectivement  pour  limites  l'unité. 

Soient,  en  effet,  a  et  6  deux  quantités  infiniment  pe- 
tites; a'  et  6'  d'autres  quantités  telles,  que  les  limites  de  -^ 

et  de  ^  soient  égales  à  l'unité,  et  que,  par  suite,  les  limites 

des  rapports  inverses  —  >  '^  soient  aussi  égales  à  Tunitéj 

'  «      P. 

on  aura  identiquement . 

?  — ?1  PI  ?_ 

Les  limites  de  quantités  égales  étant  égales,  et  la  limite 
d'un  produit  étant  le  produit  des  limites,  on  tirera  de 
cette  identité ,   en  désignant  les   limites  par  l'abrévia- 

lion  lim,,  et  observant  que  li m.  —  =  1  et  lim.--=:  i, 

a  a' 

lim.-  =  lini.^. 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

28.  On  peut  énoncer  ces  deux  mêmes  théorèmes  d'une 
autre  manière ,  au  moyen  de  la  proposition  suivante  : 

Lorsque  la  limite  du  rapport  de  deux  quantités  est 
Vunitéf  leur  différence  est  infiniment  petite  par  rapport 
à  tune  quelconque  des  deux;  c'est-à-dire  que  le  rapport 
de  cette  différence  à  l'une  quelconque  de  ces  quantités  a 
pour  limite  zéro. 

Et  réciproquement  :  Si  la  différence  de  deux  quantités 
est  infiniment  petite  par  rappon  à  F  une  d'elles,  la  limite 
de  leur  rapport  est  Vuniiè. 
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Soient,  en  eflfet,  «  et  aJ  deux  quantités  quelconques  et 
i  leur  différence  \  on  aura 

a'  =  a  4-  ^,     d*où      i  =  -7  4-  -. 
9         a 

Donc,  si  la  limite  de  -j  est  l'unité^  celle  de  ->  est  «éro, 

et  réciproquement. 

Si  l'on  avait  divisé  par  a  au  lieu  de  a',  on  aurait  prouvé 

que  -  a  pour  limite  zéro*,  et  d'ailleurs  il  est  évident  que  â, 
étant  la  différence  de  a  et  a'^  est  contenue  dans  le  plus 
grand  une  fois  de  plus  que  dans  l'autre,  et  que,  par  consé- 
quent, les  rapports  -  >  -7  sont  en  même  temps  infiniment 

petits. 

On  pourra  donc  énoncer  le  premier  théorème  de  cette 
autre  manière  : 

La  imite  du  rapport  dç  deux  infiniment  petits  n'est 
pas  changée,  quand  on  les  remplace  respectii^ment  par 
d'autres  qui  en  diffèrent  respectivement  de  quantités 
infiniment  petites  par  rapport  à  eux. 

Le  grand  avantage  que  l'on  retire  de  ces  théorèmes 
consiste  en  ce  qu'ils  permettent  souvent  de  négliger,  dans 
les  quantités  infiniment  petites ,  la  partie  qui  en  rend  la 
comparaison  et  le  calcul  difficiles.  Il  suffit  toujours  que 
cette  partie  soit  infiniment  petite  relativement  à  !a  quan- 
tité elle-même ,  et  il  n'en  résulte  aucune  erreur  dans  les 
résultats  où  l'on  n'a  en  vue  que  les  limites  des  rapports 
pu  des  sommes  de  ces  quantités  infiniment  petiti^. 

Div^ers  ordres  d'infiniment  petits. 

129.  Si  l'on  considère  plusieurs  infiniment  petits  dépen? 
dant  les  uns  des  ai^tres,  de  telle  sorte  que,  l'un  étant  déter- 
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miné ,  tous  les  autres  le  soient,  et  que  Ton  en  prenne  un 
en  particulier  pour  y  rapporter  tous  les  autres ,  on  appel- 
lera infiniment  petits  du  premier  ordre  ceux  dont  les  rap- 
ports avec  celui-là  auront  des  limites  finies  \  infiniment  pe- 
tits du  second  ordre ,  ceux  dont  les  rapports  avec  le  même 
infiniment  petit  principal  seront  des  infiniment  petits  du 
premier  ordre  ;  et  en  général  infiniment  petits  de  l'ordre  », 
ceux  dont  les  rapports  avec  l'infiniment  petit  principal  se- 
ront des  infiniment  petits  de  l'ordre  n  —  i . 

Lorsque  l'on  veut  exprimer  seulement  que  le  rapport 
d'un  infiniment  petit  à  un  autre  a  pour  limite  zéro ,  on 
dit  que  le  premier  est  infiniment  petit  par  rapport  au 
second. 

Cela  posé,  il  est  très-facile  d'exprimer  au  moyen  de 
l'infiniment  petit  principal ,  ceux  de  tous  les  ordres  diffé- 
rents. En  effet,  désignons  le  premier  par  a,  et  par  /3  un 
infiniment  petit  du  premier  ordre  dont  la  limite  du  rap- 
port avec  a  soit  K5  on  aura 

^  =  K4-w,     d'où     p  =  «(K-hw), 

Cl 

(ù  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  a. 

L'expression  de  tout  infiniment  petit  du  premier  ordre 
sera  donc  de  la  forme 

a(K4-6>), 

(à  étant  infiniment  petit,  et  K  fini. 

Soit  maintenant  y  un  infiniment  petit  du  second  ordre  9 

le  rapport  -  devant  être  du  premier  ordre;  on  aura 

et,  par  conséquent,  la  forme  de  tout  infiniment  petit  du 


40  IIVRE    I. 

second  ordre  sera 

a»{K-+-w). 

En  continuant  ainsi ,  il  est  facile  de  voir  que  la  forme 
générale  des  infiniment  petits  de  l'ordre  n  est 

K  étant  fini,  et  w  infiniment  petit. 

Mais  11  y  a  souvent  lieu  de  considérer  des  infiniment 
petits  dont  le  rapport  avec  une  puissance  fractionnaire 
de  a  a  une  limite  finie;  et  l'on  est  convenu  d'appeler 

infiniment  petit  de  Tordre  -  celui  dont  le  rapport  avec 

p 
OL^  a  une  limite  finie  :  la  formule  qui  représentera  les 
quantités  de  cet  ordre  sera  donc 

p^ 
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CHAPITRE  VIL 

comment  les  aires  des  courbes  planes  peuvent 

etre  considérées  comme  limites  de  sommes 

d'infiniment  petits. 


30.  Sommes  de  parallélogrammes  infiniment  petits . — 
Considérons  une  surface  plane  litnitée  par  des  arcs  de 
courbes  quelconques^  divîsons-la  par  un  système  de  pa- 
rallèles dont  les  distances  soient  dans  des  rapports  arbi- 
traires ,  mais  tendent  toutes  Vers  zéro.  La  somme  des  aires 
comprises  entre  ces  parallèles  successives  est  toujours 
identique  avec  Taire  cherchée ,  et  chacune  de  ces  aires 
élémentaires  offre  la  même  difficulté  que  la  proposée, 
puisqu'elle  renferme  des  courbes  dans  son  périmètre. 

Mais  si  à  chacune  de  ces  aires  élémentaires  on  sup- 
prinie  ou  l'on  ajoute  des  parties  infiniment  petites  par 
rapport  à  ces  aires  respectives ,  et  qui  fassent  disparaître 
la  partie  courbe  de  leur  périmètre ,  la  limite  de  la  somme 
de  ces  nouvelles  aires  plus  simples  sera  Taire  cherchée, 
d'après  le  principe  général.  Le  moyen  le  pliis  commode 
d'obtenir  ce  résultat  consiste  à  mener  par  les  extrémités 
de  chacune  des  cordes  des  parallèles  à  une  même  direc- 
tion arbitraire,  terminées  à  la  corde  suivante.  Soient, 
.  en  effet,  MN,  M'N'  deux  parallèles  consécutives  quel- 
conques :  en  menant  par  les  extrémités  M',  N'  [fig-  4)  des 
parallèles  M' H',  N'T  à  une  direction  choisie  à  volonté,  on 
retranche  les  parties  NTN,  M'H'M;  en  menant  les  paral- 
lèles MH,  NI  par  les  extrémités  M,  N,  on  ajouterait, 
au  contraire  ,  les  parties  MHM',  NN'I,  Or  deux  de  ces 
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quatre  parties  sont  moindres  que  le  parallélogramme 
NINT,  et  les  deux  autres  moindres  que  le  parallélo- 
gramme MHM'H';  ces  deux  parallélogrammes  sont  infi- 
niment petits  par  rapport  au  parallélogramme  M'H'NT, 
qui  est  moindre  que  le  segment  de  la  courbe ,  car  leurs 
rapports  à  M' H' NT  sont  les  mêmes  que  ceux  de  leurs 
bases  MH',  NI'  à  la  base  HT,  et  ces  derniers  tendent  vers 
zéro,  puisque  les  parallèles  MN,  M'N'  se  rapprochant  in- 
définiment, MH'  et  NI'  tendent  vers  zéro,  tandis  que  HT 
reste  fini.  Il  suit  de  là  que  les  rapports  des  parallélo- 
grammes HH',  ir  au  segment  de  la  courbe  ont  pour  limite 
zéro  ;  il  en  est  de  mém« ,  à  plus  forte  raison^  des  triangles 
formés  par  les  arcs  MM',  NN',  et,  par  conséquent,  Vaire 
de  la  courbe  est  la  limite  de  la  somme  des  parallélo- 
grammes  ayant  pour  hases  les  cordes  parallèles  y  pour 
hauteurs  leurs  distances,  et  poui^ant  être  entièrement 
intérieurs f  ou  en  partie  extérieurs  à  cette  aire. 

On  peut  même  remarquer  qu  il  n'est  pas  nécessaire  que 
les  sommets  des  parallélogrammes  soient  aux  extrémités 
mêmes  des  oordes  :  il  suiSt  qu'ils  soient  en  des  points  infi- 
niment voisins  de  ces  extrémités;  il  n'est  même  pas 
nécessaire  que  ces  parallélogrammes  soient  contigus, 
pourvu  que  l'intervalle  entre  deux  consécutifs  soit  infini- 
ment petit  par  rapport  aux  hauteurs  infiniment  petites 
de  ces  par^lélogrammes ,  car  cda  revient  à  retrancher  de 
chaque  élément  une  partie  infiniment  petite  par  rapport 
à  lui-même.  Cette  considération  générale ,  dont  l'exac- 
titude résulte  du  principe  fondamental,  s'applique  à  tout 
ce  qui  suit. 

Pour  abréger,  nous  représenterons  une  somme  de 
termes  ayant  ujae    même   expressicm   générale  par   le 

signe  2  suivi  de  cette  expression.  Ainsi,  u  désignant 

une  corde  quelconque  et  a  la  distance  de  deux  cordes 
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consécutives,  "^ua  représentera  la  somme  des  aires  des 

parallélogrammes  variables,  etlim.  ^wa  représentera  ïa 
limite  de  leur  somme,  ou  l'aire  de  la  courbe. 

31 .  Sommes  de  trapèzes  infiniment  petits.  —  Au  lieu 
de  supposer  les  lignes  MH,  M'H\  NI,  NI'  parallèles  à 
une  direction  fixe*,  on  pourrait  les  mener  dans  des  direc- 
tions différentes  les  unes  des  autres,  et  variables  d'une 
manière  arbitraire  d^une  trancbe  à  Fautre  :  il  suflStqu' elles 
fassent  toujours  un  angle  fini  avec  les  cordes.  En  effet,  la 
figure  NINT  deviendra  un  trapèze  dont  les  bases  N'I, 
NT  seront  infiniment  petites ,  puisque  les  lignes  N'I',  NI 
font  avec  MN  des  angles  finis ,  et  que  la  hauteur  du  tra- 
pèze est  infiniment  petite  ;  la  mesure  de  cetrapèze  a  donc 
un  rapport  infiniment  petit  avec  celle  du  trapèze  inté- 
rieur M'H'NT  et,  par  conséquent,  avec  le  segment  mèn^e 
de  la  courbe.  H  en  serait  de  même  du  trapèze  MHM'H'. 
Si  donc,  au  lieu  de  ce  segment,  on  prend  un  des  trapèzes 
ayant  pour  base  MN,  M'N',  MI'  ou  NH',  on  ne  fait  qu'a- 
jouter ou  retrancher  à  Télément  exact  de  l'aire  cherchée,, 
une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  cet  élément,, 
et  la  limite  de  la  somme  de  ces  trapèzes  sera  précisément 
égale  à  la  somme  des  éléments  exacts  de  cetie  aire  on  à 
cette  aire  elle-même. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  des  trapèzes  inscrits^ 
dans  le  segment  :  les  côtés  non  parallèles  sont  alors  lesi 
cordes  MM',  NN'.  Il  peut  aussi  être  quelquefois  utile  de 
faire  concourir  toutes  les  lignes  MH,  M' H',  NI,  N'I'  vei's 
un  même  point;  et  c  est  ce  qu'a  fait  Archimède  dans  une 
de  ses  méthodes  pour  la  quadrature  de  la  parabole. 

32.  Sommes  de  secteurs  infiniment  petits.  — Il  n'est 
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pas  nécessaire  de  supposer  parallèles  les  cordes  qui  divi- 
seal  l'aire  en  éléments  infiniment  petits.  On  peut  assu- 
jettir leurs  directions  à  une  loi  quelconque,  suivant  les 
circonstances  -,  la  seule  condition  nécessaire  est  de  n'ajou- 
ter ou  retrancter  à  chaque  élément  exact  qu'une  quantité 
infiniment  petite  par  rapport  à  lui. 

Une  des  lois  les  plus  simples  est  celle  qui  fait  passer 
toutes  les  cordes  par  un  même  point.  Soient  O  ce  point 
(fig,  5  )  et  OM,  OM'deux  sécantes  faisant  entre  elles  un 
angle  infiniment  pçelit;  la  somme  des  éléments  OM'M  est 
identique  avec  l'aire  cherchée,  si  le  point  O  est  dans  son 
intérieur,  et  cette  aire  sera  la  limite  de  la  somme  des  aires 
que  l'on  obtiendra  en  ajoutant  ou  retranchant  à  chacun 
de  ces  éléments  une  quantité  infiniment  petite  par  rap- 
port à  lui. 

Cette  modification  des  éléments  exacts,  et  qui  a  tou- 
jours pour  objet  de  les  simplifier,  peut  être  faite  de  bien 
des  manières  différentes.  On  pourrait  mener  par  M ,  M', 
des  droites  dans  des  directions  déterminées,  et  substituer 
les  triangles  rectilîgnes  à  l'élément  exact;  on  pourrait 
aussi,  au  lieu  de  lignes  droites,  mener  des  courbes  arbi- 
traires ;  mais  ce  qui  est  ordinairement  le  plus  simple,  c'est 
de  décrire  des  arcs  de  cercle  ayant  O  pour  centre ,  et  c'est 
ce  qu'a  fait  Archimède  dans  sa  quadrature  de  la  spirale. 

Il  est  facile  de  voir,  en  effet ,  que  le  rapport  des  deux 
secteurs  circulaires  semblables  ayant  pour  rayons  OM, 
OM',  étant  celui  des  carrés  de  ces  lignes ,  a  pour  limite 
l'unité,  et  que,  par  conséquent,  leur  différence  est  infini- 
ment petite  par  rapport  à  ces  secteurs.  Or  l'un  de  ces  sec- 
teurs est  compris  entièrement  dans  l'élément  OM'M ,  et 
celui-ci  est  compris  entièrement  dans  l'autre  secteur;  car 
on  peut  supposer  l'angle  O  assez  petit  pour  que  les  rayons 
vecteurs  de  la  courbe  croissent  ou  décroissent  constam- 
ment de  M  en  M'.  Donc  le  rapport  de  chacun  des  deux 
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secteurs  à  réléinent  exact  de  l'aire  a  aussi  pour  limite  l'u- 
nité,  et  l'aire  chercliée  est  la  limite  de  la  somme  des 
secteurs  circulaires  infiniment  petits,  intérieurs  ou  ex- 
térieurs. 

Si  le  point  O  n'était  pas  dans  l'intérieur  de  l'aire  pro- 
posée, celle-ci  serait  la  différence  de  deux  aires  auxquelles 
ce  point,  appartiendrait ,  et  que  l'on  considérerait  sépa- 
rément, comme  on  vient  de  le  dire.  On  pourrait  aussi 
prendre  la  différence  de  deux  secteurs  compris  entre  les 
mêmes  rayons,  et  cherclier  la  limite  de  la  somme  de  ces 
différences. 

Au  lieu  de  supposer  que  les  cordes  passent  par  un 
même  point,  on  pourrait  les  mener  tangentes  à  une 
courbe  donnée;  on  pourrait  les  assujettir  à  d'autres  lois 
encore  :  toutes  ces  généralisations  n'offrent  aucune  diffi- 
culté quand  on  a  bien  saisi  les  principes  précédents,  et 
nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 
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CHAPITRE  VIIL 

APPLICATION   DES   PRINCIPES  PRÉCÉDENTS 
A    QUELQUES   EXEMPLES. 


33.  Aire  du  segment  parabolique,  —  Cette  question 
nous  offrira  des  exemples  de  procédés  très-divers  qu'on 
peut  employer  dans  la  recherche  des  quadratures,  et  don- 
nera une  idée  de  la  variété  des  ressources  que  présente  la 
méthode  infinitésimale. 

Première  solution.  — En  rapportant  la  parabole  au 
diamètre  ÂB  {fig»  6)  de  la  base  CD  du  segment  oblique 
donné,  et  à  la  tangente  ÂY  parallèle  k  cette  base^  les 
carrés  des  ordonnées  sont  proportionnels  aux  abscisses , 
et  Téquation  de  la  courbe  est  de  la  forme 

y*  =  apx. 

Coupons  la  surface  par  des  parallèles  à  Â Y  ^  Taire  ADÇ 
pourra  %ti*e  considérée  comme  limite  de  la  somme  de  pa- 
rallélogrammes intérieurs  qui  seront  divisés  en  deux  par- 
ties égales  par  le  diamètre  AB  ^  de  sorte  que  les  deux 
aires  ABC,  ABD,  étant  limites  de  sommes  égales,  sont 
équivalentes.  Il  suffit  donc  de  calculer  la  moitié  ABC. 

On  connaîtra  l'aire  ABC  si  l'on  connaît  son  rapport  au 
complément  AEC  de  cette  aire  au  parallélogramme 
ABCE^  et  pour  cela,  nous  comparerons  deux  parallélo- 
grammes correspondants  PMHP',  QMKQ'des  sommes 
qui  ont  pour  limites  ces  deux  aires.  En  désignant  par  x,  j 
les  coordonnées  du  point  quelconque  M ,  et  par  h  et  h  les 
accroissements  qu'elles  suivissent  quand  on  passe  de  M  à 


I 
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M',  on  aura 

PMHP^       j^ 
QMKQ'""xit' 

et  l'on  a ,  par  l'équation  de  la  courbe, 
d'où 

On  tire  de  là  A,  au  moyen  de  A,  et  le  rapport  chercté 

-7.  devient 
xk 

/(a^H-^)                 .        ky 
•'— i— :: ou     2  H :^« 

2/7;C:  2/7^7 

Ce  rapport  tend  donc  vers  la  limite  2  lorsque  h.  tend 
vers  zéro.  Les  deux  aires  AC6,  AEC  sont  donc  les  limites 
de  sommes  d'infiniment  petits  tels,  que  le  rapport  dé  deux 
correspondants  quelconques  tend  vers  la  même  limite  2  : 
donc,  d'après  les  principes  démontrés  (n^  26),  le  rap- 
port des  aires  AC6,  AEC  est  précisément  2. 

Ainsi  l'aire  ACB  est  les  deux  tiers  du  parallélogramme 

AECB  •,  et  Faire  proposée  ACD  est  les  ^  de  ce  même  pa- 
rallélogramme,  ou  du  triangle  rectiligne  ACD,  comme 
Archimède  l'a  démontré  le  premier. 

Deuxième  solution.  —  Il  est  facile  de  calculer  di- 
rectement Taire  AEC,  qui  est  4a  limite  de  la  somme 
des  parallélogrammes  QMKQ'  ou  QHM'Q',  dont  l'ex- 
pression générale  est  xk  sin  A ,  A  désignant  l'angle  YAX. 
k  désignant  l'accroissement  successif  de  y^  il  est  néces- 
saire d'exprimer  x  au  moyen  de  y;  ce  qui  donnera 
pour  expression  d'un  quelconque  des  parallélogrammes 

Or  si  l'on  suppose  dans  ce  cas-ci  que  les  hau- 
teurs des  parallélogrammes  soient  toutes  égales,  ce  qui 
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était  inutile  dans  la  solution  précédente,  les  valeurs  suc- 
cessives de  y  seront 

/• ,     2  ^ ,     3  ^ . . . ,     nk  ^ 
et  l'on  aura 

«>t=:AE,     ou     (/î-hi)A  =  AE, 

suivant  qu'on  prendra  les  parallélogrammes  QM'  ou  QK, 
ce  qui  est  indifférent. 

Il  s'agit  donc  de  trouver  la  limite  de  la  somme 

/•*  sin  A , 


7.p 


(iH- 2» -h  3* -h... -4-/1'), 


lorsque  n  croît  indéfiniment,  et  que  A  décroit  en  même 
temps  de  telle  sorte  que  l'on  ait  toujours  nk  =  AE. 

Or  Archimède  a  donné  pour  la  sommation  des  carrés 
des  nombres  naturels  une  formule  qui ,  écrite  avec  les 
signes  employés  par  les  modernes ,  donne 

I+2'-f  3»4-...-h/2*  =  -^ i-^ i. 

1.2.3 

Il  faut  donc  trouver  la  limite  de  l'expression  suivante 

Â^sinA    72(/ï  +  i)(2/2 -I-  i) 

2./?  1.2.3 

OU 

AE(AE-f-^)(2AE4~  /'.)sinA 

2.2.3/?  •' 

lorsque  fc  tend  vers  zéro.  Cette  limite  est  évidemment 

AE  .  sin  A               AB.AEsinA 
_-^__     ou     3 

en  observant  que =  AB. 

^       ip 

L'aire  AEC  est  donc  le  tiers  du  parallélogramme  ABCE  5 
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et  Faire  ABC  en  eist  les  deux  tiers,  comme  nous  l'avions 
trouvé  par  le  premier  procédé. 

Troisième  solution.  —  Cette  solution  auraFavanlage 
de  donner  un  exemple  d'un  mode  de  décomposition  très- 
différent  des  précédents.  Nous  y  considérerons  une  aire 
comme  limite  d'une  somme  d'aires  infiniment  petites  dé- 
terminées par  des  droites  tangentes  à  une  même  courbe. 

Soient  ACC  (fig-  7)  le  segment  parabolique 5  AB  le 
diamètre,  CD  la  tangente  en  C,  d'où  résulte  AD=  AB5 
nous  allons  comparer  les  deux  aires  ACB,  DAC. 

Nous  considérerons  ACB  comme  limite  d'une  somme 
de  trapèzes  inscrits  PMMT',  dont  les  côtés  PP'  situés 
sur  AB  tendent  tous  d'une  manière  quelconque  vers  zéro. 

Quant  à  Faire  DAC ,  nous  mènerons  en  M  et  RI'  les 
deux  tangentes  MT,  M'T',  d'où  résultera  AT  ==  AP, 
AT'  =  AP',  TT'  =  PP'.  Si  par  le  point  de  rencontre  R 
de  ces  tangentes  on  mène  une  parallèle  à  AB ,  on  aura  le 
diamètre  des  cordes  MM'  qui  passera  par  conséquent  par 
le  milieu  de  MM';  de  sorte  que  l'aire  du  triangle  TRT' 
sera  la  moitié  de  celle  du  trapèze  PP'MM'.  Or  il  est  fa- 
cile de  reconnaître  que  Faire  DAC  est  la  limite  de  la 
somme  des  triangles  T'TR.  En  effet ,  cette  aire  est  exac- 
tement la  somme  des  aires  comprises  entre  chacun  des 
arcs  MM',  la  tangente  M'T',  la  l3ase  T'T  et  la  tangente 
TM,  terminée  en  M.  Mais  chacune  de  ces  aires  diffère 
du  triangle  correspondant  T'TR  d'une  quantité  infini- 
ment petite  par  rapport  à  lui ,  lorsque  PP'  tend  vers  zéro  ; 
car  cette  différence  est  moindre  que  le  triangle  recliligne 
MRM'  dont  le  rapport  au  triangle  T'RT  est  celui  des 
rectangles  des  côtés  qui  comprennent  leurs  angles  en  R, 
qui  sont  supplémentaires  ;  rapport  qui  est  évidemment 
infiniment  petit.  Donc  Faire  DAC  est  la  limite  de  la 
somme  des  triangles  T'RT. 

Cela  posé,  les  deux  aires  ACB,  DAC  étant  limites  de 

I.  4 
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sommes  dHnfliiiment  petits  qui  sont  dans  le  rapport  de 
2:1,  seront  elles-mêmes  dans  ce  rapport.  Donc  ACB  est 
les  deux  tiers  du  triangle  DBG ,  on  du  parallélogramme 
construit  sur  AB  et  BG;  ce  qui  ramène  aux  résultats  pré- 
cédemment obtenus  c 

34.  Généralisation  du  problème,  —  Au  Heu  de  l'é- 
quation particulière  j^*=  ^px^  prenons  Féquation  plus 
générale  y*  =  px^,  n  et  m  étant  des  nombres  entiers 
quelconques,  positifs  ou  de  signes  contraires.  Les  courbes 
qu'elle  représente  seront  paraboliques  dans  le  premier 
cas*,  dans  le  second,  elles  seront  des  hyperboles  ayant 
les  axes  de  coordonnées  pour  asymptotes. 

i^.  La  courbe  représentée  par  V équation  j"  •=  px""^ 
m  et  n  étant  positifs,  passe  par  Torigi  ne,  et  nous  naus 
proposons  de  mesurer  l'aire  comprise  entre  un  arc  AM 
{Jig*  8)  et  les  coordonnées  MB,  AB  de  son  extrémité  M. 

Pour  cela,  nous  chercherons  le  rapport  des  deux 
aires  AMB,  AMG5  et,  à  cet  effet,  nous  comparerons 
deux  parallélogrammes  correspondants  KP',  NQ',  élé- 
ments infiniment  petits  des  sommes  dont  les  limites 
sont  AMB,  AMG.  En  désignant  par  x^  y. les  coordon- 
nées de  N,  par  A,  k  leurs  accroissements  en  passant  de 
N  en  N',  le  rapport   des  deux  parallélogrammes  sera 

vh  Y  h 

^»  et  sa  limite  sera  -  lîm.  -r»  Pour  obtenir  la  limite  de 

xk  '   X  k 

-r>    il  faut  exprimer  que   les  deux  points  sont  sur  la 

courbe ,  ce  qui  donne 

Développant  les  puissances,  et  supprimant  les  premiers 
termes  des  deux  membres  qui  se  détruisent,  il  vient 

h  (nj''-^  H-  P)  =  h{mpx^'  -♦-«), 
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^  représentant  une  somme  de  termes  qui  renferment  A:  de- 
puis la  première  puissance  jusqu'à  la  (n  —  i)**"*',  et  a  une 
somme  de  termes  renfermant  7i  depuis  la  première  puis- 
sance jusqu'à  la  (m  —  i )»«««.  On  tire  de  cette  équation 


h  _  /ï/"-'  -f-  e 


et ,  pat^  conséquent, 

La  limite  du  rapport  des  deux  parallélogrammes  est 

donc 

/ir"  n 

-^         ou     — 


mpaf*'  m 

Donc  aussi  le  rapport  des  deux  aires  AMB,  AMC  est  —  ; 

l'aire  cherchée  AMB  est  donc  au  parallélogramme  ABMC 

Il                         n                      1               nàh  sin  A      .  ,, 
dans  le  rapport  :  et  sa  valeur  est 5  si  1  on 

*  *  Wî  -h  «  /W  -h  71 

désigne  par  a ,  &  les  coordonnées  de  M  et  par  A  l'angle 
des  axes.  Si  l'aire ,  au  lieu  d'être  prise  à  partir  de  l'ori- 
gine ,  l'était  entre  deux  ordonnées  correspondantes  aux 
abscisses  a,  a',  elle  aurait  évidemment  pour  expression 


2^.  Si  les  deux  exposants  sont  de  signes  contraires ,  on 
peut  mettre  l'équation  sous  la  forme 

en  supposant  m  et  n  positifs. 

Les  deux  parallélogrammes  MP',  MQ'  {fig*  9) ,  élé- 
ments correspondants  des  sommes  qui  ont  pour  limites 

rh 
les  aires  NN'BB',  NN'CC,  ont  pour  rapport  —  ^,  A  et 
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h  ëtant  de  signes  contraires  et  satisfaisant  à  Téquation 

OU 

[yn  _^  (;y.«-.  ^  p)  ^-|  [a^^f^maf^^  +  a)h]  =/>, 

/3  représentant  un  ensemble  de  termes  renfermant  A:  à  la 
première  puissance  ou  à  des  puissances  supérieures^  et  a 
un  ensemble  de  termes  renfermant  A  à  un  degré  égal  ou 
supérieur  à  l'unité. 

Effectuant  le  produit  et  supprimant  les  termes  y^'x'^ 
et  p  qui  se  détruisent ,  il  vient 

-f-(/ïr'*^*-+-  P)('w.r"-^'-t-a)/-A  =o. 
Divisant  par  k  et  prenant  les  limites,  on  trouve 


d'où 


nyn-x  jfn  ^  mx^~^y^  lim.  -  =r  o; 

n 


h  nx 

hm.  -  = 

h  my 


Le  rapport  des  deux  rectangles  MP',  MQ'  a  donc  pour 
limite  — ,  et ,  par  conséquent ,  le  rapport  des  aires  NN'BB', 


NN'CC  est  -. 
m 

Il  est  facile  d'avoir  une  seconde  relation  entre  ces 
deux  aires. 

En  effet,  la  première,  ajoutée  au  parallélogramme  AN, 
forme  la  même  figure  que  la  seconde  ajoutée  au  parallé- 
logramme AN';  donc  la  différence  de  ces  aires  est  égale 
à  la  différence  de  ces  deux  parallélogrammes,  ou  à 
{a*V  —  ah)  sin  A ,  si  Ton  désigne  par  a^  b  et  a\  V  les 
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coordonnées  des  extrémités  N,  N'.  On  trouvera  ainsi 
NN'BB'  =  -^^  [a'b'  -^  ab)  sin  A. 

35.  Exemple  d'une  loi  particulière  pour  les  bases 
des  parallélogrammes  élémentaires.  —  Comme  les  bases 
infiniment  petites  des  parallélogrammes  ne  sont  assu- 
jetties à  aucune  loi  nécessaire,  on  choisît  celle  qui 
semble  devoir  donner  les  calculs  les  plus  simples. 

Dans  un  des  exemples  précédents ,  nous  avons  supposé 
ces  bases  égales*,  dans  d'autres,  nous  n'avons  eu  besoin 
de  supposer  aucune  dépendance  entre  elles.  Nous  allons' 
donneç  des  exemples  où  la  sommation  devient  très-facile 
quand  on  suppose  que  les  abscisses  des  points  de  division 
s'ont  en  progression  géométrique  et  que,  par  suite,  leurs 
diâerences,  ou  les  bases  des  parallélogrammes,  forment 
une  progression  ayant  la  même  raison.  Ce  procédé  est 
dû  à  Fermât. 

Soit  l'équation 

y=pjf^, 

dans  laquelle  nous  supposerons  m  quelconque,  positif 
ou  négatif^  ce  qui  renferme  les  paraboles  et  hyperboles 
que  nous  venons  de  considérer.  Cherchons  l'aire  com- 
prise entre  un  arc  quelconque  MM'  {fig*  lo)  de  la  courbe, 
les  deux  ordonnées  extrêmes  MP  ,  M'P'  et  Taxe  des  x\ 
et,  pour  plus  de  simplicité,  supposons  les  axes  rectan- 
gulaires. Soient  a,  ft  les  coordonnées  de  M;  a',  b'  celles 
de  M'.  Partageons  PP'  en  n  parties  tendant  vers  zéro, 
et  telles,  que  les  abscisses  de  tous  les  points  de  division 
forment  une  progression  géométrique 

on  aura 

a'  =  aq^  5 

de  sorte  que  n  étant  déterminé ,  q  s'ensuivra ,  et  q  ten- 
dra vers  l'unité  lorsque  n  croîtra  indéfiniment  5  de  sorte 
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que  la  distance  de  deux  points  consécutifs  tendra  vers 
zéro.  L'expression  générale  de  cette  distance  sera 

Elles  formeront  donc  une  progression  géométrique  ayant 
pour  premier  terme  a[q  —  i)  et  pour  raison  q. 

Or  ces  distances  doivent  être  multipliées  par  les  or-r 
.données  successives  qui  seront  aussi  en  progression  géo- 
métrique, puisqu'elles  ont  pour  expression  générale  px"'^ 
et  que  les  valeurs  de  x  que  l'on  considère  sont  en  pro- 
gression géométrique.  Les  rectangles  élémentaires  auront 
donc  pour  mesure  le  produit  des  tjermes  correspondants 
de  deux  progressions,  et  formeront,  par  conséquent, 
une  nouvelle  progression.  On  pourra  donc  avoir  l'ex-^ 
pression  de  la  somme  de  ces  rectangles,  et  il  ne  s'agira 
plus  que  de  calculer  la  limite  de  cette  expression. 

La  base  du  rectangle  dont  la  première  abscisse  est  aq*^ 
sera  a  [q — i)  7'*,  sa  hauteur  paT'q"*''  et  sa  surface 
pa""-^^  (q  — i)  ^ ('»+!)'•,  La  sonmie  de  ces  rectangles  sera 

^flw+t  (^  — l)  [i  4-  q""-^^  -f-  ^U"+0  -h  .  .  .  -+-  y  («-0  («+0], 

pu,  en  sommant  cette  progression  géométrique  dont  la 
raison  est  ^"^S 

ou ,  à  cause  de  aq**  =  a', 


gtlH-l  ,     ' 

il  ne  reste  donc  plus  qu'à  trouver  la  limite  du  rapport 


qfn-hi  —  j 


>  lorsque   q  tend   vers  l'unité  5  ce  qui  n'offre 

aucune  diflSiculté.  Nqus  distinguerons  deux  cas ,  suivant 
que  /n  -H  I  sera  positif  ou  négatif. 

1°.  Soit  d'abord  m  -h  i  positif  et  représenté  par  le 

rapport  de  deux  entiers   quelconques  —  >   il    s'agit   de 
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trouver  la  limite  de  -^ ?  quand  q  tend  vers  i,  ou, 


q'-l 

I 


en  posant  ^*  =:  f,  celle  de  7— —  >  quand  t  tend  lui- 
même  vers  l'unité.  Remplaçant  t  par  i  -f-  a,  a  tendra 
vers  zéro ,  et  le  rapport  précédent  devient 


5aH-- 

I.  2 

roL-^ 

1.  2 

+  a' 


Divisant  par  a  les  deux  termes ,   et   faisant  a  =  o , 
on  aura  la  limite  de  la  fraction,  qui  sera 


s 

-    ou 


r  m  -H  I 

Donc  Taire  cherchée  sera 

p  («'»»+•  _;  a«.+i  )  a'b'-^  ab 

£_^ L      ou      • 

sn  -t-  I  //i  -f-  1 

•                                                         r 
2**.  Soit  maintenant  m  -i-i  = j  il  faudra  trouver 

s 

r 

la  limite  de  -^, ou  de  —  9*  —; ^• 

r 

Or  q^  a  pour  limite  i,  et,  d'après  le  calcul  précé- 
dent ,  le  second  facteur  a  pour  limite  -  ou  —  — —  • 
'  '^  r  m  4-1 

La  limite  de  la  fraction  en  question  est  donc  — - — 

^  m  +1 

et  Taire  aura  encore  pour  expression 

p  («'»»+•  —  a^+M               a!b^  —  ab 
'—^ ou     « 
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Remarque.  —  L'aire  dont  nous  venons  de  trouver 
l'expression  étant  la  limite  de  la  somme  des  rectangles 
ayant  pour  mesure  j^A  ou  px^h^  h  désignant  la  difie- 
renée  infiniment  petite  de  deux  valeurs  successives  de  x , 
suivant  une  loi  arbitraire,  il  s'ensuit  que  la  limite  de  la 
somme  Sa:"*  A,  lorsque  x  passe  de  la  valeur  â  à  la  va-r 
leur  a^  par  degrés  infiniment  petits  quelconque$  h ,  a  pour 
valeur,  quel  que  soit  w, 


m  -ht 
Si  l'on  fait  a  =  o  et  cpie  m+i  soit  positif,   cette 
expression  se  réduit  à 

36.  Cette  formule  s'applique  à  toutes  les  valeurs  posi- 
tives ou  négatives  de  m ,  excepté  la  valeur  particulière 

r—  i,*qui  lui  donnerait  la  forme  —  Mais  il  est  facile  de 

trouver  la  formule  qui  correspond  à  ce  cas ,  en  cherchant 

la  limite  vers  laquelle  tend  l'expression  —  ? 

lorsque  l'on  fait  tendre  m  vers  —  i . 

Divisant  par  a'"+%  dont  la  limite  est  l'unité  ,  et  rem- 
plaçant m  + 1  par  u ,  il  s'agit  de  trouver  la  limite  de 
l'expression 

u 
quand  u  tend  vers  zéro. 

Posons  (  —  I  =  I  -f-  a ,  a  tendra  vers  zéro ,  et  l'expres- 
sion précédente  devient  -j  dont  on  éliminera  u  au  moyen 

de  l'équation  qu'on  vient  de  poser,  en  introduisant  la 
nouvelle  variable  a.  On  en  tire,  en  prenant  les  loga- 
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rithmes, 

alog— =:log(i-f-a),     d'où     «  =  .2iiiJJl?i, 

logl 
a 

alog- 

et  il  reste  à  trouver  la  limite  de  , — 7 :  ou  celle  de 

log(i4-a) 

ï — ; — ; — r  oui  Dout  se  luottre  sous  la  forme 
log(i-f-a)^      ^ 


ou 


Mais  on  a  vu  dans  V  Algèbre  (i;oir  Note  P")  que  lorsque  a 

tend  vers  zéro,  suivant  une  loi  quelconque,  (  i  -f-  a)"  tend 
vers  une  limite  déterminée,  que  Ton  désigne  ordinaire- 
ment par  la  lettre  e ,  et  qui  n'est  autre  chose  que  la  base 
du  système  de  Néper,  dont  la  valeur  incommensurable  est 

^r=  2,71828182. . . . 

(7)"-'      '< 

La  limite  de  -^ — 4 est  donc  ■; — ^,  et  l'expression 

u  loge  ^ 

a  pour  limite 


m  H-  i 


/^log- 


logtf  ' 
Telle  est  l'expression  de  l'aire  comprise  entre  deux 
ordonnées  de  la  courbe  dont  Téquation  est. 

^y  =  Py 
et  qui  n'est  autre  que  l'hyperbole  du  second  degré  rap- 
portée à  ses  asymptotes. 

Elle  est  équilatère,  puisque  nous  avons  supposé  les 
axes  rectangulaires  ^  mais  il  aurait  suffi  d'introduire  le 
facteur  sin  A  pour  avoir  le  cas  général. 

37.   Aire  de  la  cycloïde,  —  On  appelle    rycloïdc   1 
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courbe  engendrée  par  un  point  d'un  cercle  quî  roule  sur 
une  droite  donnée.  Soient  TMU  [fig»  n)  «ûe  position 
quelconque  du  cercle  qui  roule  sur  la  droite  AB  ;  M  le 
point  qui  décrit  la  courbe  \  A  la  position  où  le  point  M 
est  sur  la  droite  fixe*,  l'arc  MT  sera  égal  à  AT,  d'après  le 
sens  qu'on  attache  au  roulement.  Si  B  est  la  position  où 
M  revient  sur  la  droite  fixe,  on  aura  AB  =  aTta,  a  étant 
le  rayon  du  cercle  décrivant,  et  quand  le  point  de  con- 
tact T  vient  an  milieu  C  de  AB,  le  point  M  se  trouve  à 
l'extrémité  D  du  diamètre  CD  perpendiculaire  à  AB.  Ce 
point  D  est  le  sommet  de  la  43ycloïde,  et  CD  en  est  l'axe. 

Cela  posé,  on  demande  la  mesure  de  l'aire  ABD  com- 
prise entre  la  courbe  entière  et  sa  base. 

Cette  question  sera  résolue  si  l'on  détermine  le  complé- 
ment de  cette  aire  au  rectangle  ABA'B'  qui  est  égal  k^iza*^ 
ou  à  quatre  fois  Faire  du  cercle  générateur.  C'est  ce 
complément  que  nous  allons  chercher,  et  nous  le  regar- 
derons comme  limite  de  la  somme  des  rectangles  compris 
entre  les  perpendiculaires  successives  abaissées  des  points 
de  la  courbe  sur  A'B'. 

Soient  M,  M' deux  points  infiniment  voisins  pris  sur 
la  cycloïde^  MK,  M'K'  perpendiculaires  à  AB5  MR, 
M'R'  des  parallèles  à  AB  qui  rencontrent  en  N,  N'  le 
cercle  décrit  sur  CDcomme  diamètre.  Comparons  les  deux 
rectangles.MK',  NR';  leùr^rapport  est 

MK.MH  QU    MH 

NR.M'H     ^"     MQ'M'H' 

et  sa  limite  est  égale  au  produit  de  r— -  par  la  limite  du 

rapport  «75  •  Or  nous  allons  montrer  que  cette  dernière 

est  précisément  -=-^'  d'où  résultera  que  la  limite  du  rap- 
port des  deux  rectangles  MR',  NR'  est  l'unité  5  ce  qui  ra- 
mènera l'aire  cherchée  à  celle  du  cercle  CD. 
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En  effet,  le  cercle  mobile  viendra  dans  la  position  qui 
amène  le  point  M  dans  une  position  quelconque,  en  le 
faisant  d'abord  tourner  autour  de  son  centre  immobile , 
ce  qui  amènera  d'abord  M  en  une  position  I  ^  puis  trans- 
portantle  système  parallèlement  à  AB,  d'une  quantité  égale 
à  l'arc  MI,  ce  qui  amènera  le  point  de  contact  T  en  T', 
et  le  point  décrivant  en  M\  en  prenant  TT'= MI  =  IM', 
et  l'on  sait  que  cet  arc  MI  difière  de  sa  corde  d'une  quan- 
tité infiniment  petite  par  rapport  à  lui-même,  puisqu'on 
a  démontré  dan^  la  Trigonométrie  que  le  rapport  d'un  arc 
infiniment  petit  à  sa  corde,  ou  à  son  sinus,  ou  à  sa  tan- 
gente, a  pour  limite  l'unité. 

En  nommant  a  l'angle  de  la  corde  MI  avec  MH,  on 
aura 

MH  =  corde  MI .  cosa  +  MI , 
M'H  =  corde  MI . sina  ; 
donc 

M  H        cosa  MI 


M' H  .     sina       corde  MI. sina 

Passant  aux  limites,  et  observant  que  — i  ^  a  pour  li- 
mite I ,  et  que  l'angle  «  a  pour  limite  l'angle  M  que 
fait  MH  avec  la  tangente  au  cercle  en  M ,  on  aura 

,.        MH       cosM  I  i-4-cosM  i  ,. 

M' H       smM      sinM  smM  a 

=  tangQUM=^, 

comme  nous  l'avions  annoncé. 

Ainsi  Faire  AA'Dsera  égale  à  celle  du  demi-cercle  GND, 
puisqu'elles  sont  les  limites  de  sommes  de  rectangles  tels, 
que  la  limite  du  rapport  de  deux  correspondants  quelcon- 
ques est  l'unité.  La  somme  des  deux  aires  A A'D ,  DBB'  est 
donc  égale  à  celle  du  cercle  générateur,  et,  par  consé- 
quent, l'aire  ADB  est  égale  à  trois  fois  celle  de  ce  même 
cercle. 

Si  Ton  ne  voulait  mesurer  qu'une  portion  de  l'aire 
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AA'D,  on  voit  qu'elle  serait  équivalente  à  la  portion  cor-, 
respondante  du  demi-cercle  CD. 

38.  Descartes  a  donné  plusieurs  démonstrations  très- 
élégantes  de  cette  proposition.  Nous  nous  bornerons  à 
en  rapporter  une. 

Soient  C  [fig»  12)  le  milieu  de  la  base  de  la  cycloïde, 
Aune  de  ses  extrémités,  CD  le  diamètre  du  cercle  géné- 
rateur, O  son  centre  5  le  triangle  ADC  sera  équivalent  au 
cercle  générateur.  Pour  évaluer  le  segment  ASD,  soient 
deux  points  quelconques  T,  T' équidistants  de  A  et  C  ; 
M ,  M' les  points  de  la  courbe  correspondants  aux  points 
de  contact  T,  T^  du  cercle  générateur .  avec  la  base ,  on 
aura,  d'après  l'égalité  des  arcs  de  cercle  MT,  M'Tj, 

HT  =  H'T,  =  DP',     IH  =  i' H'; 
donc 

MI  -f-  M'r  =r  MH  4-  M'H'  =  NN'. 

La  somme  des  deux  cordes  MI,  MT  du  segment  ASD, 
équidistantes  de  la  parallèle  LOU  à  la  base ,  étant  égale  à 
la  corde  NN',  il  s'ensuit  que,  si  l'on  partage  AC  en  parties 
infiniment  petites  par  des  couples  de  points  dans  les 
mêmes  conditions  que  T,  T^,  le  segment  ASD  pourra  être 
considéi'é  comme  limite  de  la  somme  de  rectangles  ayant 
pour  bases  les  différentes  cordes  telles  que  MI,  MT,  et 
pour  hauteur  lès  distances  de  deux  consécutives,  et  la 
somme  de  deux  rectangles  quelconques  équidistants  de  la 
droite  UL'  sera  égale  au  rectangle  du  cercle  O,  compris 
entre  NN'et  la  corde  infiniment  voisine  correspondante 
à  celle  qui  suit  MI.  Or  la  somme  de  ces  derniers  rec-* 
tangles  a  pour  limite  le  demi-cercle  LCL'  ;  donc  le  seg- 
ment^ ASD  est  équivalent  au  demi-cercle  générateur,  et 
l'aire  de  la  demi-cycloïde  vaut  une  fois  et  demie  celle  de 
ce  cercle.  Donc  l'aire  de  la  cycloïde  est  triple  de  celle  du 
cercle  générateur. 
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CHAPITRE  IX. 

comment  les  volumes  des  corps  peuvent  etre 

considérés  comme  limites  de  sommes 

d'infiniment  petits. 


39.  Solides  de  rév^olution,  —  Supposons  une  surface 
plane  quelconque  tournant  autour  d'un  axe  AX  {fig*  i3) 
situé  dans  son  plan ,  el  proposons-nous  de  calculer  la 
portion  du  volume  engendré,  qui  sera  comprise  entre 
deux  plans  quelconques  perpendiculaires  à  AX.  Ces  plans 
peuvent  être  considérés  comme  engendrés  par  des  ordon- 
nées MP ,  NQ  \  les  deux  surfaces  courbes  qui  terminent 
le  volume  à  mesurer  sont  engendrées  par  des  arcs  de 
courbes  données  MN,  M'N',  et  ce  volume  est  la  diâerence 
de  deux  autres  engendrés  respectivement  par  les  quadri- 
latères MNPQ,  M'N'PQ.  Bornons-nous  donc  au  calcul 
d'un  quelconque  de  ces  derniers,  par  exemple  celui  qu'en- 
gendre MNPQ. 

Décomposons  ce  volume  au  moyen  d'une  suite  de  plans 
perpendiculaires  à  Taxe,  infiniment  voisins  les  uns  des 
autres^  et  substituons  à  ces  éléments,  dont  la  somme  est 
constamment  égale  à  ce  volume  même ,  d'autres  éléments 
d'une  espèce  plus  simple  et  tels ,  que  le  rapport  de  chacun 
d'eux  à  son  correspondant  ait  pour  limite  l'unité.  La  li- 
mite de  la  somme  de  ces  nouveaux  éléments  indéfiniment 
décroissants  sera ,  d'après  le  principe  fondamental ,  la  va- 
leur exacte  du  volume  à  mesurer.  Soient  R,  R'  deux  points 
quelconques  de  MN,  correspondants  à  deux  plans  sécants 
consécutifs,  S,  S' leurs  projections  sur  AX  \  on  peut  sup- 
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poser  SS'  assez  petit  pour  que  les  ordonnées  varient  dans 
un  même  sens,  en  passant  de  R  à  R'  -,  d'où  il  suit  que  les 
deux  rectangles  RSS'I  et  R'S'SI'  engendreront  autour  de 
AX  des  cylindres  dont  l'un  sera  plus  petit  et  l'autre  plus 
grand  que  la  partie  du  solide  proposé ,  comprise  entre  les 
deux  plans  sécants.  Or  le  rapport  de  ces  deux  cylindres 
de  même  hauteur  est  égal  à  celui  de  leurs  bases  ou  des 
carrés  de  leurs  rayons  RS ,  R'S'  ^  et  à  mesure  que  S'  se 
rapproche  de  S,  le  rapport  des  ordonnées  RS,  R'S'  se 
rapproche  de  l'unité,  ainsi  que  celui  de  leurs  carrés.  Donc 
la  limite  du  rapport  des  deux  cylindres  est  Tunité;  et  il 
en  est  de  même  à  plus  forte  raison  pour  le  rapport  d'un 
quelconque  de  ces  cylindres  au  volume  intermédiaire  qui 
est  l'élément  exact  du  volume  cherché. 

Donc  le  volume  engendré  par  MNPQ  est  la  limite 
d'une  somme  de  cylindres  ayant  pour  hauteurs  les  parties 
infiniment  petites  dans  lesquelles  on  décompose  PQ,  et 
pour  rayons  de  leurs  bases,  les  ordonnées  de  IMÇV  corres- 
pondantes aux  points  de  division  de  PQ. 

Ces  cylindres  pourront  être  pris  tantôt  intérieurs,  tan- 
tôt en  partie  extérieurs ,  sans  que  la  limite  de  la  somme 
soit  changée,  puisqu'ils  satisfont  toujours  à  la  condition 
unique  qu'ils  doivent  remplir. 

Si  l'aire  génératrice  n'est  pas  terminée  à  l'axe  AX, 
mais  à  une  seconde  courbe  M'IN  ',  le  volume  engendré  sera 
la  dilfférence  de  deux  autres  qui  rentrent  dans  le  pre- 
mier cas.  On  pourra  aussi  le  considérer  comme  la  limite 
de  la  différence  des  deux  sommes  de  cylindres,  ou  de  la 
somme  des  différences  des  cylindres  élémentaires  corres- 
pondants. Cette  proposition  générale  s'exprime  par  la  for- 
mule suivante  dans  laquelle  V  désigne  le  volume,  et  Y,  y 
les  ordonnées  des  deux  courbes  pour  une  même  abscisse  jr , 

V=7rlim.2{Y'— r')/'. 


1 
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40.  Solides  terminés  par  des  surfaces  quelconques,  — 
On  concevra  encore  un  système  de  plans  parallèles,  à  des 
distances  infiniment  petites  les  unes  des  autres,  et  tels,  que 
le  solide  entier  que  Ton  veut  mesurer  soit  compris  entre 
le  premier  et  le  dernier  5  puis  on  cherchera  à  substituer 
à  la  partie  comprise  entre  deux  plans  consécutifs  quel* 
conques  un  solide  d'espèce  plus  simple  et  qui  n'en  dif- 
fère que  d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  k 
elle.  Or,  s'il  arrive  qu'en  menant  par  tous  les  points  du 
contour  d'une  des  deux  sections,  des  parallèles  à  une 
même  direction  jusqu'au  .plan  de  l'autre,  la  projection 
ainsi  effectuée  de  la  première  courbe  soit  tout  entière 
comprise  dans  la  seconde ,  le  cylindre  ainsi  formé  sera 
tout  entier  compris  dans  la  tranche  du  solide  située  entre 
les  deux  plans.  Au  contraire,  le  cylindre  formé  par  des 
parallèles  à  la  même  direction  menée  du  contour  de  la 
seconde  section  au  premier  plan,  renfermera  entièrement 
cette  même  tranche.  Mais  le  rapport  des  deux  cylindres 
de  même  hauteur  est  égal  à  celui  de  leurs  bases ,  lequel 
tend  indéfiniment  vers  l'unité  à  mesure  que  la  distance 
des  deux  plans  tend  vers  zéro.  Donc  le  rapport  des  deux 
cylindres,  et,  par  suite,  de  la  tranche  du  solide  à  l'un 
qiielconque  d'entre  eux,  a  pour  limite  l'unité,  ou,  en 
d'autres  termes,  chacun  de  ces  cylindres  diffère  de  l'élé- 
ment exact  du  solide,  d'une  quantité  infiniment  petite 
par  rapport  à  cet  élément.  Donc  enfin  le  volume  proposé 
est  limite  d'une  somme  de  cylindres  ayant  pour  bases  les 
sections  du  solide  par  des  plans  parallèles  infiniment  voi- 
sins ,  et  pour  hauteurs  les  distances  de  ces  plans. 

Ce  premier  cas  est  celui  de  tous  les  corps  auxquels 
Archimède  a  appliqué  ce  procédé  dont  on  lui  est  rede- 
vable. 

41 .  Mais  il  peut  arriver  que  les  parallèles  menées  par 
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les  points  d'une  des  sections  ne  soient  pas  toutes  inté- 
rieures ou  toutes  extérieures  à  là  tranche  du  solide ,  et 
alors  le  raisonnement  précédent  ne  suffirait  pas.  Dans  ce 
cas ,  on  concevra  un  second  système  de  plans  parallèles  à 
une  seconde  direction  ^  qui  décomposeront  une  quelcon- 
que des  premières  tranches  en  solides  infiniment  petits 
dans  deux  sens ,  comprises  entre  quatre  plans  parallèles 
deux  à  deux  et  infiniment  voisins.  Jusqu'ici  on  n'a  pas 
altéré  les  éléments  du  solide  ;  mais  ces  filets  infiniment 
étroits  sont  encore  terminés  à  la  surface  du  solide  et  ne 
seraient  pas  plus  faciles  à  évaluer  que  ce  solide  entier. 
Or,  en  en  retranchant  ou  en  y  ajoutant  des  parties  infi- 
niment petites  par  rapport  à  eux-mêmes ,  on  peut  les  ré- 
duire à  des  par^Uélipipèdes.  Il  suffit  pour  cela  de  mener 
des  plans  parallèles  à  une  troisième  direction ,  et  passant 
par  les  extrémités  d'une  des  cordes  ou  par  des  points  qui 
en  soient  infiniment  voisins.  On  aura  ainsi  des  parallélî- 
pipèdes,  l'un  plus  petit,  Fautre  plus  grand  que  le  filet 
du  solide,  et  dont  le  rapport  tendra  indéfiniment  vers 
l'unité.  On  pourra  donc  substituer  à  ce  filet  l'un  ou 
l'autre,  ou  tout  autre  parallélipipède  dont  l'arête  finie 
différerait  infiniment  pendes  leurs;  par  exemple,  et  c'est 
ce  qui  sera  le  plus  simple ,  on  pourra  prendre  pour  arêtes 
les  cordes  mêmes  de  la  section  du  solide  par  les  premiers 
plans.  Ainsi  le  rapport  de  chacun  de  ces  parallélipipèdes 
au  filet  correspondant,  étant  aussi  près  de  l'unité  qu'on  le 
voudra ,  il  en  sera  de  même  du  rapport  de  leur  somme 
à  la  tranche  du  solide.  Or  ces  parallélipipèdes  sont  dans 
les  mêmes  conditions ,  relativement  à  la  tranche  du  cy- 
lindre qui  aurait  pour  base  la  même  section  du  solide ,  et 
ses  arêtes  dans  une  direction  arbitraire 5  et,  par  consé- 
quent, le  rapport  de  cette  tranche  à  celle  du  solide  a  pour 
limite  l'unité.  On  peut  donc  énoncer  dans  tous  les  cas 
cette  proposition  • 
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Tout  solide  peut  être  considéré  comme  la  limite  de  la 
somme  de  cylindres  ayant  pour  bases  les  sections  par 
des  plans  parallèles  infiniment  voisins,  et  pour  hauteurs 
les  distances  successives  de  ces  plans. 

Ce  mode  de  décomposition  est  surtout  employé  lorsque 
l'équation  de  la  surface  est  donnée  en  coordonnées  recti- 
lignes;  alors  les  directions  que  Ton  choisit  pour  les  plans 
sécants  sont  celles  des  plans  coordonnés. 

Lorsque  Ton  a  trouvé  l'expression  de  l'aire  de  la  sec- 
tion du  corps  par  un  plan  quelconque  ^  parallèle  par 
exemple  au  plan  des  y  et  z,]e  produit  de  cette  aire  par 
la  distance  au  plan  infiniment  voisin  est  la  mesure  du 
parallélogramme  dont  un  côté  serait  exprimé  par  le 
naiême  nombre  que  l'aire ,  et  serait  à  une  distance  du  côté 
parallèle  égale  à  celle  des  deux  plans  *,  d'où  l'on  voit  que 
la  mesure  du  vplume  est  ramenée  à  celle  de  l'aire  d'une 
courbe  dont  l'ordonnée  serait  exprimée  par  la  fonction 
de  X  qui  représente  l'aire  de  la  section  du  corps. 

Si  la  surface  était  donnée  par  une  équation  entre  des 
coordonnées  polaires,  le  mode  de  décomposition  serait 
différent.  Nous  aurons  occasion  de  nous  en  occuper  plus 
tard,  et  nous  nous  bornons  ici  à  cette  simple  indication. 

Les  éléments  que  nous  avons  considérés  ne  sont  infini- 
ment petits  que  dans  un  seul  sens,  ou  deux  au  plus. 
Dans  un  grand  nombre  de  questions  qui  ne  sont  pas  pu- 
rement géométriques ,  il  est  nécessaire  de  décomposer  les 
volumes  en  éléments  infiniment  petits  dans  tous  les  sens. 
Dans  ce  cas ,  on  décomposera  les  filets  infiniment  petits 
dont  il  a  été  question  ci-dessus ,  par  une  série  de  plans 
infiniment  voisins  et  parallèles  au  troisième  plan  coor- 
donné. 


I. 
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CHAPITRE  X. 

APPLICATION    A   LA  MESURE   DE   QUELQUES   VOLUMES. 


Solides  de  révolution. 

42.  Paraboloïde  de  réi^olution,  —  Une  parabole  tour- 
nant autour  de  son  axe  AX  {Jig.  i4) ,  on  demande  le  vo- 
lume engendré  par  l'aire  comprise  entre  un  arc  quelcon- 
que AB,  l'ordonnée  BC  et  l'axe  AC. 

Soient  a,  b  les  coordonnées  de  B,  et  j*  =^  ^px  l'é- 
quation de  la  parabole  \  partageons  AC  en  un  nombre  n 
indéfiniment  croissant  de  parties  égales  a.  Le  volume  cher- 
ché sera  la  limite  d'une  somme  de  cylindres  ayant  pour 
hauteur  a ,  et  pour  bases  les  cercles  ayant  pour  rayons 
les  différentes  ordonnées  MP  de  la  parabole  menées  par 
tous  les  points  de  division  de  AC.  L'expression  générale 
du  volume  d'un  de  ces  cylindres  est  7rj*a  ou  uiipxa] 

leur  somme  ip'Lxoi  a  pour  limite  ipn  —  ou  pT:à^.  (Voir 

n«35.) 

On  peut  donc  dire  que  ce  volume  est  égal  à  celui  d'un 
cylindre  qui  aurait  pour  base  le  cercle  dont  le  rayon  est 
AC,  et  pour  hauteur  le  demi -paramètre.  On  peut  encore 
donner  une  autre  forme  à  l'expression  précédente,  en  y 

remplaçant /?a  par  son  égal  —j  elle  devient j  et  est 

égale  à  la  moitié  de  la  mesure  du  cylindre  qui  au- 
rait BC  pour  base  et  AC  pour  hauteur,  ou  à  trois  fois  la 
moitié  du  cône  qui  aurait  même  base  et  même  hauteur. 
C'est  sous  cette  dernière  forme  qu'Archimède  a  présenté 
cette  proposition. 
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43.  Segment  d* ellipse  tournant  autour  de  sa  corde, 
—  Soient  une  ellipse  ayant  pour  équation 

D'D  {fig*  i5)  une  corde  parallèle  à  Taxe  B'B,  2/  sa  lon- 
gueur, d  sa  distance  AE  au  centre,  et  A  Taire  du  segment 
DCD'  qui  tourne  autour  de  sa  corde  fixe  DD'  ^  proposons- 
nous  de  mesurer  le  volume  engendré  V.  Nous  le  consi- 
dérerons comme  limite  de  la  somme  des  cylindres  qui 
auraient  pour  hauteurs  les  subdivisions  infiniment  pe- 
tites égales  de  D'D,  et  pour  bases  les  cercles  ayant  pour 
hauteurs  les  perpendiculaires  MQ  abaissées  sur  DD'  par 
les  différents  points  de  l'arc  D  D',  qui  correspondent  aux 
points  de  division  de  DD'.  Soient  n  le  nombre  des  points 
de  division  de  DE  et  a.  leur  distance^  la  mesure  d'un 
quelconque  des  cylindres  infiniment  petits  sera   ' 

7r(j  —  rf)'a     ou      7r(y' — 2 rf/ -f- t/^ )  a , 

et  leur  somme  peut  se  décomposer  comme  il  suit , 

ou ,  remplaçant  j*  par  i* , 

17  {b^ -{- d^)  la, r-  2A-»a  —  Undlj'a), 

Or 

la  =  :iij     lim.2ja  =  A; 

et ,  d'après  la  remarque  du  n°  35, 

lim.Sar'a  =-«-• 


On  aura  donc 

V=  2izl{b^-^d^)'-l7:dA 


^Ttb'l' 

5. 


68  LITRE    I. 

On  aurait  le  volume  de  l'ellipsoïde  tout  entier  en  fai- 
sant dz=zo^  /=a,  et  Ton  trouverait  ainsi 

et  isi  &  =  a,  on  a  ^Tra'  pour  la  mesure  du  volume  de  la 
sphère  dont  le  rayon  est  a. 

44.  Folume  du  tore. —  On  appelle  tore  le  solide  en- 
gendré par  un  cercle  qui  tourne  autour  d'une  droite  ex- 
térieure, située  dans  son  plan. 

Soient  O  {fig»  i6)  le  centre  du  cercle  générateur,  R  son 
rayon ,  AO  =  a  •,  Téquation  du  cercle  sera 

et  le  volume  est  la  lllnite  de  la  somme  des  volumes  en- 
gendrés par  les  rectangles  MINIK,  qui  sont  les  différences 
des  cylindres  infiniment  petits  engendrés  par  les  rectan- 
gles QI,  QK.  L'expression  générale  de  cette  différence  est 

»  (qn'  —  Qm')  mi  =  7r(QN  -h  QM)  (QN  -  QM)MI 
=  27ra.MN.MI  =  27rû.MIKN. 

Or  la  limite  de  la  somme  des  rectangles  MIKN  est 
Taire  du'  cercle.  Donc  le  volume  du  tore  est  égal  à  la 
surface  du  cercle  générateur  multipliée  par  la  circonfé- 
rence déente  par  son  centre. 

45.  Ellipsoïde  de  réi^olution.  —  Supposons  qu'une 
ellipse  tourne  autour  de  son  axe  AB  =  2  a  (fig.  17) ,  et 
proposons-nous  de  calculer  le  volume  du  segment  déta- 
ché par  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe,  mené  à  une 
distance  AD  =  ^  du  sommet  A. 

Soit  Téquation  de  Tellipse  rapportée  au  sommet  A 
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le  volume  sera  la  limite  de 

Soit  n  le  nombre  des  points  de  divisio    de  ÂD,  on  aura 

on  retombe  ainsi  dans  des  calculs  qui  se  sont  déji  plu- 
sieurs fois  présentés,  et  Ton  trouvera  (n**  35  ) 


d'où 


lini.  2jpa  =  — ,     lim.  2a?*a  =  —  j 
2  3 


Km.  2(2/10:  — X*)  a  =  ««?»— ^  =  <3?* ^ 5 -'. 


On  aura  donc  pour  expression  du  volume  cherché  V, 

Ce  résultat  coïncide  avec  celui  d'Archimède.  En  effet, 
il  énonce  la  proposition  de  la  manière  suivante  : 

Le  segment  de  Tellipsoïde  est  au  cône  de  même  base  et 
même  hauteur,  comme  le  demi-axe  de  rellipsoïde  ajouté 
à  la  hauteur  du  segment  complémentaire  à  Fellipsoïde 
est  à  la  hauteur  de  ce  dernier. 

Dr  911  aperçoit  facilement  que  les  deux  formules  sont 
identiques. 

46.  Hyperboloïde  de  réi^olution.  —  Soit  l'équation 

d'une   hyperbole  /*  =  —  (.r*  +  2  ax)  rapportée   à  son 

sommet  A  {fig»  18).  Supposons  qu'elle  tourne  autour 
de  son  axe  transverse,  et  proposons-nous  de  calculer  le 
volume  V  détaché  par  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe 
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mené  à  une  distance  AD  =  d.  Il  est  la  limite  de  S  îrjr*  a 
ou  de  ---  2  (x*  -h  2  ax)  a. 

Or  on  a,  d'après  le  n°  3S  déjà  cité  plusieurs  fois, 


Donc 


2  3 


Archimède ,  dans  la  solution  qu'il  a  donnée  de  ce  pro- 
blème, cherche  le  rapport  du  segment  de  Thyperboloïde 
au  cône  de  même  base  et  même  hauteur,  et  parvient  à  la 
formule  suivante ,  qui  donne  le  même  résultat  : 

Le  volume  du  segment  est  à  celui  du  cône  de  même 
base  et  même  hauteur,  comme  la  hauteur  du  segment, 
plus  trois  fois  le  demi^axe  transverse,' est  à  cette  mên^e 
hauteur  augmentée  de  Taxe  transverse. 

47.  Remarque.  —  Si  une  surface  dont  Faire  est  A 
tourne  successivement  autour  de  deux  axes  fixes  paral- 
lèles U,  V  [fig*  19),  situés  dans  son  plan,  les  volumes 
engendrés  auront  pour  différence  le  produit  de  l'aire  A 
par  la  circonférence  dont  le  rayon  est  la  distance  J  des 
deux  axes. 

En  effet,  soit  une  perpendiculaire  quelconque  QPMM- 
aux  axes,  qui  coupe  ceux-ci  en  Q,  P,  et  la  courbe  en  M  , 
M'.  Soient  MP  =  x,W  P  ==  a:',  MQ  r=  X ,  M'Q  =  X'5 
a  la  distance  de  QM'  à  la  parallèle  infiniment  voisine. 

Les  volumes  engendrés  autour  des  deux  axes  sont  les 
limites  des  deux  sommes  suivantes  : 

7rS(y='-"j;^)a,      TrZfX'''— X»)a, 

et  comme  ou  a 
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il  s'ensuit 

X'»  — X»  =  a;'»  — ^'+2c/(x'  — ^); 
donc  la  différence  des  deux  sommes  est  2  tt  fi?2  (a/ —  x)  a 

Mais  S  MM',  a  a  pour  limite  l'aire  A;  donc  la  limite 
de  la  différence  des  deux  sommes,  ou  la  différence  de  leurs 
limites,  et,  par  conséquent,  des  volumes  engendrés,  est 
a  TT  rf  A ,  comme  nous  l'avions  annoncé. 

48.  Folumes  engendrés  par  des  paraboles  ou  hyper- 
boles d'ordres  quelconques, —  Considérons  le  volume  en- 
gendré par  la  révolution  autour  de  l'axe  des  x^  d'une 
courbe  représentée  par  l'équationy  =  pa:"*,  dans  laquelle 
on  suppose  m  quelconque  en  valeur  et  en  signe,  et  qui 
peut,  par  conséquent,  représenter  des  paraboles  ou  hyper- 
boles de  tous  les  ordres. 

Le  volume  compris  entre  deux  plans  perpendiculaires 
à  Taxe  X  et  correspondants  aux  abscisses  a,  a'  sera  la 
limite  de  Srry'a,  a  représentant  une  quelconque  des  sub- 
divisions infiniment  petites  de  l'intervalle  a' —  a.  En 
substituant  à  y  sa  valeur  en  a:,  il  faudra  trouver 
7r/?'lim.  2ar=''"a. 

Or,  d'après  la  remarque  générale  du  n°  35 ,  on  a,  entre 
les  limites  a^  a* ^ 


lim.2a?*"a  =- 


2/W  -h  I 

Le  volume  cherclié  a  donc  pour  mesure 

^p'^l i  = . 

2  /?!  -h  I  2  /W  4-  I 

On  l'obtient  donc  en  divisant  par  2  m  -h  1  la  différence  des 
deux  cylindres  ayant  pour  bases  les  deux  bases  mêmes  du 
solide  à  évaluer,  et  pour  hauteurs  les  abscisses  correspon- 
dantes. 
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Solides  non  de  révolution. 
49.  Segment  d^ ellipsoïde.  -^  Rapportons  la  surface  à 
des  axes  parallèles  à  un  système  de  diamètres  conjugués 
dont  l'un  passe  par  le  centre  de  la  base  du  segment.  Pre- 
nons ce  dernier  pour  axe  des  x^  et  pour  origine  l'extré- 
mité qui  appartient  au  segment.  L'équation  de  l'ellip- 
soïde sera 

z'       1^* 7,ax  —  x' 

Soit  AD  =  d  [fig.  2o)  l'abscisse  du  plan  de  la  base  du 
sjBgment  qui  est  parallèle  au  plan  YZ.  Nous  considére- 
rons le  volume  du  segment  co^^ne  limite  de  la  somme 
de  cylindres  ayant  pour  bases  des  sections  parallèles  à 
YZ  et  pour  hauteurs  les  distances  infiniment  petites  de 
ces  plans  successifs .  Une  quelconque  de  ces  hauteurs  s'ob- 
tiendra en  multipliant  la  partie  oc  correspondante  de 
Taxe  AX  par  le  sinus  de  l'angle  9  que  ce  diamètre  AX 
de  l'ellipsoïde  fait  avec  le  plan  COB  des  deux  autres 
conjugués.  L'aire  de  la  section  MPN  correspondante  à 
un  X  quelconque  AP  sera  ir .  MP .  PN  sin  (p ,  (p  étant  l'angle 
des  diamètres  OB,  OC.  En  remplaçant  IVÎP,  NP  par  leurs 
valeurs  en  x^  on  trouvera  pour  expression  d'un  quel- 
conque des  cylindres  élémentaires  , 

— -- sm9  sinep.(2ârj:  —  «c'ja. 
a*  ^   ^  ' 

Le  volume  cherché  V  peut  donc  être  représenté  comme  il 

suit  : 

V  =  — ^sinO  sinœ.lim.^  [lax  —  a:')  a, 

lorsque  x  passe  de  o  à  /i  par  degrés ,  égaux  ou  inégaux , 
mais  infiniment  petits,  représentés  par  a. 

On  aura    encore,   comme  précédemment,  d'après   le 
n«35, 

>  ( 2 flf.r  —  j;-)  a  =  — ^ — '  •• 
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et ,  par  conséquent , 

(0  V  = ^-- ^'smôsm©. 

ôa 

Si  Ton  suppose  c?  =  2  a ,  on  aura  pour  expression  du 
volume  entier  de  l'ellipsoïde , 

^  itabc  sinO  sin^, 

ce  qui  peut  être  traduit  de  différentes  manières,  en 
observant  que  abc  sinô  sinç  mesure  le  volume  du  paral- 
lélipipède  construit  sur  les  trois  demi-diamètres  conju- 
guas ,  et  que  tt&c  siiiQ.  2a  sinff  mesure  le  cylindre  cir- 
conscrit à  l'ellipsoïde,  ayant  les  arêtes  parallèles  à  AX,  et 
ses  bases  parallèles  à  YZ.  Une  des  conséquences  de  l'ex- 
pression précédente  est  que  ce  parallélipipède  et  ce  cylin- 
dre ont  leurs  volumes  constants,  quel  que  soit  le  système 
des  diamètres  conjugués.  * 

L'expression  (i)  comparée  à  celle  du  volume  du  cône 
ayant  même  base  que  le  segment ,  et  son  sommet  en  A , 
donne  un  énoncé  semblable  à  celui  qu'Archimède  a  fait 
connaître  dans  le  cas  de  l'ellipsoïde  de  révolution. 

On  trouverait  des  résultats  analogues  aux  précédents 
pour  les  byperboloïdes  et  paraboloïdes  quelconques  ^ 
nous  ne  croyons  pas  utile  de  nous  y  arrêter. 

50.  Onglet  cylindrique.  —  Considérons  un  cylindre 
droit  dont  la  base  soit  le  cercle  ABC  {fig.  21)  -,  par  un  de 
ses  diamètres  AB,  menons  un  plan  quelconque  qui  coupe 
la  surface  du  cylindre  suivant  l'ellipse  ABD ,  et  propo- 
sons-nous de  calculer  le  volume  de  l'onglet  compris  entre 
ABD  et'ACB. 

Supposons  le  rayon  OC  perpendiculaire  à  AB  •,  D.  le 
point  de  rencontre  du  plan  sécant  et  de  l'arête  menée 
en  C  ;  soient  OC  =  R ,  CD  =  h. 
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Suivant  la  méthode  générale,  nous  regarderons  le 
volume  comme  limite  d'une  somme  de  cylindres  ayant 
pour  bases  un  système  de  sections  parallèles,  et  nous 
prendrons  ces  plans  perpendiculaires  à  AB. 

Soit  MPQ  un  quelconque  de  ces  plans-,  faisons 
AP  =  x^  PQ  =  y,  on  aura 

/'=  2Rar  —  x^     et     MQ  :  y  \\  CD  :  OC, 
d'où 

La  section  MQP  a  donc  pour  mesure  • 

-~9      OU      ----(2Rar  —  a:'). 
2R  2R^  ' 

Si  donc  nous  désignons  par  a  la  distance  infiniment 
petite  du  plan  de  cette  section  au  suivant,  le  volume 
cherché  V  aura  pour  mesure 

2R  ^  ^3 

et  comme  2R'  est  le  rectangle  circonscrit  à  la  base  ABC 
de  l'onglet ,  le  volume  de  ce  dernier  est  égal  à  celui  de  la 
pyramide  qui  aurait  ce  rectangle  pour  base  et  son  soïn- 
met  en  D. 
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CHAPITRE  XL 

APPLICATIONS   MÉCANIQUES.    DÉTERMINATION  DES 
CENTRES   DE    GRAVITÉ. 


51 .  Nous  admettons  comme  connue  la  théorie  des  cen- 
tres de  gravité  enseignée  dans  les  cours  les  plus  élémen- 
taires de  Statique ,  et  nous  nous  proposons  de  la  prendre 
comme  un  nouvel  exemple  de  Tavantage  des  méthodes 
précédentes. 

La  proposition  dont  l'application  est  la  plus  générale 
dans  la  théorie  des  forces  parallèles  et  qui  découle  natu- 
rellement du  principe  du  levier ,  est  ce  qu'on  nomme  le 
tJiéorème  des  moments ,  On  appelle  mom^ent  dixme  force 
par  rapport  à  un  plan,  le  produit  de  cette  force  par  la  dis- 
tance de  son  point  d'application  à  ce  plan.  Cela  posé,  si 
l'on  conçoit  un  système  quelconque  de  forces  parallèles  , 
que  Ton  considère  comme  positives  celles  dont  les  direc- 
tions sont  dans  Tun  des  sens ,  et  comme  négatives  celles 
qui  sont  dans  l'autre,  et  qu'il  en  soit  de  même  pour  les 
perpendiculaires  abaissées  sur  un  plan  choisi  arbitrai- 
rement, et  dont  le  signe  dépendra  du  côté  où  elles  se  trou- 
veront par  rapport  au  plan  ,  le  théorème  des  moments 
consiste ,  comme  on  le  sait ,  en  ce  que  le  moment  de  la 
résultante  des  forces  parallèles  par  rapport  au  plan  est 
égal  à  la  somme  algébrique  des  moments  des  composantes. 
Il  résulte  de  là  que  les  coordonnées  rectilignes  du  point 
d'application  de  la  résultante  s'obtiendront  en  divisant 
par  la  résultante  la  somme  des  moments  des  forces  par 
rapport  aux  trois  plans  coordonnés.  Ce  point  d'applica 
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tion  de  la  résultante,  que  Ton  nomme  le  centre  des  forces 
parallèles ,  devient  le  centre  de  gravité  quand  ces  forces 
sont  des  poids  ;  et  l'on  voit  aussi  comment  le  théorème  des 
moments  peut  être  employé  à  la  détermination  des  centres 
de  gravité. 

Nous  allons  faire  voir  comment  les  considérations 
infinitésimales  s'appliquent  aux  surfaces  planes  et 
aux  solides  continus,  et  nous  en  donnerons  quelques 
exemples  pour  bien  faire  comprendre  les  généralités. 

Centres  de  grai^ité  des  aires  planes. 

52.  Considérons  une  figure  plane  terminée  par  des 
droites  ou  des  courbes  quelconques,  et  supposons  que 
des  portions  quelconques  de  cette  figure  aient  ^es  poids 
proportionnels  à  leurs  aires  respectives.  Admettons  ce 
principe  établi  dans  la  statique,  que  toute  partie  ter- 
minée par  un  contour  convexe ,  c'est-à-dire  qui  n'a  pas 
trois  points  en  ligne  droite,  a  son  centre  de  gravité  dans 
son  intérieur.  Admettons  encore  que  le  centre  de  gravité 
d'un  parallélogramme  est  le  point  de  rencontre  de  ses 
diagonales.  Avec  ces  données ,  la  recherche  du  centre 
de  gravité  d'une  surface  plane  quelconque  se  ramène 
aux  méthodes  exposées  précédenunent 

En  effet ,  prenons  deux  axes  de  coordonnées  x\  y  dans 
le  plan  de  la  surface.  Le  centre  de  gravité  étant  le  point 
d'application  de  la  résultante  de  toutes  les  forces  appli- 
quées à  tous  les  points  de  la  surface  proportionnellement 
aux  aires,  si  l'on  décompose  la  surface  en  un  nombre 
quelconque  de  parties ,  et  que  l'on  considère  en  tous  les 
centres  de  gravité  de  ces  parties ,  des  forces  parallèles , 
représentées  par  leurs  aires  respectives ,  et  dont  la  résul- 
tante sera  représentée  par  l'aire  totale  et  appliquée  au 
centre  de  gravité  cherché;  cette  aire  totale  multipliée  par 
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Fabscisse  de  son  centre  de  gravité,  sera  égale  à  la  somme 
des  aires  partielles  multipliées  par  les  abscisses  de  leurs 
centres  de  gravité.  Si  les  axes  ne  sont  pas  rectangulaires , 
ces  produits  ne  sont  pas  les  moments  eux-mêmes,  mais 
proportionnels  aux  moments,  ce  qui  suffit  pour  l'exacti- 
tude de  l'équation.  Mais  comme  il  ne  serait  pas  plus 
facile  de  trouver  les  centres  de  gravité  de  toutes  les  par- 
ties que  de  la  surface  entière,  on  supposera  ces  parties 
infiniment  petites-,  leurs  moments  le  seront,  par  suite, 
et  par  conséquent  on  pourra  leur  substituer  d'autres  infi- 
niment petits,  plus  simples,  assujettis  à  la  seule  condition 
que  leurs  rapports  aient  respectivement  pour  limite  l'u- 
nité. Mais  alors  ce  sera  seulement  la  limite  de  leur  somme 
qui  sera  égale  au  moment  de  la  résultante  et  qui ,  par  con- 
séquent, divisée  par  l'aire  de  la  figure  donnée,  fera  con- 
naître l'abscisse  du  centre  de  gravité. 

Le  mode  de  décomposition  qui  se  présente  de  lui-même 
pour  déterminer  cette  abscisse  consiste  dans  un  système 
de  parallèles  à  l'axe  des  j^,  infiniment  voisines  les  unes 
des  autres.  Le  segment  compris  entre  deux  parallèles 
consécutives  peut  toujours  être  considéré  comme  ayant 
son  contour  convexe,  puisque  ses  deux  bases  sont  aussi 
voisines  qu'on  voudra  5  son  centre  de  gravité  sera  donc 
entre  ces  deux  droites ,  et  son  abscisse  différera  d'une 
quantité  infiniment  petite  des  abscisses  de  chacune 
d'elles  ;  on  peut  donc  substituer  au  moment  de  ce  seg- 
ment le  produit  de  son  aire  par  l'abscisse  de  l'une  ou  de 
l'autre  de  ces  deux  parallèles  à  l'axe  des  y^  car  le  rap- 
port de  ce  produit  au  moment  véritable  a  pour  limite 
l'unité,  quand  la  distance  de  ces  parallèles  tend  vers  zéro. 
Et,  par  la  même  raison,  on  pourra,  dans  ce  produit, 
substituer  à  l'aire  du  segment  celle  du  parallélogramme 
ayant  Tune  des  cordes  parallèles  pour  base  et  sa  distance 
à  l'autre  pour  hauteur. 
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Donc,  si  Ton  désigne  par  Y  et  j'  les  ordonnées  des 
deux  points  extrêmes  de  la  corde  qui  correspond  à 
l'abscisse  quelconque  a:,  par  a  la  partie  de  l'axe  des  x 
interceptée  entre  deux  cordes  consécutives  -,  par  A  Taire 
de  la  figure ,  et  par  Xt ,  /i  les  coordonnées  inconnues 
du  centre  de  gravité,  on  aura,  en  supposant,  pour  plus 
de  simplicité ,  les  axes*  rectangulaires , 

Ajt,  =  liiii.\^  (Y  —  y)^0Lj 

d^où  Ton  tirera  Xi ,  si  Ton  peut  déterminer  la  limite  de 
cette  somme,  ainsi  que  A. 

On  aurait  y^  par  un  procédé  analogue,  en  décom- 
posant la  figure  au  moyen  d'un  système  de  parallèles  à 
l'axe  des  x.  Mais  on  peut  aussi  conserver  le  premier 
mode,  en  remarquant  que  le  centre  de  gravité  d'un  des 
éléments  ne  peut  être  qu'à  une  distance  infiniment  petite 
de  celui  du  rectangle  inscrit  ou  circonscrit ,  et  que,  par 
conséquent,  on  peut  substituer  au  moment  exact  de  cet 

fY  -4-  y) 
élément  le  produit  de  Taire  du  rectangle  par  • ^? 

qui  est  l'ordonnée  du  centre  de  ce  rectangle.  On  aura 
ainsi 

et  si  Ton  peut  trouver  cette  limite,  y^  sera  déterminé. 

S3.  Cette  formule  donne  lieu  à  une  remarque  curieuse. 
Si  Ton  multiplie  ses  deux  membres  par  2  7r,  il  vient 

25r7,  A  =  lim.  TT  ^^  (Y*  — y^)  a. 

Or  le  second  membre  représente  le  volume  engendré 
par  Taire  en  question,  tournant  autour  de  l'axe  des  x. 
Le  volume  engendré  est  donc  égal  à  Vaire  de  la  figure 
génératrice,  multipliée  par  la  circonférence  que  décrit 
son  centre  de  grasfité. 
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Ce  théorème  porte  le  nom  de  Guldin,  quoiqu'il  se 
trouve  clairement  énoncé  dans  les  ouvrages  de  Pappus , 
géomètre  de  l'école  d'Alexandrie. 

Nous  allons  donner  quelques  exemples  de  ces  formules. 

54.  Parabole  du  second  ordre,  —  Soit  l'équation 
j*  =  ^px  et  cherchons  le  centre  de  gravité  du  segment 
CAC  [fi g»  aa)  terminé  à  la  pei'pendiculaîre  à  l'axe,  cor- 
respondante à  l'abscisse  AP  =  a.  Les  rectangles  formés 
par  les  cordes  parallèles  à  CC  ayant  tous  leurs  centres 
de  gravité  sur  l'axe,  leurs  moments,  par  rapport  à  cet 
axe  5  seront  nuls  ;  la  limite  de  leur  somme  le  sera  donc , 
et  9  par  suite ,  on  aura 

r.=  o. 

Le  centre  de  gravité  étant  sur  l'axe,  il  suflSt  de  con- 
naître son  abscisse  Xi. 

La  formule  précédente  devient ,  dans  le  cas  actuel , 

«_ 

Aj:,  =  lim.  2/xa  =  2  y^2/7  lim,  2^'  a. 

Mais,  d'après  une  formule  trouvée  précédemment  (n°  35), 
on  a ,  entre  les  limites  o  et  a , 

A  2     > 


donc 


lim.  Sa:'  a  =  -r,«'  ; 
5 


5 


Or,  en  faisant  BC  =  i  ,  on  a 


d'où  l'on  déduit 


A  =  \ab, 


.r,  =  g«. 
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C'est  Archimède  qui  a  découvert  cette  propriété,  et 
même  pour  un  segment  de  parabole  déterminé  par  une 
sécante  quelconque.  Le  calcul  en  serait  tout  à  fait  le 
même  que  celui  que  nous  venons  de  faire  pour  une  sé- 
cante perpendiculaire  à  l'axe  de  la  courbe. 

55.  Paraboles  çt  hyperboles  d'ordre  quelconque.  — 
Soit  maintenant  réquationj^=  px"*,  dans  laquelle  /n  dé- 
signe un  nombre  de  grandeur  et  de  signe  quelconque  5  on 
demande  le  centre  de  gravité  de  la  surface  terminée  à  cette 
courbe,  à  l'axe  des  :t:,  et  à  deux  perpendiculaires  à  l'axe 
des  a:,  correspondantes  aux  abscisses  a^a' . 

L'application  des  formules  générales  donnera 

A.r,  =  plim.  2a?"*+-'a,     A^,  =  —  Km.  2J7*"a, 

2 

ou 

Or  nous  avons  trouvé  (n°  35) 

A  =r ; j 

m  -+■  I 

d'où  résulte 

_  /n  4-  I    «''»+»  —  «"»•+■'  _  p(ni-\-  1)     a  2'»+'—  «»'»+• 

^'  ~  m  -h  2  *  «''"+•  —  a"^'  '    •^''~  2(2/714-  i)*  flf'"H-' — .  a'»+' * 

Si  /w  est  positif,  la  courbe  est  parabolique ,  et  si  l'on 
fait  commencer  l'aire  en  question  à  l'origine,  on  a 
a  =  o;  et,  en  désignant  par  i'  l'ordonnée  correspon- 
dante à  a', 

/îî  4-  2  2(2/W4-l)  2(2/?î4-l) 

Dans  la  parabole  du  second  degré ,  m  =  -  j  et  l'on  trouve 
3   ,  3,, 
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Si  m  est  négatif,  la  courbe  est  hyperbolique  et  donne 
lieu  à  une  discussion  intéressante  à  laquelle  nous  ne  nous 
arrêterons  pas.  On  reconnaîtra  sans  peine  que ,  quand 
Tabscisse  extrême  a'  croit  sans  limite,  il  est  possible, 
suivant  la  valeur  de  m ,  que  le  centre  de  gravité  s'éloigne 
indéfiniment  de  l'axe  des  y^  en  tendant  vers  Taxe  des  x^ 
ou  tende  vers  une  limite  déterminée. 

56.  Centre  de  granité  des  solides  de  réi^olution .  —  Le 
centre  de  gravité  sera  évidemment  sur  l'axe  de  révolu- 
tion •,  il  suffira  donc  de  connaître  son  abscisse.  Pour  la 
trouver,  on  coupera  le  solide  par  des  plans  infiniment 
voisihs,  perpendiculaires  à  l'axe  de  révolution  que  Ton 
prendra  pour  axe  des  a:*,  et  en  supposant  les  poids  propor- 
tionnels aux  volumes,  le  produit  du  volume  total  par 
l'abscisse  x^  du  centre  de  gravité  sers^  égal  à  la  somme 
des  produits  des  segments  compris  entre  deux  plans  con» 
sécutifs  par  Vx  du  centre  de  gravité  de  ce  segment.  Pour 
simplifier  ces  produits ,  on  substituera  à  ce  dernier  a:  celui 
d'une  quelconque  des  bases  du  segment,  ou  même  tout 
autre  qui  en  différerait  d'une  quantité  infiniment  petite  ; 
on  remplacera  encore  le  volume  du  segment  par  celui  du 
cylindre  intérieur  ou  extérieur.  Par  là  on  n'aura  altéré 
le  moment  du  segment  infiniment  petit  du  solide  que 
d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  lui-même. 
La  limite  de  la  somme  de  ces  nouveaux  produits  sera  donc 
égale  à  la  sommé  des  moments  eux-mêmes,  ou  au  produit 
du  volume  total  paroTi,  et  si  l'on  connaît  cette  limite  de 
somme  et  le  volume,  on  en  déduira  immédiatement  x^. 
Cette  proposition  est  exprimée  par  la  formule,  sui- 
vante 

lim .  2  orj'a  =  a7i  lim .  Z  j' a . 

57.   Paraholoïde.  —  Si  la  courbe  génératrice  est  une 
parabole  ayant    pour  équation  y^  =  ipx  et   tournant 
I.  -6 
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autour  de  l'axe  des  a:,  on  aura,  en  remplaçant  y  par  sa 
valeur  en  x , 

lira.  2  a:' a  =  x^  lim.  2 a:  a, 

et,  d'après  la  valeur  générale  de  lim.  Sx"* A,  cette  équa- 
tion se  réduira  à  la  suivante,  en  désignant  toujours  par 
a  et  a!  les  abscisses  extrêmes, 

=1  JCi  , 


3 
d'où 

2  a'»  -f-  aa'  +  û' 

""'-"3         ^^T^i        ' 
si  a  =  o  5  on  a 

^,  =  |«', 

résultat  connu  d' Archimède. 

Le  cas  où  l'on  ferait  tourner  la  parabole  autour  de  sa 
tangente  au  sommet  est  renfermé  dans  le  suivant. 

58.  Généralisons  ce  résultat  en  prenant  pour  courbe 
génératrice  celle  dont  l'équation  est 

r  =  p^j 

m  désignant  un  nombre  quelconque.  L'équation  générale 
devient 

lim.  2  a:""+ '  a  =  :c,  lim.  2  vC**"  a , 
OU 


:x. 


2/W  -h  2  2  m  -f-  I 

d'où  Ton  tirera  Xi* 

On  retombe  sur  le  cas  précédent  en  supposant  m  =  - 
«  =  o,  et  on  retrouve 

X,  =  !«'. 
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On  aurait  le  cas  où  la  parabole  tourne  autour  de  sa 
tangente  au  sommet ,  en  supposant  ^/i  =  2 ,  ce  qui  donne, 
en  prenant  encore  a  =  o , 


'5 


x.  =  g« 


59.   Ellipsoïde.  —  En  prenant  pour  équation  de  la 
courbe  génératrice 

2Ô'  b'^x^ 


a  à* 


l'équation  qui  doit  donner  Xi  sera 

/2^»  b^     \  ,.         /aè»  b^     \ 

lim .  2a;  1 0? a:M  a  =  a:,  hm  .21  —  x ^'  i  «  1 

\  a  «       /  \^  ^'      / 


ou 


2^\.  b\^.  ^ 

lim.2:c'a -lim.2j:*a 

a  a} 

i^b\.                   b\.  \ 

=  Xx    — hm.Sjca -lim.lJ?'a  )• 

\a  û'  ; 

Supposons  que  nous* considérions  le  volume  commen- 
çant au  sommet  et  terminé  à  l'abscisse  a',  nous  trouve- 
rons ,  en  substituant  aux  limites  de  sommes  leurs  valeurs 
données  par  la  formule  connue , 

Si  l'on  prend  le  demi- ellipsoïde,  on  a 

û'=flf,     et,  par  suite,     a:,  =  Trû. 

o 

Le  calcul  se  ferait  d'une  manière  semblable  pour  l'hy- 
perboloïde. 

60.  S'il  s'agissait  d'un  solide  terminé  par  une  surface 
quelconque ,  on  le  décomposerait  comme  il  a  été  fait  pré- 

6. 
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cédemmeiit  pour  la  mesure  des  volumes  5  oh  considéreraît 
les  éléments  déterminés  par  deux  séries  de  plans  infini- 
ment voisins ,  parallèles  à  deux  des  plans  coordonnés ,  et 
on  égalerait  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à 
chacun  des  trois  plans  coordonnés ,  au  moment  de  la  ré- 
sultante par  rapport  à  ces  mêmes  plans.  On  négligerait 
dans  chaque  moment  élémentaire  une  quantité  infini- 
ment petite  par  rapport  A  lui-même  5  ce  qui  permettrait 
de  prendre,  au  lieu  du  volume  de  ce  filet  infiniment 
étroit,  celui  du  parallélipipède  intérieur  ou  extérieur,  et 
le  centre  de  gravité  de  ce  parallélipipède  au  lieu  de  celui 
du  filet  même.  Si  l'on  peut  trouver  les  limites  de  ces  trois 
sommes  de  moments  prises  dans  toute  Tétendue  du  corps, 
on  obtiendra  les  trois  coordonnées  du  centre  de  gravité 
de  ce  corps  en  les  divisant  par  son  volume. 

On  voit  donc  que  la  détermination  du  centre  de  gravité 
.  des  corps  terminés  par  des  surfaces  quelconques  se  ra- 
mène à  celle  délimites  de  sommes  d'infiniment  petits. 
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CHAPITRE  XII. 

DES    QUANTITÉS    COJSSIDÉRÉES   COMME   LIMITES   DE 
RAPPORTS   d'infiniment    PETITS. 


61 .  Le  point  de  vue  auquel  les  modernes  ont  consi- 
déré les»  tangentes  aux  courbes,  les  a  conduits  naturelle- 
ment aux  rapports  de  quantités  décroissant  indéfiniment. 
Les  anciens  regardaient  les  tangentes  comme  des  lignes 
telles,  qu'à  partir  du  point  commun  avec  la  courbe  les 
deux  branches  de  celle-ci  se  trouvaient  d'un  même  côté 
de  la  droite-,  tandis  que  les  modernes  les  ont  regardées 
comme  limites  de  sécantes  passant  par  le  point  donné  de 
la  courbe  et  par  un  second  point  de  la  même  courbe ,  qui 
se  rapproche  indéfiniment  du  premier.  11  est  résulté  de 
là  5  comme  nous  allons  le  montrer,  que  les  modernes  ont 
été  conduits  à  la  recherche  de  limites  de  rapports  d'infi- 
niment petits,  problème  dont  les  anciens  n'ont  pas  eu 
l'occasion  de  s'occuper. 

Les  points  d'une  courbe  peuvent  être  rapportés  à  des 
systèmes  de  coordonnées  très-divers,  c'est-à-dire  déter- 
minés de  bien  des  manières  diflerentes  par  les  valeurs  de 
quantités  variables.  Nous  allons  examiner  plusieurs  de  ces 
systèmes ,  et  montrer  que  dans  tous  les  cas  la  détermina- 
tion de  la  tangente  revient  à  celle  de  la  limite  du  rapport 
de  deux  quantités  infiniment  petites,  dépendant  l'une  de 
l'autre  d'après  les  données  de  la  question. 

62.  Coordonnées  rectilignes. —  Soient  M  (fig^  aS)  un 
point  donné  sur  une  courbe  rapportée  à  deux  axes  AX , 
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AY ]  AP,  MP  ses  coordonnées  x,  y  ]   M'  un. point  de  la 

même  courbe,  qui  se  rapproclie  indéfiniment  de  M,  et 

dont  les  coordonnées  soient  x-hh^y-{^k'^  la  sécante 

MM'  coupe  l'axe  des  x  en  un  point  S ,  et  la  limite  R  de  la 

position  de  ce  point  déterminera  la  limite  de  la  sécante,  ou 

la  tangente.  La  limite  de  S  sera  connue  si  Ton  trouve  la 

1.     •     j    TIC  1  '       r        M'H       / 

limite  de  Po  ;  or  on  a  la  proportion  ~-  =  --— -  =  -r* 
^     *  PS       MH        à 

Donc ,  en  prenant  les  limites  des  deux  membres , 


d'où 


PR  =  --^  =  rlira.-r. 

hm.-7 
n 


Donc  la  détermination  de  la  tangente  à  la  courbe  se  ra- 
mène à  celle  de  la  limite  du  rapport  de  deux  quantités  in- 
finiment petites  qui  sont  les  différences  des  coordonnées 
du  point  donné  et  d'un  point  infiniment  voisin  pris  sur 
la  courbe ,  et  qui  sont  liées  Tune  à  l'autre  au  moyen  de 
l'équation  de  la  courbe  donnée. 

Au  lieu  de  déterminer  PR  ou  la  sous-tangente,  on 
peut  chercher  Fangle  de  la  tangente  avec  l'axe  des  .r. 

Soient  0 l'angle  des  axes,  w  l'angle  cherché,  m  =  lim.  t' 
on  aura ,  par  le  triangle  MRP , 


smu 

— -^-//ï- 

sin(Ô  — 

e.j-pR-'"' 

d' 

où 

msin 

Q  COS&)  — 

-/nsin&>cosO  = 

sinw, 

et 

,par 

suite , 

tangb)  : 

m  s\nQ 

1  H-  m  ces  ô 
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et ,  si  les  axes  sont  rectangulaires , 

tang  (^  =  m  =z  lira,  j- 

Il  est  inutile  de  faire  remarquer  qu'il  faut  avoir  soi- 
gneusement égard  aux  signes  des  accroissements  MH, 
M'H,  sans  quoi  la  sécante  MM'  et  sa  limite  ne  seraient 
pas  du  côté  où  elles  doivent  être  par  rapport  à  MH. 

63.  Coordonnées  polaires, — Soient  O  le  pôle  (Jig-  24), 
OX  l'axe  5  M  un  point  donné  sur  une  courbe  dont  on  a 
l'-équation,  et  dont  les  coordonnées  sont  9  et  r^  M'  un 
point  infiniment  voisin*,  h  et  Ji  les  accroissements  de  0 
et  r  en  passant  de  M  à  M'  :  la  tangente  en  M  sera  la 
limite  de  la  sécante  SMM',  et  peut  être  déterminée  par 
la  limite  de  l'angle  OMS,  qui  est  la  même  que  celle  de 
MOM',  puisque  la  différence  de  ces  deux  angles  est  MOM' 
qui  tend  vers  zéro,  éoit  o)  cette  limite  ou  l'angle  que  fait 
la  tangente  avec  OM.  Décrivons  de  O  avec  OM  pour 
rayon  l'arc  MH,  et  joignons  MH;  le  triangle  MHM' 
donnera 

sinHlVrM__MH 

sinHMM'~~HM'' 

Observons  maintenant  que  l'angle  HM'M  a  pour  limite 
a>^  que  l'angle  H  a  pour  limite  un  angle  droit,  puisque 
l'angle  en  O  du  triangle  isocèle  HOM  a  pour  limite  zéro  5 
que,  par  conséquent,  la  somme  des  deux  angles  en  M, 
M'  dans  le  triangle  MHM'  a  pour  limite  un  angle  droit, 
d'où  il  résulte  que  les  limites  de  ces  deux  angles  sont  com- 
plémentaires. D'après  cela,  en  égalant  les  limites  des 
deux  membres  de  l'équation  précédente,  on  aura 

sin  »  __  ,.      HM 
cosw  "  HM' 

Or  on  peut,  d'après  le  principe  fondamental  des  infini- 
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ment  petits,  remplacer  HM  par  toute  autre  quantité 
dont  le  rapport  avec  HM  ait  pour  limite  l'unité-,  et  on  a 
vu,  dans  la  Trigonométrie,  que  le  rapport  d'un  arc  in-  . 
animent  petit  à  sa  corde  a  pour  limite  l'unité.  On  peut 
donc  remplacer  la  corde  HM  par  l'arc  dont  la  valeur  est 
rh ,  et  l'équation  précédente  devient 

tangiw  =:  hm.  -j-  =  rhm.  7  = 7* 

A"  K  k 

hm.  -7 

Le  problème  des  tangentes,  dans  un  système  de  coor- 
données polaires,  est  donc  encore  ramené  à  la  recherche 
de  la  limite  du  rapport  de  deux  infiniment  petits,  dépen- 
dants l'un  de  l'autre,  au  moyen  de  l'équation  de  la 
courbe,  et  qui  sont  les  différences  des  coordonnées  de 
deux  points  infiniment  voisins  de  la  courbe. 

64.  Troisième  système  de  coordonnées,  —  Supposons 
maintenant  les  points  déterminés  par  leurs  distances  à 
deux  points  fixes  A,  B  [fig»  25)  ;  soient  M  le  point  où  l'on 
veut  mener  la  tangente,  et  dont  les  deux  coordonnées  seront 
AM  =  r,  BM  =  r';  M'  un  point  infiniment  voisin  ayant 
pour  coordonnées  /*  -H  A ,  r'  -+-  A^  ;  la  tangente  sera  la  li- 
mite de  la  sécante  MM',  et  peut  être  déterminée ,  par 
exemple,  par  les  angles  c«),  w'  qu'elle  forme  respective- 
ment avec  MA ,  MB. 

Ayant  pris  MH  =  h ,  MK  =  h  dans  le  sens  qui  con- 
vient au  signe,  et  décrivant  de  A  et  B  comme  centres 
avec  les  rayons  AH ,  MK  des  arcs  de  cercle ,  ils  se  ren- 
contrent en  M'.  Si  l'on  joint  M'H,  M'R,  les  angles  K 
et  H  auront  chacun  pour  limites  un  angle  droit,  puisque 
les  arcs  KM',  HM'  tendront  vers  zéro  j  les  angles  formés 
par  MM'  en  M'  et  en  M  auront,  par  suite,  des  limites 
complémentaires  5  ces  limites  pour  les  angles  en  M  ont 
c'ié  désignées  par  w,  w'. 
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Cela  posé,  on  aura 

KM       sinMM'K        HM        sinMM'H 


d'où 

MM' 

sinK    ' 

MM' 

sinH 

sinMM'H 

sinK 

h 

sinMM'K 

sinH 

T 

en  prenant  les  limites  des  deux  membres , 

(0 

COSW 

cosw'" 

=  hm.-. 

Les  angles  w,  w'  de  la  tangente  avec  MA,  MB  sont  donc 

h 

V 


déterminés  dès  qu'on  connaîtra  Hm.  -  7  puisque  leur  somme 


est  connue. 

Le  problème  des  tangentes  est  donc  encore  ramené, 
dans  ce  nouveau  système,  à  cherclier  la  limite  du  rapport 
des  (Jifférences  infiniment  petites  des  coordonnées  de  deux 
points  de  la  courbe. 

65.  Au  lieu  de  déterminer  par  le  calcul  les  angles  w,  a>', 
entre  lesquels  on  a  deux  équations,  on  peut  facilement 
construire  la  tangente  d'après  Téqua lion  (1).  En  effet,  si 
Ton  prend  sur  MA  et  MB,  ou  sur  leurs  prolongements, 

deux  longueurs  MS,  MK  ayant  un  rapport  égal  à  lim.  -^ 

qu'on  élève  en  S  et  R  des  perpendiculaires  sur  AM ,  MB, 
et  qu'on  joigne  leur  point  de  rencontre  I  à  M ,  la  droite 
IM  sera  la  tangente,  car  les  cosinus  des  angles  IMS,  IMR 
auront  pour  rapport 

MS  ,.      h 

-—      ou      hm.  -• 

On  aurait  pu  arriver  directement  à  cette  construction 
sans  passer  par  le  calcul  des  angles  a),  w',  et  par  des  con- 
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sidéralions  qui  se  retrouvent  souvent  dans  l'emploi  des 
infiniment  petits  en  géométrie. 

Sur  le  rayon  AM  prolongé  [fig^  26),  prenons  une 
quantité  constante  MP5  menons  PS  parallèle  à  M' H  jus- 
qu'à la  rencontre  de  MM'  en  S  ;  menons  ensuite  SQ  pa- 
rallèle à  M'K;  le  quadrilatère  MPSQ  sera  semblable  à 
MHM'K,etronaura 

MP:MQ  ::  mh  :  mk  ::  h  :k. 

A  mesure  que  h  elk  tendent  vers  zéro,  MQ  tend  donc 
vers  la  valeur  finie  dont  le  rapport  à  MP  est  la  limite 

de  -T-  La  sécante  MM'  étant  toujours  dans  la  direction  de 

la  diagonale  MS,  la  tangente  sera  la  limite  de  cette  direc- 
tion, c'est-à-dire  celle  de  la  diagonale  du  quadrilatère 
limite  de  PMQS.  Or  les  angles  P  et  Q  de  ce  quadrilatère, 
étant  égaux  respectivement  à  H  et  K ,  ont  pour  limites  des 
angles  droits.  On  construira  donc  facilement  le  quadrila- 

h  k 

tère  limite  quand  on  connaîtra  la  limite  de  -  ou  de  j  ^ 

car  on  en  déduit  immédiatement  la  limite  MR  de  MQ.  Il 
suffit  ensuite  d'élever  en  P  et  en  R  des  perpendiculaires 
à  AM,  MB,  et  de  joindre  leur  point  de  rencontre  I  au 
point  M  :  cette  dernière  ligne  sera  la  tangente.  Cette  cqji- 
struction,  obtenue  par  des  considérations  différentes,  ne 
diffère  pas  de  la  précédente. 

66.  Autre  système  de  coordonnées .  —  Supposons  ac- 
tuellement que  les  points  soient  déterminés  par  leur  dis- 
tance à  un  point  fixe  O  {fig*  27),  et  une  abscisse  ou  une 
ordonnée  par  rapport  à  une  ligne  fixe  quelconque  passant 
parO.  Soient  A  l'origine  des  abscisses,  AP  =  a:,  PM=j^, 
OM  =  r;  le  point  quelconque  M  sera  déterminé  par  x 
et  r,  ou  y  et  r. 
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Cela  posé,  M  étant  un  point  quelconque  d'un  lieu, 
déterminé  par  une  relation  entre  ces  coordonnées,  on 
demande  de  trouver  la  direction*  de  la  tangente  en  ce 
point. 

Soient  MK=ft,  PP'=A  les  accroissements  corres- 
pondants de  r  et  a:  pour  passer  à  un  point  voisin  M'  du 
lieu,  et  qu'on  portera  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  sui- 
vant qu'ils  seront  positifs  ou  négatifs.  Dans  le  quadrila- 
tère MHM'K ,  l'angle  K  tendra  vers  un  angle  droit  en 
même  temps  que  h  et  h  vers  zéro,  et  la  diagonale  MM' 
vers  la  tangente. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  l'un  des  procédés  employés 
dans  le  cas  précédent.  Nous  prendrons  PR  constant^  par 
le  point  S  de  la  sécante  correspondant  à  l'abscisse  AR , 
menons  les  droites  SQ,  ST  parallèles  à  M'K,  M'H  : 
le  quadrilatère  MQST  sera  semblable  à  MKM'H,  et  la 
limite  de  la  direction  de  sa  diagonale  MS  sera  la  tangente 
cherchée.  Or  on  pourra  construire  le  quadrilatère  limite 
si  Ton  connaît  la  limite  de  MQ ,  PR  ou  son  égal  TS  étant 
constant;  et  comme  on  a 

A_  TS 

il  s'ensuit  que  la  limite  de  MQ  sera  connue  sLl'on  conuaît 
celle  du  rapport  -r-  Soit  MI  la  limite  de  MQ;  comme 

fi 

l'angle  Q  a  pour  limite  un  angle  droit,  le  quadrilatère 
limite  sera  MIUV,  et  la  diagonale  MU  la  tangente.  On 
voit  qu'il  suffit,  pour  la  construire,  d'élever  en  I  une 
perpendiculaire  à  01 ,  et  de  chercher  son  point  de  ren- 
contre U  avec  la  perpendiculaire  à  OR.  Si  les  deux 
coordonnées  étaient  r  et  ^,  au  lieu  de  /'  et  x^  le  même  qua- 
drilatère donnerait  des  résultats  analogues,  et  la  ques- 
tion serait  toujours  ramenée  à  trouver  la  limite  du  rapport 
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des  différences  des  coordonnées  de  deux  points  infiniment 
voisins  du  lieu. 

67.  Coordonnées  angulaires,  —  Considérons  encore 
un  système  où  les  points  seraient  déterminés  par  deux 
angles  formés  par  les  droites  menées  de  ces  points  à 
deux  points  fixes.  Soient  A,  B  {fig-  28)  ces  points  fixes , 
MAB  =  a ,  MBA  =  6  les  deux  angles  qui  déterminent  la 
position  d'un  point  quelconque  M  •,  on  demande  de  mener 
la  tangente  en  M  à  un  lieu  déterminé  par  une  relation 
entre  a  et  6.  Soiient  h  et  k  les  accroissements  positifs  ou 
négatifs  de  a  et  6 ,  quand  on  passe  de  M  en  M' ,  MP  égal  à 
une  constante  arbitraire ,  PS  parallèle  à  M'U ,  SQ  paral- 
lèle à  M'K;  les  quadrilatères  MPSQ,  MUM'V  seront 
semblables ,  et  la  tangente  cherchée  sera  la  limite  de  la 
direction  de  la  diagonale  MS.  Pour  la  connaître ,  il  suffit 
de  déterminer  les  limites  de  MQ  et  des  directions  PS 
et  QS.  Quant  à  ces  dernières,  il  est  évident  qu'elles  ne 
sont  autres  que  les  directions  de  BM  et  AM  qui  sont  les 
limites  de  celles  de  BM',  AM'.  Pour  avoir  la  limite  MI 

Mît 
de  MQ ,  il  suffit  de  connaître  la  limite  du  rapport  — -  qui 


est  égal 

MP 
au  rapport  j^^. 

Or 

MV       sin/z 
MA       sinV' 

MU       sin/' 
MB       sinU' 

donc 

MU 
MV 

MB    sin^  sin 
"MA    sin/i  sin 

V       sina   sinX^ 
U       sin  6   sin^ 

sinV 
sinU 

Or  les  angles  V  et  U  ayant  pour  limite  l'angle  AMB, 
on  a 

sinV 
smU 
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de  plus 

,.      sin^       ,.       k 
hm.  -; — -  =  lim.  Tî 
sin  ^  h 

puisque  le  rapport  d'un  angle  infiniment  petit  à  son  sinus 
a  pour  limite  l'unité.  On  a  donc 

,.       MU         sina  ,.       k        MP 

donc  enfin  le  problème  est  encore  ramené  à  la  recherche 
de  la  limite  du  rapport  des  différences  des  coordonnées 
de  deux  points  infiniment  voisins  du  lieu.  Quand  on 
l'aura  trouvée,  on  connaîtra  MI,  et  par  les  points  P  et  I 
on  mènera  des  parallèles  à  MA ,  MB ,  qui  par  leur  ren- 
contre détermineront  un  point  de  la  tangente. 

On  pourrait  procéder  d'une  autre  manière ,  et  calculer 
les  angles  de  la  tangente  avec  les  rayons  vecteurs  ou  les 
limites  des  angles  VM'M,  MM'U.  On  a,  en  effet, 

sinVM'M_MV        sinMRfU_MU 
sinV      ~MSr'  sinU      "~MM'' 

d'où 

sinVM^M_sinV  MV 

sinMM^U~sinU*MU' 

or  -7—1  a  pour  limite  i  -,  donc ,  en  appelant  x^y  les  an- 
gles de  la  tangente  MT  avec  MA ,  MB ,  on  aura 

sinar        ,.       MV        sin6  ,.       h 
-; —  =  hm.  — -  =  -r—  lira,  y, 
smj  MU       sina  k 

et,  comme  la  somme  x  -\^y'  est  connue,  le  problème  est 

résolu  dès  que  Ton  connaît  la  limite  du  rapport  j. 

De  Vexistence  des  tangentes  en  général, 
68.  Nous  venons  de  passer  en  revue  un  assez  grand 
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nombre  de  systèmes  de  coordonnées ,  dont  quelques-uns 
ne  sont  presque  jamais  employés ,  et  nous  avons  reconnu 
que,  dans  tous  les  cas,  le  problème  des  tangentes  était 
ramené  à  la  recherche  de  la  limite  du  rapport  de  deux 
quantités  infiniment  petites.  Le  nombre  des  systèmes 
que  Ton  pourrait  employer  pour  la  détermination  des 
points  sur  un  plan  est  illimité ,  et ,  par  les  cas  variés  que 
nous  avons  considérés,  nous  avons  voulu  faciliter  les 
recherches  auxquelles  d'autres  cas  peuvent  donner  lieu. 
On  cherchera  toujours  à  ramener  la  direction  de  la  sécante 
à  dépendre  d'infiniment  petits  quelconques ,  dont  il  soit 
possible  de  calculer  la  limite  du  rapport,  soit  que  les 
points  du  lieu  soient  déterminés  par  une  équation,  soit 
qu'on  connaisse  la  loi  de  leur  génération  sans  en  avoir 
déduit  l'équation  entre  les  coordonnées. 

Mais,  avant  d'aller  plus  loin,  il  est  à  propos  de  s*assu- 
rer  que  le  problème  dont  nous  nous  occupons  a  générale- 
ment une  solution;  c'est-à-dire  qu'en  tout  point  d'une 
courbe  déterminée  par  une  équation ,  ou  par  une  loi  de 
construction  qui  pourrait  conduire  à  une  équation  entre 
des  coordonnées  de  nature  quelconque,  il  existe  une  tan- 
gente. En  d'autres  termes,  il  faut  démontrer  que  lorsque 
deux  variables  dépendent  Tune  de  l'autre,  le  rapport  des 
accroissements  infiniment  petits  correspondants  de  ces 
variables  a  en  général  une  limite-,  car  c'est  à  ce  problème 
de  calcul  que  nous  avons  ramené  le  problème  géomé- 
trique. 

Cette  proposition  importante  peut  être  établie  simple- 
ment, de  la  manière  suivante. 

Théorème  général. 

69.  Soit  y  une  fonction  quelconque  d'une  variable  x^ 
assujettie  seulement  aux  conditions  suivantes  :  i**  que, 
lorsqu'à  partir  d'une  valeur  quelccmque  on  donne   un 
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accioîssement  A  à  j:  ,  il  en  résulte  un  accroissement 
unique  h  de  j,  qui  tende  vers  zéro ,  si  Ton  fait  tendre  h 
vers  zéro  ;  2°  qu'à  partir  de  toute  valeur  de  x  on  en  puisse 
prendre  une  autre  qui  en  diffère  d'une  quantité  finie 
déterminée,  telle  que  si  x  varie  dans  le  même  sens  dans 
tout  l'intervalle  compris  entre  elles ,  y  varie  constam- 
ment dans  un  même  sens ,  c'est-à-dire  toujours  en  aug- 
mentant ou  toujours  en  diminuant. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  démontrer  que,  sous  ces  con- 
ditions, pour  toute  valeur  de  x  il  existe  une  limite  finie 
pour  le  rapport  des  accroissements  infiniment  petits  cor- 
respondants h  et  k  :  c'est-à-dire  qu'il  ne  peut  y  avoir  que 
des  valeurs  exceptionnelles  de  x  pour  lesquelles  ce  rap- 
port croisse  ou  décroisse  indéfiniment. 

En  effet ,  soient  Xq  ,  X  deux  valeurs  de  x  satisfaisant 
aux  conditions  ci-dessus  indiquées  ^  yo  9  Y  les  valeurs 
correspondantes  de  y  5  partageons  l'intervalle  X  —  ar© 
en  n  parties  égales,  que  nous  désignerons  par  A,  et 
soient  Ai ,  /rg ,  A3 , .  .  . ,  /r„  les  valeurs  correspondantes  des 
accroissements  positifs  de  y^  on  aura 

X  —  Xo  =  nh,     Y  —  /o  =  ^1  -♦-  A-2, .  . .  ,  X„  ; 

d'où  résulte 

Y  -  7o  _  /i       h^     ^  h 
X  —  jcq  n 

c'est-à-dire  que  le  rapport  invariable  des  accroissements 
finis  de  x  et  de  ^,  quand  on  passe  de  Xo  à  X ,  est  la 

moyenne   arithmétique    des    rapports  -^  ^   T  '  *  *  *  '  T  ' 

quel  que  soit  le  nombre  entier  n. 

Si  maintenant  on  fait  croître  n  indéfiniment,  les 
termes  de  ces  rapports  tendront  vers  zéro,  et  leur 
moyenne  arithmétique  étant  toujours  égale  à  la  quan- 
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y  y  ^ 

tité  finie  — ^  »  il  est  impossible  qu'ils  tendent  tous 

A.  —  X^ 

vers  zéro,  ou  qu'ils  croissent  tous  indéfiniment. 

Cette  conclusion ,  relative  à  l'intervalle  X  —  x^^  pou- 
vant être  appliquée  à  toute  partie  de  cet  intervalle,  il 
s'ensuit  qu'il  est  impossible  que,  dans  aucun  intervalle 

fini ,  la  valeur  de  7-  tende  vers  zéro  ou  croisse  indéfini- 

ment  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  Ce  n'est  donc  que 
pour  des  valeurs  exceptionnelles  et  en  nombre  limité 

que  -  peut  ne  pas  avoir  une  valeur  finie  :  ce  que  nous 

voulions  établir. 

70.  Nous  avons  supposé  dans  ce   raisonnement  que 

Y  — ^  r 

=^  avait  une  valeur  finie.  En  ne  s'assujettissant  pas 

à  cette  condition ,  voyons  s'il  est  possible  que  toutes  les 

X-  i  .  . 

valeurs  de  -z   tendent  vers  zéro  ou  croissent  indéfini- 
h 

ment. 

Si  tous  les  rapports  tendent  vers  zéro ,  leur  moyenne 
y  tendra  nécessairement,  et  comme  elle  est  constante, 
elle  ne  peut  être  que  zéro  5  donc  Y  —  j^o  =  o  ou  Y  =  j^o- 
Et  comme  il  en  sera  de  même  si  Ton  considère  l'inter- 
valle entre  x^  et  toute  autre  valeur  choisie  entre  j:^  et  X, 
il  en  résulte  que  toutes  les  valeurs  de  y  correspondantes 
aux  valeurs  de  x  comprises  entre  x^  et  X  sont  égales 
à  yo«  La  fonction  désignée  par  y  ne  serait  donc  autre 
chose  qu  une  constante ,  et  l'on  voit  alors  que  non-seu- 
lement T  tendra    vers  zéro ,   mais    qu'il  sera   toujours 

rigoureusement  nul.  Le  lieu  en  question  serait  donc  une 
droite  parallèle  à  l'axe  des  x ,  si  a:  et  y  sont  des  coor- 
données rectilîgnes. 
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Sî  maintenant  tou^  les  rapports  -j  croissaient  Sanè  li- 

nïites  5  les  rapports  réciproques  -j  tendraient    tous    vers 

zéro,  eit  le  ïîeu  représenterait  une  droite  parallèle  à  l'axe 

des  j  \  auquel  cas  tous  les  rapports  -   seraient    rigou- 

k 
reusement  nuls,  et  Ton  dirait  que  les  rapports  -r  sont 

tous  infinis. 

Si  donc  le  lieu  ne  renferme  aucune  portion  de  ligne 
droite  parallèle  à  l'un  des  axes ,  il  y  aura  une  limite  finie 
pour  le  rapport  des  accroissements  infiniment  petits  cor- 
respondants A,  /r,  à  l'exception  peut-être  de  certaines 
valeurs  particulières  àe  x\  et  par  conséquent  en  tous  les 
points  d'une  courbe  il  existe  en  général  une  tangente. 

Les  cas  exceptionnels  où  la  limite  de  j  serait  nulle 

ou  infinie  correspondraient,  dans  un  système  de  coor- 
données rectilignes,  aux  points  où  les  tangentes  seraient 
parallèles  à  l'un  ou  à  l'autre  des  axes^  cela  résulte  de  la 

signification  géométrique  de   la  limite  de   j   dans  un 

pareil  système. 

Dérii^ées  des  fondions . 

71 .  Cette  limite  du  rapport  t  se  nomme  la  dérivée  de  la 

fonction^  par  rapport  à  x.  Si  cette  fonction  y  est  repré- 
sentée par  F  [x) ,  on  représente  la  dérivée  par  F' (a:). 
Ainsi  dorénavant  la  signification  de  cet  accent  sera  dé- 
finie, pour  toute  fonction  F,  par  l'équation  suivante  : 


lim. J ^—^  =  F'(.r). 


î. 
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En  employant  celte  nouvelle  dénomination,  nous  pou- 
,vons  donc  dire  que  le  problème  des  tangentes  est  ramené 
à  la  détermination  de  la  dérivée  d'une  des  coordonnées 
par  rapport  à  l'autre;  et  que  le  coefficient  d'inclinaison 
de  la  tangente  sur  l'axe  des  abscisses  est  la  dérivée  de 
l'ordonnée  par  rapport  à  l'abscisse. 

Les  dérivées  ont  beaucoup  d'autres  usages  que  la  déter- 
mination des  tangentes  5  nous  nous  bornerons  en  ce  mo- 
ment a  quelques  remarques  très-simples.  Si  nous  repré- 
sentons, pour  abréger,  par  k  l'accroissement  de  F  (x)^ 
correspondant  à  F  accroissement  h  donné  à  j:,  on  aura 

lim.  ^  =  F'(:r), 
h 

et  par  conséquent  j  diffère  de  F'  (x)  d'une  quantité  qui 

tend  vers  zéro  en  même  temps  que  h  •,  la  désignant  par  o), 
on  aura 

d'où 

/•  =  li  [F  (a:)  -^  w]  .—  /eF'(x)  -+-  A  «. 

Ainsi  h  F  (x)  ne  diffère  de  k  que  d'une  quantité  infi- 
niment petite  par  rapport  k  h  ou  k  k'^  donc  on  pourra 
substituer  h  F'  (x)  à  k  toutes  les  fois  que  k  sera  un  des 
termes  (Tun  rapport  ou  cPune  somme  d* infiniment  pe- 
tits, dont  on  chefchera  la  limite.  Remarquons  que  h  F'  [x) 
est  l'accroissement  de  l'ordonnée  de  la  tangente  pour 
l'accroissement  h  de  l'abscisse.  Donc  h  w  est  la  différence 
des  ordonnées  de  la  courbe  et  de  la  tangente;  elle  est, 
comme  on  le  voit,  infiniment  petite  par  rapport  à  l'ac- 
croissement même  de  l'ordonnée  5  et  il  faut  remarquer 
que  l'ordonnée  peut  avoir  une  direction  arbitraire  pourvu 


DF.S    QUANTITÉS    CONSIDÉRÉES    CX)MME    LIMITES.  QQ 

que  ce  ne  soit  pas  celle  de  la  taugente  elle-même,  sans 
quoi  F  (x)  ne  serait  pas  une  quantité  finie  et  les  for- 
mules précédentes  ne  subsisteraient  plus.  Il  résulte  de  là 
une  grande  simplification,  parce  que  la  quantité  w  serait 
en  général  très-compliquée;  et  en  négligeant  la  quantité 
Ao),  il  n'en  résulte  aucune  erreur  dans  les  limites  des 
sommes  ou  des  rapports. 

72.  La  dérivée  d'une  fonction  peut  servir  à  recon- 
naître dans  quel  sens  varie  cette  fonction  à  partir  d'une 
valeur  quelconque  de  la  variable  dont  elle  dépend;  ce 
qui  est  souvent  utile.  En  effet,  en  désignant  toujours  par 
k  et  A  les  accroissements  correspondants  de  .r  et  F(jr) 
nous  avons  trouvé 

/tr=/i[F'(x)-hw], 

<à  étant  infiniment  petit  en  même  temps  que  h. 

Or  si  F  (a:)  n'est  pas  nul  pour  la  valeur  x  que  Ton 
considère  ,  w  ayant  pour  limite  zéro ,  finira  par  être  con- 
stamment au-dessous  de  F'  (x)  et  Je  facteur  F'  (x)  -h-  w 
sera  de  même  signe  que  F'  (x).  Donc  k  sera  de  même 
signe  que  A,  si  F' (a:)  est  positif,  et  désigne  contraire 
s'il  est  négatif.  Ainsi  une  fonction  croît  dans  le  même 
sens  que  la  variable  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  ren- 
dent sa  dérivée  positive,  et  en  sens  contraire  pour  celles 
qui  la  rendent  négative. 

On  reconnaît  encore  facilement  que  de  deux  fonc- 
tions, celle-là  croît  le  plus  rapidement  dont  la  dérivée 
est  la  plus  grande. 

En  effet ,  soient  les  deux  fonctions  F  [x)^  f{x)'^  k  et  l 
leurs  accroissements  correspondants  à  Taccroissement  h 
de  Xy  on  aura 

7- 


lOO 

J  A 


w  et  w'  étant  infininient  petits  avec  h.  On  lire  de  là 

/._/^/,[F'(ar)-/'(j:)-f  w-«'], 

et  puisque  Ton  suppose  P(x)  ety'(a!:)  inégales,  le  second 
membre  finira  par  être  de  même  signe  que 

^[F'(^)-/'(x)]. 

Ainsi  en  supposant,  par  exemple,  h  positif,  on  aura 

^>/    si     F'(x)>/'(x). 

Donc  la  fonction  qui  augmente  le  plus  rapidement  avec 

X  est  celle  dont  la  dérivée^  par  rapport  à  a:,  a  la  plus 

grande  valeur. 

Y—  r 
73.  Nous  avons  vu  que  le  rapport  fixe  — — —  était  tou- 

A. JC§ 

jours  compris  entre  le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  rap- 
ports j9  quelque  près  qu'ils  soient  de  leurs  limites,  et, 

par  conséquent ,  que  ce  rapport  fixe  était  compris  entre  la 
plus  petite  et  la  plus  grande  de  ces  limites,  qui  sont  les 
différentes  valeurs  que  prend  la  dérivée  F'[x)  quand  x 
passe  de  Xo  à  X.  Si  donc  la  fonction  F'{x)  est  continue, 
c'est-à-dire  si  elle  ne  peut  passer  d'une  valeur  à  une  autre 
qu'en  passant  par  toutes  les  intermédiaires,  il  y  aura  en- 
tre Xo  et  X  une  certaine  valeur  dex  qui  rendra  F'  (x)  égal 

y    y 

à  la  quantité  intermédiaire  .= — ^-  Désignant  cette  va- 

A  "~—  J^Q 

leur  de  x  par  Xi^  on  aura  ainsi 

I^«  =  F'(x.),      ou     Y-ja=(X~:r.)r(a:0, 

ce  qui  revient  à  dire  qu'entre  les  points  de  la  courbe  dont 
les  coordonnées  sont  Xo?  J'o  et  X,  Y,  il  en  existe  un  où  la 
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taDgeate  est  parallèle  à  la  corde  qui  joint  les  points  ex- 
trêmes. 

Remarqua.  —  Cette  formule  présente  évidemment  cette 
proposition  importante  démontrée  tout  à  Theure,  et  que 
nous  énoncerons  spécialement  : 

Une  expression  dont  la  dériv^ée  par  rapport  à  x  est 
nulle,  quel  que  soit  x,  est  nécessairement  constante, 
cjsst-à^dire  indépendante  de  x, 

74.  L'équation  -  =  F'  (a:)  -h  «  démontrée,  quelle  que 
soie  la  fonction  F,  peut^e  mettre  sous  la  forme 

M  désignant  une  fonction  finie  de  or  et  de  A  qui  tend  vers 
F'(j:)  quand  h  tend  vers  zéro. 

Si,  dans  cette  fonction  M,  on  changeait  x  en  x  +  ^i , 
elle  subirait  un  accroissement  qui ,  d'après  la  proposition 
générale,  serait  de  la  forme  Mi  Aj ,  M»  désignant  une  fonc- 
tion de  or,  A  et  Al  qui  reste  finie,  quelque  petits  que  soient 
h  et  A|.  Si  Ton  désigne  par  A*i  Taccroissement  que  subit 
alors  ft,  on  aura 

Si  de  même  on  change  x  enx+ht  dans  Mj ,  il  croîtra 
d^une  quantité  de  la  forme  Mt  At ,  M  «  étant  une  quantité 
finie  dépendante  de  jr ,  A,  Ai,  A,;  désignant  par  ht  l'ac- 
croissement de  Xr  n ,  on  aura  ainsi 

^2  =:  Mj  A/ii  /ij. 

Et  Ton  pourrait  continuer  de  même  indéfiniment. 

Si  l'on  suppose  que  les  accroissements  successifs  donnés 
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à  X  soienl  égaux,  on  aura 

^  =  M//,     ^-i  =  M,  ^%     ^2=M,//^; 

çt  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

On  arriverait  ainsi  à  cette  proposition  générale  : 

Un  accroissement  d>un  ordre  quelconque  d/une  fonc- 
tion, correspondant  àun  accroissement  constant  à  chaque 
opération  y  et  infiniment  petit  du  premier  ordre,  de  la  i;«- 
riahle  dont  elle  dépend^  est  un  infiniment  petit  dHun 
ordre  égal  au  nombre  de  ces  opérations. 

75.  Ces  accroissements  de  différents  ordres  peuvent 
fa,cilement  être  représentés  géométriquement  par  la  con- 
sidération de  la  courbe  dojit  x  e%  j  seraient  les  coordon- 
nées. 

Soient  M  {fig.  29)  un  quelconque  de  ses  points, 

A  =  PP' =  F  P"  =  P' r"  = .  . . , 

M',  M'^,  M'^,  etc.,  les  points  de  la  courbe  correspondants 
aux  points  P',  F',  P''',  çtc.  En  prolongeant  la  corde  MM' 
jusqu'à  l'ordonnée  suivante  e^I,  on  aurait,  en  menant 
]V|H,  M'H',  etc.,  parallèles  à  AX, 

M/H  =  /,     IH'  =  M'H. 

Mais  M''H'  n'est  autre  chose  que  l'accroissement  dej'  eii 
partant  de  x-\-h\  donc  il  est  ce  que  devient  /:  quand  on 
y  change  a:  en  xH-  A ,  et ,  par  conséquent,  M" H' —  M' H 
ou  — IM"  sera  l'accroissement  [de  A,  que  nous  avons  dé- 
signé par  kx. 

Si  l'on  prolongeai-!  maintenant  M' M'' jusqu'à  l'ordon- 
née suivante,  on  aurait  une  ligne  correspondante  à  IM"', 
qui  serait  la  valeur  de  ki ,  dans  laquelle  on  changerait  x 
en  x-t-  A,  puisqu'on  ferait  les  mêmes  opérations  en  par- 
tant de  M',  que  l'on  avait  faites  en  partant  de  M.  On  au-' 
rait  donc  l'accroissement  de  k^  ou  /tj,  en  retranchant  ces 
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deux  lignes  en  les  aiTectant  du  signe  convenable,  et  Ton 
formerait  ainsi  les  accroissements  des  divers  ordres  suc- 
cessifs. 

On  pourrait  prendre  une  autre  représentation  géomé- 
trique d'une  fonction  et  de  ses  différences  successives 
Ar,  Al,  fts,.,.  :  par  exemple,  supposer  que  a:  représente  la 
longueur  de  Tare  d'une  courbe  et  y  le  rayon  vecteur  cor- 
respondant, ou  l'inclinaison  de  la  tangente,  ou  toute  autre 
grandeur  dépendante  de  la  longueur  x  de  l'arc;  on  ferait 
croître  l'arc  par  degrés  égaux  entre  eux ,  et  Ton  considé- 
rerait les  valeurs  correspondantes  dey  sur  lesquelles  on 
ferait  les  opérations  que  nous  venons  d'indiquer  dans  le 
système  de  coordonnées  rectilignes  ;  mais  les  représenta- 
tions géométriques  seraient  beaucoup  moins  simples. 

Du  problème  réciproque, 

76.  Dans  ce  qui  précède ,  nous  avons  supposé  que  tous 
le3  points  d'une  courbe  étaient  donnés,  soit  par  une 
équation,  soit  par  un  mode  quelconque  de  génération ,  et 
nous  nous  proposions  de  trouver  la  tangente  en  un  quel- 
conque de  ces  points.  On  pourrait  réciproquement  se 
donner  l'équation  générale  ou  un  mode  de  génération  de 
toutes  les  tangentes  a  une  courbe  inconnue,  et  se  pro- 
poser de  déterminer  le  point  de  la  courbe  qui  se  trouve 
sur  une  quelconque  de  ces  tangentes.  Ce  problème  inverse 
se  résoudra  au  moyen  de  la  remarque  suivante. 

Le  point  de  contact  d'une  tangente  à  une  courbe  quel- 
conque est  la  limité  de  son  point  de  rencontre  avec  une 
tangente  infiniment  voisine. 

Soient,  en  effet,  TMT'  (fig.  3o)  une  tangente  fixe,  M  son 
point  de  contact.  M' un  point  de  la  courbe,  infiniment  voi- 
sin de  M  ,^UM'  la  tangente  en  M' et  I  son  point  de  rencontre 
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avec  Ï'T.  La  corde  MM'  tend  vers  zéro  lorsque  M' tend 
vers  sa  limite  M,  et  c'est  le  plus  grand  côté  du  tri- 
angle MIM'  ;  car,  d'après  la  définition  de  la  tangente,  la 
sécante  MM'  tendapt  vers  zéro  fait  avec  la  tangente  en  M 
ou  M' un  angle  dont  la  limite  est  zéro;  l'angle  1  opposé 
a  MM^  tend  donc  vers  de^x  droits ,  et  le^èté  MM',  opposé 
au  plus  grand  angle,  est  le  plus  grand  du  triangle.  La  disr- 
tance  IM,  plus  petite  que  MM',  tend  donc  vers  zéro 5  et, 
par  conséquent,  le  point  fixe  M  est  la  limite  du  point  de 
rencontre  I  de  la  tangente  en  M  avec  une  tangente  infini- 
ment voisine. 

De  là  résulte  la  solution  du  problème,  qui  consiste  à 
déduire  tous  les  points  d'une  courbe  de  la  connaissance  de 
toutes  §es  tangentes,  Pour  cela ,  on  considérera  Tune  quel- 
conque de  ces  dernières ,  et  Ton  chercbera  sa  rfencontre 
avec  une  tangente  vaisine  d'après  les  équations  connues 
de  ces  lignes,  ou  d'après  la  loi  donnée  de  leur  construc- 
tion ;  on  déterminera  la  limite  de  ce  point  lorsque  la  se- 
conde tangente  s'approche  indéfiniment  de  la  première^ 
on  connaîtra  ainsi  le  point  de  la  courbe  qui  se  trouve  sur 
une  tangente  quelconque  :  le  problème  revient  donc  alors 
à  une  recherche  ordinaire  de  lieu  géométrique. 

Il  est  bien  certain  que,  si  l'on  admet  qu'il  y  ait  une 
courbe  tangente  au  sysième  des  lignes  données,  on  la 
trouvera  par  le  procédé  que  nous  venons  d'indiquer.  Mais, 
si  Texistence  de  cette  courbe  n'était  pas  admise,  il  est 
facile  de  reconnaître  que  celle  que  l'on  obtient  sera  effecr 
tivement  tangente  à  toutes  les  droites  du  système  qui  au- 
ront des  points  communs  avec  elle.  En  effet,  considérons 
deux  de  ces  droites  telles,  que  dans  le  passage  continu  de 
l'une  à  l'autre  chacune  rencontre  toujours  celle  qui  suit, 
quelque  voisine  qu'elle  en  soit  ^  faisons  passer  une  courbe 
par  tous  les  poii^is  de  rencontre  successifs  de  chacune 
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d'elles  et  de  celle  qui  la  suit;  cela  peut  se  faire  d'une  infi- 
nité de  manières  :  il  suffira  que  la  forme  d'équation  choisie 
renferme  assez  de  constantes  indéterminées.  Or  chaque 
droite  est  coupée  par  celle  qui  la  précède  et  par  celle  qui 
la  suit  en  deux  points  qui  sont  d'autant  plus  près  du  point 
du  lieu  limite,  que  les  droites  sont  plus  voisines;  la 
distance  de  ces  deux  points  où  la  corde  interceptée  par  la 
droite  dans  la  courbe  variable  peut  donc  devenir  moindre 
que  toute  grandeur  donnée ,  et ,  par  conséquent ,  les 
droites  du  système  sont  aussi  voisines  qu'on  voudra  d'être 
tangentes  à  la  courbe  .variable.  Donc  enfin  la  limite  de 
cette  dernière ,  ou  le  lieu  des  points  limites  est  langent  à 
toutes  les  droites. 

Cette  proposition  est  un  cas  particulier  d'une  plus  gé- 
nérale que  nous  traiterons  avec  plus  de  détail  par  la  suite. 
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CHAPITRE  XIIL 

APPLICATION   DES  MÉTHODES   PRÉCÉDENTES   A 
QUELQUES   EXEMPLES. 


77.  Parabole,  —  En  la  rapportant  à  son  axe  et  à  la 
tangente  au  sommet,  son  équation  est 

la  valeur  de  la  sous-tangente  TP  {fig*  3i)  a  pour  expres- 
sion ,  d'après  la  formule  générale , 

TP=rlim. -. 

Pour  trouver  li m. -r>  il  faut  exprimer  que  Téquation  de 

la  courbe  est  satisfaite  par  x-^h^  y  +  h^  ainsi  que  par 
X ,  y,  ce  qui  donne 

jr^^T^pxy     {y-\-  kyz=2p(a:-hh), 

et ,  en  retranchant  les  termes  égaux , 

2/74-^'  =  2ph, 

Divisant  par  k ,  il  vient 

en  prenant  les  limites  des  deux  membres 

2r  =  2/?lim. -r?      d'où     lim.  7  =  — 
A'  f(      p 

Donc 
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La  sous-tangente  est  donc  double  de  Tabscisse  du  point 

de  contact;,  ce  qui  donne  une  construction  très-simple  de 

la  tangente. 

Si  au  lieu  de  la  sous-tangente  on  cherche  T angle  MTX  , 

on  aura 

k       p 
tangMTX  =  lim.  -  =  -• 

h     r 

De  sorte  que  si  l'on  prend  PN  =  p ,  T angle  cherché  sera 
égal  à  PMN  ;  la  tangente  sera  donc  perpendiculaire  à  MN. 
Cette  dernière  ligne  est  donc  la  normale,  et  la  sous-nor- 
male est  constante  et  égale  k  p\  ce  qui  donne  une  con- 
struction simple  de  la  normale  et,  par  suite,. de  la  tan- 
gente. 

78,  Supposons  maintenant  la  parabole  rapportée  à  sa 
directrice  et  son  foyer  F.  Les  coordonnées  seront  un 
rayon  vecteur  et  une  abscisse ,  et  l'équation  sera 

r=  X  -4-  -• 
2 

On  aura  alors  k  =  h,  et  en  prenant  deux  quantité» 
^ales  quelconques  PH ,  MQ ,  et  élevant  en  H  et  Q  <Jes 
perpendiculaires  à  AX ,  FQ ,  on  aura  un  point  S  de  la 
tangente.  On  voit  que  la  ligne  MS  partage  en  deux  parties 
égales  Fangle  de  FQ  avec  une  parallèle  MI  à  Taxe,  vu 
l'égalité  des  deux  triangles  SMQ,  SML  Cette  propriété 
donne  une  autre  construction  fort  simple  de  la  tangente, 

79.  Ellipse  et  hyperbole,  —  L'ellipse  rapportée  à  se* 
axe$  a  pour  équation 

Pour  avoir  la  limite  du  rapport  7?  on  remplacera  or 
et  j  par  x  +  h,   J  -h  k^  et ,  en   retranchant  les  doux 
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équations ,  on  aura 

et,  en  divisant  par  h , 

{ia^  y  +  aH)^^'^  ib^  X  +  b^  h=z  o. 

Prenant  les  limites  de  tous  les  termes ,  on  aura ,  d'après 
le  principe  fondamental  des  limites, 

d'où 

,.      k  b'x 

h  d'y 

tù  désignant  Tangle  de  la  tangente  avec  l'axe  des  a:. 

Le  même  calcul,  fait  en  partant  de  1  équation  de 
Thyperbole  à^y  —  i*  x'  =  —  a*  i* ,  donnerait  évidem- 
ment 

b^x 

tangw  =r — . 

a^y 

80.  Considérons  maintenant  Fellipse  rapportée  à  ses 
deux  foyers  5  son  équation  sera 

^  r-f-r'  =  2fl, 

et  l'on  aura 

X=  — //. 

Si  donc  on  prend  sur  FM  prolongé  {fig»  82)  une  quan- 
tité arbitraire  MH  5  que  de  M  vers  F'  on  prenne  une 
quantité  égale  MK;  qu'en  H  et  K  on  élève  des  perpen-^ 
diculaires  à  FM,  F'M,  et  qu'on  joigne  leur  point  de 
rencontre  S  au  point  M,  on  aura  la  tangente  à  l'ellipse. 
Il  est  évident  qu'elle  partage  l'angle  HMF'  des  rayons 
vecteurs  en  deux  parties  égales.. 
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S'il  s'agissait  d'une  hyperbole,  on  aurait 

on  devrait  donc  alors  porter  au  delà  de  M  une  longueur 
MK'  =  MH  et  élever  en  H  et  K'  des  perpendiculaires 
aux  rayons  vecteurs,  puis  joindre  leur  point  de  ren- 
contre S'  au  point  donné  M,  et  Ton  aurait  la  tangente. 
On  voit  qu'elle  divise  l'angle  HMK'  en  deux  parties 
égales. 

81.  Exemple  de  coordonnées  angulaires,  —  Consi- 
dérons maintenant  le  système  de  coordonnées  où  un 
point  M  (fig.  33)  est  déterminé  par  les  angleà  a,  6,  que 
les  droites  menées  de  ce  point  à  deux  points  fixes  A ,  B 
forment  avec  ÂB,  et  prenons  l'équation  simple 

a  -f-  6  =  <ï, 

qui  représente  un  segment  capable  du  supplément  de  a^ 
et  décrit  sur  la  corde  AB.  On  aura  alors 

X=  — A, 

et  l'on  devra  prendre  (n*' 67)  deux  longueurs  MP,  MI, 

„  MP        sina         MB  ,  .  ,, 

telles,  que  -— -  =  -r-r  =  zrz-r'i  et  de  construire  sur  eues 
'  ^      MI         sm6       MA 

un  parallélogramme  MPSI  \  la  diagonale  MS  sera  la  tan- 
gente. Or  les  deux  triangles  AMB,  MIS,  ayant  im  angle 
égal  compris  entre  côtés  proportionnels,  sont  semblables; 
d'où  il  suit  que  Tangle  IMS  est  égal  à  a ,  et  que  MSI  ou 
TMA  est  égal  à  6. 

La  tangente  fait  donc  avec  chacun  des  côtés  MA^  MB 
un  angle  égal  à  celui  que  l'autre  fait  avec  la  base  AB, 
comme  cela  est  évident  par  la  mesure  des  angles. 

82.  Spirale  d'^rchimède.  —  Soient  OX  (fig^  34)  la 
direction  à  partir  de  laquelle  on  compte  les  angles  ©5  O  le 
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pôle,  M  un  point  quelconque  de  la  courbe,  OM  =  r, 
et  a  une  ligne  donnée^  l'équation  de  cette  courbe  est 

Tangle  OMT  de  la  tangente  avec  OM  est  donné  par  la 
formule  générale 

tartgw  r=  /•lim.  -• 

Or,  d'après  l'équation  delà  spirale,  on  a 

k  ■=iah\ 
donc,  iù  étant  OMT, 

langOMT  —  -  =  ô. 

Si  Ton  mène  la  normale  MN  et  la  perpendiculaire  NOT 
à  OM,  les  lignes  OT,  ON  sont,  dans  le  système  des  coor- 
données polaires ,  la  sous-tangente  et  la  sous-normale  : 
dans  le  cas  actuel ,  on  aura 

OT  =  rtangOMT=rÔ,      ON  =  ^  =  ^• 

La  sous-normale  est  donc  constante,  ce  qui  donne  une 
construction  bien  simple  de  la  normale  et,  par  suite,  de 
la  tangente. 

Le  rayon  vecteur  OM  augmentant  indéfiniment  avec  0, 
et  ON  restant  constant,  l'angle  OMN  tend  vers  zéro;  le 
rayon  vecteur  tend  donc  indéfiniment  à  être  perpendi- 
culaire à  la  tangente,  sans  le  devenir  jamais. 

Archimède,  au  lieu  de  la  sous-normale,  avait  cherché 
la  sous-tangente;  il  avait  démontré  que  sa  longueur  était 
égale  à  l'arc  de  cercle  MR  décrit  de  O  comme  centre 
avec  OM  pour  rayon,  et  terminé  à  l'axe  OX,  ce  qui  n'est 
autre  chose  que  r^ ,  comme  nous  l'avons  trouvé. 
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83,  Spirale  logarithmique.  —  L'équation  de  celle  spi- 
rale est,  en  désignant  par  m  une  ligne  donnée,  el  par  a 
un  nombre  que  nous  supposerons  plus  grand  que  l'unité, 

e 
r  ==  ma  . 

En  considérant  les  valeurs  négatives  de  Q  comme  devant 
être  portées  en  sens  contraire  des  positives,  on  a  une 
infinité  de  spires  convergeant  vers  le  point  A  (fig.  55) , 
qu  on  nomme  pour  cela  asymptô tique.  Les  valeurs  posi- 
tives de  B  donnent  une  infinité  de  spires  qui  s'agrandissent 
indéfiniment.  Pour  avoir  Tangle  AMT  de  la  tangente  avec 
le  rayon  vecteur  AM,  il  faut  chercher  la  limite  du  rap- 
port des  accroissements  k  et  h  de  r  et  9,  et  diviser  r  par 
cette  limite. 

Or  on  a 

/•  e  a^—  i 

-  =  ma   .        —  , 
h  h 

et  nous  avons  fait  voir  (n*^  36)  que  la  limite  d'une  expres- 
sion de  la  forme >  lorsque  u  tend  vers  zéro,  est  p-fe-  • 

u  ^  loge 

Il  en  resuite  que  lim.  — —  =  p^-  =  /a,  en  désignant  par 

la  caractéristique  /  les  logarithmes  pris  dans  la  base  de 

Néper;  et,  par  conséquent ,  lim-T  ==  'wa  la. 

On  aura  donc 

tangAMT  =  7—; 
i  .a 

ainsi  tous  les  rayons  partant  de  A  sont  également  incli- 
nés sur  la  spirale. 

Exemple  ou  F  on  n'emploie  pas  l'équation  de  la  courbe 

84.  Cycloïde.  —  D'après  la  génération  de  celte  courbe^ 
nous  avons  vu  (n^  37)  qu'il  fallait ,  pour  en  avoir  uu 
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point  quelconque  M  (Jîg.  1 1) ,  prendre  à  partir  de  son  ori- 
gine A  une  longueur  arbitraire  AT,  tracer  le  cercle  géné- 
rateur tangent  en  T  à  l'axe  AB  et  prendre  l'arc  TM  égal  à 
AT.  Ces  deux  lignes  AT  et  TM  constituent  bien  un  système 
de  coordonnées,  dans  le  sens  le  plus  général  du  mot,  et 
l'équation  dé  la  courbe  serait  TM  =  AT  ;  mais  les  équa- 
tions seraient  si  compliquées  en  l'employant  pour  d'au- 
tres courbes,  que  nous  n'avons  pas  du  le  considérer  dans 
les  méthodes  générales  eifposées  précédemment. 

Nous  avons  vu  encore  que,  pour  passer  du  point  M  à 
un  autre  point  M',  il  suffisait  de  prendre  sur  le  cer- 
cle TM  un  arc  MI ,  mener  par  I  une  parallèle  à  AB  et 
prendre  IM'  =  MI . 

Cela  posé,  menons  les  cordes  MI ,  MM'^  la  tangente  en 
M  à  la  cycloïde  sera  la  limite  de  la  direction  MM';  et  la 
limite  de  la  direction  MI  sera  la  tangente  au  cercle  TM. 
Mais  dans  le  triangle  MIM',  le  rapport  des  sinus  des 

M'I 

angles  en  M, M'  est  celui  des  côtés  MI,  IM'  ou  ^^p  ;  et  la 

Ml 

limite  de  ce  dernier  ne  sera  pas  changée  si  l'on  remplace 

la  corde  MI  par  l'arc  de  cercle  sous-tendu,  dont  le  rap- 

port  à  la  corde  a  pour  limite  l'unité.  Mais  — =  =  i  : 

^  ^  arc  MI 

donc  la  limite  du  rapport  des  sinus  de  M  et  M'  est  i ,  et 

par  conséquent  les  limites  des    sinus   sont  égales  -,  et 

comme  l'angle  I  de  ce  triangle  a  pour  limite  celui  de  la 

tangente  en  M  au  cercle  avec  MB,  il  en  résulte  que  lis 

limites  des  deux  angles  M,  M'  sont  égales  à  la  moitié  du 

supplément  de  ce  dernier,  ou  à  Tangle  UMQ.  Donc  MU 

est  la  tangente,  et  MT  la  normale. 

85.  Conchùïde,  —  Supposons  que  d'un  point  donné  A 
[fie'  2^)  ^^  niène  à  un  point  quelconque  M  d'une  courbe 
donnée  une  droite  sui'  laquelle  on  porte  une  longueur 
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constante  MN,  on  formera  une  nouvelle  courbe;  on  pro- 
pose de  lui  mener  la  tangente  NU  en  un  point  quelcon- 
que N,  connaissant  la  tangente  MT  au  point  correspon- 
dant M  de  la  première. 

Soient  M',  N'  deux  points  correspondants  des  deux 
courbes ,  infiniment  voisins  de  M  et  N  ;  il  s'agit  d'avoir  la 
limite  de  la  direction  de  la  droite  NN'5  décrivons  de  A 
comme  centre  les  ajcs  MH,  NK;  comme  M'K'  =  MN,  on 
aura  HM'=KN'.  Dans  les  triangles  rectilignes  MM' H, 
NN'  K,  les  angles  H,  K  ont  pour  limites  des  angles  droits  ; 
Tangle  M'  a  pour  limite  TMA,  N'  a  pour  limite  UN  A  ,  et 
c'est  ce  dernier  qu'il  faut  déterminer. 
Or  on  a 

sinN^  _NK        sin  M^  _  MH 
iïSN"""KN''     sin  M  "^  HM' ' 


d'où 


NK  :  MH  :  :  AN  :  am  , 


sinN      sin  M 
et  passant  aux  limites , 

UngUNA  :  tangTMA  ::  AN  :  AM. 

Connaissant  tangUNA,  on  construira  facilement  la 
tangente  NU. 

Lorsque  la  courbe  donnée  se  réduit  à  une  ligne 
droite  XY,  la  seconde  devient  celle  qu'on  appelle  con- 
choïde,  imaginée  par  Nicomède  pour  la  construction 
du  problème  des  deux  moyennes  proportionnelles.  Dans 
ce  cas,  l'aqgle  TMA  (fig.  ^j)  est  XMA,  et  sa  tangente  est 

y  AB  étant  perpendiculaire  sur  XY.  La  proportion 

BM 

précédente  devient  alors 

tangUNA  :  ^S  -'  ^^^  •  ^^^'  •'  ^Q  •  ""^'^ 

dM 
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d'où 

tangUNA  =  ^. 

Si  donc  on  prend  BE  =  AQ ,  BME  sera  Tangle 
cherché  UNA. 

86.  Cjssoïde,  —  Soient  AB  (Jig>  38)  le  diamètre  d'nn 
cercle  donné*,  BU  sa  tangente  en  B;  AV  une  sécante 
quelconque  partant  de  A-,  M  son  point  de  rencontre 
avec  le  cercle.  Si  l'on  prend  "VN  =  AM ,  le  lieu  des 
points  N  est  la  cjssoïde  de  Diodes,  que  ce  géomètre 
d'Alexandrie  imagina  encore  pour  le  problème  des  deux 
moyennes. 

Soit  la  sécante  infiniment  voisine  AM'N'V'^  NN' 
sera  la  sécante  k  la  cyssoïàe,  et  sa  limite  sera  la  tangente 
cherchée. 

Décrivons  de  A  comme  centre  les  arcs  de  cercle  M'H  ^ 
NI,  VK  j  le  point  en  passant  en  N'se  sera  éloigné  de  A 
de  la  quantité  KV  +  MH  5  puis,  qu  on  porte,  à  partir 
de  l'extrémité  "V'  qui  s'est  éloignée  de  la  quantité  KV, 
une  longueur  moindre  que  AM  de  MH. 

Dans  le  triangle  rectiligne  NIN',  l'angle  I  tend  vers 
un  angle  droit,  et  par  conséquent  les  deux  autres  N,  N' 
vers  des  limites  complémentaires  ;  il  en  sera  de  même  dans 
les  triangles  MM'H,  NN'I,  en  H  et  K.  Or  on  a 


siD  N 

IN'      HM-hKV     HM 

HM    M' H 

HM    AM' 

sinN' 

"■  IN  "■         IN         'IN 
KV       KV    KV 
IN  "  KV     IN 

M'H     IN 
KV    AV 
""KV  *  an' 

M'H    AN  ' 

Considérons  maintenant  les  triangles  rectilignes  M^HM, 
KW,  et  représentant  leurs  angles  par  la  seule  lettre  du 
sommet,  on  aura 

HM   _  sinM'       KV  _  sin  V 
SFh  ■"  "sirTST '     KV"  ~"  siiTr* 
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Cela  posé,  désignons  par  o)  la  limite  de  Tangle  N\  ou 
Tangle  de  la  tangente  à  la  cyssoïde  avec  son  rayon  vec- 
teur AN,  et  par  9  l'angle  MAB;  nous  trouverons  immé- 
diatement, en  pasisant  aux  limites, 

^M  ,       «  .   AV^       '        <AM4-AV)    AI3 
eot«=.  — tangos- tango  =  —^^jj^ ÂM'   . 

ce  qui  se  construira  facilement. 

87.  Quadratrice.  —  Soient  A  (Jig.  ig)  le  centre  d'un 
cercle,  CB  un  quadrant.  Supposons  un  rayon  qui  se 
meuve  uniformément  de  AB  en  AC ,  et  une  ligne  qui  se 
•meuve  parallèlement  à  AB  d'un  mouvement  uniforme, 
en  partant  de  cette  première  position  en  même  temps 
que  le  rayon  mobile  et  arrivant  en  même  temps  que  lui 
en  C;  les  intersections  successives  de  ces  deux  lignes 
mobiles  forment  un  lieu  qu'on  nomme  U  quadratrice  : 
elle  porte  le  nom  de  Dinostrate ,  soit  que  ce  géomètre 
l'ait  imaginée,  soit  seulement  qu'il  l'ait  appliquée  à  la 
quadrature  du  cercle. 

Cela  posé ,  proposons-nous  de  m^ner  la  tangente  en 
un  point  quelconque  M  de  cette  courixe.  Soit  M'  un  point 
infiniment  voisin,  de  la  même  courbe-,  ils  agit  de  trouver 
la  limite  de  la  direction  MM',  ou  la  limite  de  Tangle 
M'MP.  Abaissons  M'I  perpendiculaire  sur  MP.  D'apnès 
la  loi  du  mouvement  angulaire  de  AN,  et  du  mouvemeoi 
de  translation  de  PM,  on  aura  la  proportion 

M'AM:-::rP:AC::M'i:AC. 

2 

Or 

M'I  =  M'MsinM'MI, 

siuM'AM 


M'M  =  AM 


sinAM'M' 
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donc 

M^I       _  AMsinM^MI 
sinM'AM  "~     sinAM'M 

Prenons  les  limites  des  deux  membres.  On  pourra,  sans 
changer  celle  du  premier,  remplacer  le  sinus  par  Tangle, 
et,   d'après    la  première    proportion,   on   trouve   pour 

résultat • 

Désignons  par  w  la  limite  de  l'angle  M' MI,  celle  de 
AM'M  sera  PMN  — w,  et  Ton  aura 

sin  oj  2  AC 


sin(PMN  — w)        îtAM 

Cette  équation  donne  immédiatement  la  valeur  de  tang  co. 
Mais  elle  fournit  aussi  une  construction  simple  de  la 
tangente,  puisque  cette  ligne  divise  l'angle  connu  PMN 
en  deux  parties  dont  le  rapport  des  sinus  est  connu  et 
égal  à  celui  du  cercle  au  quart  de  sa  circonférence.  Il 
suffit  de  déterminer  un  point  dans  cet  angle  tel ,  que  le 
rapport  des  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  les 
deux  côtés  de  Tangle  soit  celui  de  deux  lignes  données, 
ce  qui  n'offre  aucune  difficulté. 

La  solution  de  ce  problème  dépend ,  comme  on  le  voit , 
du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  ou  de  la 
quadrature  du  cercle. 

Lorsque  le  rayon  AN  a  décrit  un  angle  droit,  il  est 
évident  que  le  point  M  se  trouve  en  C  ^  l'angle  PMN 
devient  droit  et  l'équation  ci-dessus  devient 

tang  &>  =  -  > 

ce  qui  donne  la  direction  de  la  tangente  en  C. 

Si  Ton  voulait  connaître  la  position  de  M  au  moment 
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du  départ^  où  les  deux  droites  mobiles  se  confondent 
avec  AB,  il  faudrait  chercher  la  limite  de  AM  quand 
l'angle  NAB  tendrait  vers  zéro.  Or  on  a,  pour  un  point 
quelconque  du  lieu,  en  désignant  Tangle  NAB  par  0  et 
AM  par  r, 

TT        sin  Ô 
La  limite  de  r  est  donc  - —  •,  et,  portant  cette  valeur 

TT 

de  A  en  S,  le  point  S  appartiendra  à  la  cyssoïde. 

exemples  de  la  détermination  des  points  d*une  courbe 
•     par  ses  tangentes, 

88.  P*^  Es^EMPLE.  —  On  donne  deux  points  fixes  B,  C 
iJ'S'  4<>)  silr  deux  droites  indéfinies  AX,  AY.  Une 
droite  MN  se  meut  de  manière  que  l'on  ait  constamment 
la  proportion  BM  :  MA  ::  AN  :  NC.  Trouver  la  courbe 
à  laquelle  elle  est  constamment  tangente. 

Pour  cela  on  cherchera  : 

1°.  La  limite  du  point  de  rencontre  d'une  quelconque 
do  ces  droites  avec  les  droites  infiniment  voisines^ 

2®.  Le  lieu  de  ces  points  limites,  pour  toutes  les  posi- 
tions de  MN. 

1°.  Soient 

AC  =  a,     AB  =  b,     AN  =  Uy     AM  =  p, 
on  aura,  pour  toutes  les  positions  de  MN, 

b  —  ç  \  v/,\  u  l  a  —  u,     d'où     «c  -f-  ftw  =  «^ , 
et  pour  la  position  M'N',  on  aura 

«  (  i;  —  M  '  M  )  4- .  ^  (  « -h  N  N  '  )  =  «  ft  ; 


ii8 
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d'oà  résulte 

.     i.NN'- 

m:  M       b 
«MM  =  o    ou     jjjp  =  -. 

et  le  point  O',  limite  de  O ,  sera  déterminé  par  la  lî- 

.       ,  MO 

mite  du  rapport  -— • 


Si  par  M^  on  mène  une  droite  M'I  parallèle  à  AX^  la 
ttiie  de  ^  sera  précisément  la  même  que  celle  de  — 


ou  -zrfrri  \  ct  l'ou  aura  cette  suite  d^égalités 

ON  ""  NN'  "^  M' M*  NIS'  ""  Tu' 

Donc 

M0^_^ 
NO'  '^  av' 

a^.  Les  coordonnées  x^j  du  point  O'  ainsi  déterminé, 
satisferont  aux  proportions  suivantes  : 

JF  :«  —  .«::  ^w  :  ni» 

et 

•*  -^  J  î  7"  '  •  •*  *.  «  —  •*»     ou     a)^  -+-  i>x  s=:  tf  «». 

Eliminant  u  et  y  entre  ces  deux   équations  et  la  pre- 
mière a^'  -t-  An  =  a6 ,  on  trouve  pour  équation  du  lieu 

[ay — bx  —  ahy:=i  ^ab^x 
ou 

{ax  —  bxy  —  2fl'  by  —  2  ab^x  -h  a^b^z=  o, 

ce  qui  détermine  une  parabole  tangente  £n  6  et  C  aux 
deux  droites  AY,  AX. 

89.   2®  Exemple.  —  Une   droite  mobile  MN   coupe 
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deux  droites  fixes  AX,  A  Y  de  telle  sorte,  que  AM  +  AN 
soit  égale  à  une  constante  a.  Trouver  la  courbe  à  la- 
quelle elle  est  constamment  tangente. 

Si  Ton  pose  AN  =  u,  AM  =  v^  la  condition  donnée 
sera  exprimée  par  Féquation 


La  droite  MN  est  donc  déterminée  par  une  équation 
qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  précédente ,  et  cor- 
respond à  6  =  a. 

La  solution  de  la  question  proposée  s'obtiendra  donc 
en  faisant  b  =  a  dans  celle  de  la  précédente,  ce  qui  don- 
nera 

90.  3®  Exemple.  —  La  droite  MN  (fig.  4*)  se  meut  de 
telle  sorte,  que  le  triangle  AMN  qu'elle  détermine  par  ses 
intersections  avec  les  lignes  données  AX ,  AY  ait  une  aire 
constante  ]  on  demande  la  courbe  à  laquelle  elle  est  con- 
stamment tangente. 

Pour  cela,  il  faudra  d'abord  déterminer  la  limite  I  du 
point  où  cette  droite ,  dans  une  quelconque  de  ses  posi- 
tions ,  est  rencontrée  par  une  droite  qui  s'en  approche 
indéfiniment,  en  satisfaisant  constamment  à  la  condition 
de  l'aire  invariable  ^  et  ce  point  I  étant  connu ,  pour  une 
position  quelconque  de  MN ,  on  cbercbera  le  lieu  do  ses 
points,  pour  toutes  les  positions  de  cette  droite. 

I®.  Soit  O  l'intersection  de  la  droite  MN  par  une  autre 
infiniment  voisine  M'N'. 

Les  deux  triangles  MOM',  NON'  seront  équivalents,  et 
comme  ils  ont  l'angle  égal  O,  on  aura 

MO.M'0=NO.N'0, 
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etpassant  à  la  limite, 

Le  point  I  est  donc  le  milieu  de  MN. 

tP.  Pour  avoir  le  lieu  des  points  I  relatifs  à  toutes  les 
positions  que  prend  MN,  en  supposant  que  le  triangle 
AMN  soit  constant ,  ou  que  l'on  ait  A  M .  AN  =  m*  5  soient 
jc,  y  les  coordonnées  de  I,  on  aura 

AM  =  27,     AN=2j:, 
et  par  suite 

^xy  =:  w'     ou     xy  =:  -^« 

Le  lieu  est  donc  une  hyperbole  ayant  pour  asymp- 
totes AX ,  AY. 

91.  4^  Exemple.  —  Une  droite  MN  (^^.42),  qui 
a  une  longueur  constante  m ,  se  meut  de  manière  que 
ses  extrémités  restent  sur  les  côtés  d'un  angle  droit 
YAX*,  on  demande  la  courbe  à  laquelle  elle  est  toujours 
tangente. 

Soit  M'N'  une  position  infiniment  voisine  de  MN,  ces 

lignes  se  coupent  en  O,  et  il  s'agit  de  trouver  la  limitai 

de  ce  point.  On  la  connaîtra  si  l'on  détermine  la  limite 

,  MO       .  MI 

du  rapport  -^  qui  ne  sera  autre  que  -^  • 

Si  de  O ,  comme  centre ,  on  décrit  les  arcs  de  cercle 
M' H ,  NK ,  on  aura  MH  =  KN',  puisque  M'N'=  MN  ; 

et  comme  le  rapport  — -  a  évidemment  la  même  limite 

HO 
que  p~^5  il  suffit  de  connaître  cette  dernière  qui  est  la 

même ,  d'après  les  triangles  semblables,  que  celle  du  rap- 
port des  cordes  M' H,  NK.  Or  ce  dernier  est  facile  à  obte- 
nir au  moyen  des  triangles  rectilignes  infiniment  petits 
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MM'H,  NN'K.  Si  l'on  désigne  leurs  angles  par  la  lettre 
du  sommet ,  on  aura 


d'où 


M'H 

MH  " 

sinM 
sinM' 

sinN' 
'~  sinN 

M'H: 

NK:: 

sin  M  ^ 
sinM" 

sinN' 
sinN 

Mais  les  angles  H  et  K  ayant  pour  limite  des  angles  droits, 
les  limites  de  leurs  angles  aigus  sont  complémentaires. 
Ainsi  la  limite  de  M  '  est  le  complément  de  M  -,  d'ailleurs 
la  limite  de  N'  est  MNA  5  donc  la  limite  de  N  sera  com- 
plément de  MNA.  De  sorte  quen  égalant  les  limites  des 
rapports  de  la  dernière  proportion ,  on  aura 


,.      M'H  tangM         ^       ,„ 


donc 


MI_AN 

Ceci  donne  une  construction  facile  du  point  I-,  car  si 
on  abaisse  de  A  une  perpendiculaire  AP  sur  MN ,  le  rap- 

•  AN 

port  des  deux  segments  NP,  PM  étant  — ^  sera    égal   à 

AM 

—  et,  par  conséquent,  NI  =  MP5  le  point  P  détermine 

donc  immédiatement  le  point  I  du  lieu  cherché. 

L'équation  précédente    donne,    en    remarquant   que 

ÂN-V  Âm'=  m*  et  MI  +  IN  =  m. 


^^       AN        ^^       AM 

MI  = 9     NI  = : 

m  m 


«  _MI 

AN~  »i' 

y     NI 

AM~iii' 

AM 
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d'où  il  est  facile  de  déduire  les  cordonnëes  x,  /  du  point 
M ,  car  on  a 


donc 


et  Ton  aura  l'équation  entre  j:,  y  en  éliminant  AM ,  AN 

entre  ces  deux  équations  et  la  suivante  AM  4-  AN  =  m*. 
On  trouve  immédiatement 


qui  est  Téquation  du  lieu  demandé. 

92.  Il  peut  se  faire  que  les  considérations  géométriques 
soient  moins  commodes  que  le  calcul  algébrique ,  et  voiçî 
la  marche  qu'il  faut  suivre  alors. 

L'équation  générale  des  droites  données  renferme  un 
paramètre  qui  change  de  Tune  à  l'autre.  Soit  a  ce  para- 
mètre; cette  équation  sera  donc  de  la  forme 

F  ety* désignant  des  fonctions  connues. 

Changeant  a  en  a  +  A  ?  on  aura  l'équation  d'une 
droite  voisine ,  qui  sera 

l'abscisse  du  point  de  rencontre  sera  donc  donnée  par  l'é- 
quation suivante  : 

a:  [F  («  -h  /i)  -  F (fl)]  -h/(«  -¥  h)  -f[a)  =  o. 
Il  faut  maintenant  faire  tendre  h  vers  zéro  et  chercher 
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la  limite  de  x^  ce  sera  l'abscisse  du  poÎBt  cherché ,  et 
réquation  de  la  droite  fera  connaître  par  suite  l'ordonnée. 
Mais  si  on  laissait  Péquation  sous  cette  forme,  elle 
n'apprendrait  rien  en  prenant  les  limites  de  ces  deux 
membres  ,  puisqu'on  ne  trouverait  autre  chose  que  0  =  0. 
Le  plus  ordinairement  il  est  facile  de  voir  les  réductions 
qui  s'opèrent  par  les  soustractions  indiquées ,  et  on  re- 
connaît un  facteur  commun  h  à  tous  les  termes  ;  en  le 
supprimant  et  passant  aux  limites  des  deuiTmembres ,  on 
obtient  alors  la  valeur  limite  de  x.  Mais  rien  n'est  plus 
facile  que  de  formuler  le  résultat  en  général.  En  effet  ^  si 
l'on  divise  par  h  tous  les  termes  de  la  dernière  équation , 
et  qu'on  prenne  ensuite  les  limites,  ou  trouvera,  d'après 
la  définition  de  la  notation  des  dérivées  des  fonctions, 

j;F'(fl)-h/'(fl)  =  o. 

Cette  équation  jointe  à  la  première j^  =  »r  F  (a)  +  F  (a) , 
détermine  les  deux  coordonnées  du  point  du  lieu,  et 
réquation  du  lieu  lui-même  résultera  de  l'élimination 
de  a  entré  ces  deux  équations.  Si ,  pour  la  facilité  des 
calculs,  on  ne  réduisait  pas  à  l'unité  le  coefficient  dej^,^ 
on  aurait  trois  fonctions  de  a  au  lieu  de  deux ,  et  Ton 
procéderait  d'une  manière  tout  à  fait  semblable. 

Prenons ,  par  exemple,  le  cas  traité  précédemment,  où 
les  droites  mobiles  jouissent  de  la  propriété  de  détermi- 
ner sur  les  côtés  d'un  angle  YAX  des  segments  dont  la 
somme  soit  égale  à  une  constante  a. 

Si  l'on  désigne  par  ol  le  segment  de  l'axe  des  x,  l'autre 
sera  a  —  a ,  et  l'équation  générale  des  droites 

ay  -\-  [a  —  a  )  j:  =  a  (a  —  a)  ; 

changeant  a  en  a  -|-  A,  il  vient,  en  retranchant  les  deux 
équations  membre  à  membre , 

y  h  —  xh  =  ah  —  2  ah  —  h^ , 
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OU ,  en  divisant  par  A , 

y  —  a;  =  a  —  2a  —  h. 

Cette  équation,  conjointement  avec  la  première ,  déter- 
mine le  point  de  rencontre  qui  varie  avec  h.  On  aura  sa 
limite  en  supposant  /t  =  o  ;  ce  qui  réduit  la  seconde 
équation  à 

^  j  — a:  =  a  — 2a, 

et  Ton  voit  que  c'est  comme  si  Ton  avait  pris  les  dérivées 
par  rapport  à  a  de  tous  les  termes  de  la  première. 

L'élimination  du  paramètre  a  entre  ces  deux  équations 
donne  l'équation  suivante  : 

qui  est  celle  du  lieu  et  coïncide  avec  celle  qui  a  été  trou- 
vée dans  le  second  exemple.  Nous  généraliserons  ces  théo- 
ries par  la  suite;  nous  nous  écarterions  de  notre  objet 
en  nous  y  arrêtant  plus  longtemps. 
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CHAPITRE   XIV. 

DE  LA  LONGUEUR  DES  LIONES  COURBES,  ET  DE  L'aIRE 
DES  SURFACES   COURBES. 


93.  Longueur  des  courbes.  —  La  notion  de  longueur 
est  une  de  celles  qui  ne  sont  pas  susceptibles  de  défini- 
tion; mais,  comme  nous  avons  déjà  eu  plusieurs  fois  oc- 
casion de  le  dire ,  ce  qu'il  est  toujours  indispensable  de 
définir,  c'est  Fégalité  et  Taddition  des  quantités  que  Ton 
considère,  sans  quoi  elles  ne  pourraient  donner  lieu  à  au- 
cune comparaison  ni  raisonnement  précis. 

L'égalité  en  géométrie  se  définit  par  la  possibilité  de  la 
coïncidence.  Il  n'y  â  donc  aucune  difficulté  à  se  faire  idée 
de  droites  égales  ou  d'arcs  égaux  dans  des  cercle^  de  même 
rayon.  L'addition  se  faisant  en  portant  les  lignes  à  la  suite 
les  unes  des  autres  dans  des  directions  arbitraires,  on 
conçoit  ce  que  c'est  qu'une  ligne  brisée  double,  triple 
d'une  autre,  ^t  en  général  dans  i^n  rapport  quelconque 
avec  une  autre  ligne  droite  ou  brisée.  Il  en  est  de  même 
pour  les  arcs  de  cercles  de  même  rayon ,  comparés  entre 
eux. 

Mais  quand  il  s'agît  de  lignes  courbes  quelconques , 
l'égalité  ne  peut  plus  exister;  la  superposition  étant  im- 
possible ,  il  peut  tout  au  plus  y  avoir  équwalence.  Mais 
qu*est-ce  que  deux  arcs  équivalents;  et  en  particulier 
qu'esO-ce  que  la  longueur  d'un  arc  de  courbe  rapportée  à 
une  ligne  droite?  La  définition  générale  au  moyen  de  la- 
quelle la  notion  de  longueur  est  ramenée  au  cas  de  la  ligne 
droite,  est  la  suivante  : 

La  longueur  d^un  arc  de  courbe  est  la  limite  vers 
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laguelle  tend  le  périmètre  d^un  polygone  inscrit  dans 
cet  arc ,  et  dont  les  côtés  tendent  indéfiniment  "vers 
zéro. 

Mais  il  faut  démontrer  que  cette  limite  existe  et  est 
unique,  quelle  que  soit  la  loi  suivant  laguelle  les  côtés 
de  ce  polygone  tendent  vers  zéro.  Nous  pouvons  supposer 
que  l'arc  soit  convexe  dans  toute  son  étendue,,  c'est-à-dire 
ne  puisse  être  coupé  par  une  droite  en  plus  de  deux 
points.  S^il  en  était  autrement,  on  le  partagerait  en  plu- 
sieurs parties  séparément  convexes  :  il  en  sera  de  même 
des  poly^nes  inscrits,  dette  condition  n'est  nullement 
indispensable,  mais  elle  fieicilite  les  raisonnements. 

Cela  posé,  concevons  d'abord  qu'il  n'y  ait  que  deux 
cordes  inscrites  dans  l'arc  convexe  que  l'on  considère  *, 
puis  inscrivons-en  deux  dans  chacune  des  deux  subdivi* 
sions  de  cet  arc ,  et  de  même  deux  dans  cbaeune  des  nou- 
velles subdivisions,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment,  éie 
sorte  que  le  nombre  des  câiés  soit  exprimé  par  la  formule 
a",  n  croissant  indéfiniment.  Le  périmètre  croîtra  con- 
stamment; et  comme  on  peut  facilement  assignear  une 
quantité  finie  au-dessous  de  laquelle  il  reste  toujours,  il 
tendra  évidemment  vers  une  certaine  limite^  Il  reste  à  dé- 
montrer que  tout  autre  mode  de  division  de  Tare  condui- 
rait à  la  même  limite. 

Considérons,  en  effet,  deux  polygones  inscrits  ayant 
les  côtés  extr^nement  petits,  l'un  appartenanX  à  la  série 
que  nous  venons  de  désigner,  et  le  second  correspondant 
à  toute  autre  loi  d^inscription;  menons  des  ordonnées  par 
cous  les  sommets  de  l'un  et  de  l'autre  :  les  deux  périmètres 
seront  partagés  par  ces  ordonnées  en  un  même  nombre  de 
parties ,  et  celles  qui  sont  comprises  entre  deux  ordonnées 
consécutives  ont  un  rapport  datant  plus  près  de  l'unité, 
que  les  côtés  seront  plus  petits  \  car  leurs  directions  diffé- 
reront infiniment  peu  de  celle  de  la  tangente  voisine.  D'où 
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il  suit  que  le  rapport  des  deux  périmètres  tend  indéfini- 
ment vers  Tunité  à  mesure  que  les  côtés  tendent  vers  zéro. 
La  limite  obtenue  par  le  premier  mode  de  subdivision  est 
donc  la  même  que  pour  tout  autre. 

11  est  bon  d^<^server  qu'on  trouverait  encore  la  même 
limite  si  les  sommets  du  polygone  n  étaient  pas  sur  la 
courbe  même,  mais  en  étaient  infiniment  voisins,  et  que 
les  côtés  eussent  toujours  pour  limites  de  leurs  directions 
celles  des  tangentes  aux  points  infiniment  voisins.  On 
pourrait  encore  consîdâ^er  des  polygones  circonscrits  à  la 
courbe  ;  on  pourrait  même  prendre  une  suite  de  lignes  sé- 
parées les  unes  des  autres.  Imaginons,  par  exemple,  des 
parallèles  qui  tsoupent  l'arc  de  courbe  et  soient  infiniment 
voisines  les  unes  des  autres  -,  si  par  chaque  point  de  divi* 
sion  on  mène  une  tangente,  la  suite  discontinue  des  por^- 
tions  de  ces  tangentes  comprises  entre  le  point  de  contact 
et  la  parallèle  voisine  aura,  d'après  les  raisonnements 
précédents,  la  même  limite  que  le  périmètre  inscrit.  Ce 
procédé  a  été  employé  par  Fermât.  On  trouverait  encore 
bien  d'autres  manières  de  parvenir  à  la  même  limite  par 
des  sommes  de  lignes  droites;  la  seuLe  condition  néces- 
saire est  que  ces  sommes  et  les  périmètres  inscrits  se 
composent  d'éléments  correspondants  dont  le  rapport  ait 
Funité  pour  limite. 

REMÀKQim.  —  Tout  polygone  circonscrit  à  un  arc  de 
courbe  com^exe  est  plus  grand  que  cet  arc.  Car  si  entre 
deux  points  de  contact  consécutifs  quelconques  on  mène 
une  tangente,  il  en  résultera  un  polygone  circonscrit  d'un 
périmètre  moindre  que  le  précédent.  En  agissant  de  même 
pour  ce  nouveau  polygone,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment, 
le  périmètre  de  ces  polygones  va  toujours  en  diminuant 
et  a  pour  limite  la  longueur  de  l'arc.  Donc  cette  longueur 
est  moindre  que  celle  du  polygone  circonscrit  quelconque 
d'où  l'on  était  parti.  Un  raisonnement  analogue  prouve 
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que  la  longueur  de  rare  est  plus  grande  que  cette  de  tout 
polygone  inscrit, 

n  résulte  de  là  que  tout  arc  convexe  est  moindre  qu'une 
ligne  quelconque  qui  Fenveloppe,  en  partant  des  mêmes 
extrémités.  Il  suffit  en  effet  de  concevoir  un  polygone  cir- 
conscrit au  premier  arc  et  ayant  les  côtés  assez  petits 
pour  n'avoir  aucun  point  commun  avec  le  second  et  un 
polygone  inscrit  à  celui-ci  et  qui  enveloppe  le  premier. 
Ce  dernier  sera  moindre  que  celui  qui  Fenveloppe,  comme 
on  le  prouve  dans  la  géométrie  élémentaire;  donc,  à  plus 
forte  raison ,  Tare  inscrit  sera'  moindre  que  Tare  circon- 
scrit au  plus  grand  polygone. 

On  verrait  de  la  même  manière  qu'une  courbe  convexe 
fermée  est  moindre  que  toute  ligne  qui  l'enveloppe. 

Voici  encore  une  remarque  qui  n'est  pas  sans  utilité. 
Soient  AB  (fig*  43)  un  arc  convexe  quelconque,  AC  une 
droite  menée  de  l'extrémité  A  et  ayant  même  projection 
AP.sur  une  ligne  AI3.  Si  toutes  les  tangentes  de  A  en  B 
forment  avec  AU  des  angles  aigus  plus  petits  que  G  AU , 
la  longueur  AC  sera  plus  grande  que  celle  de  l'arc  AB. 
En  effet,  si  l'on  conçoit  un  polygone  circonscrit  à  AB  et 
dont  les  points  de  contact  extrêmes  soient  A  et  B ,  il  sera 
plus  grand  que  l'arc  *,  mais  il  sera  plus  petit  que  AC ,  car 
si  par  tous  les  sommets  on  mène  des  parallèles  à  PBC , 
les  parties  de  AC  comprises  entre  ces  parallèles  seront 
plus  grandes  que  les  côtés  correspondants  du  polygone 
qui  font  avec  AU  des  angles  aigus  plus  petits  ;  la  ligne  AC 
est  donc  plus  grande  que  l'arc  AB. 

On  verrait  semblablement  que  si  les  tangentes  en  tous 
les  points  de  A  en  B,  font  avec  AU  des  angles  aigus  plus 
grands  que  CAU ,  la  droite  AC  sera  plus  petite  que  l'arc 
AB.  Car  on  pourrait  inscrire  dans  l'arc  un  polygone  dont 
les  côtés  auraient  des  directions  assez  voisines  de  celles 
des  tangentes  pour  que  leurs   angles  avec  AU  fussent 
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plus  grands  que  C'AU.  Ce  polygone  serait  alors  plus 
grand  que  AC,  et,  à  plus  forte  raison,  l'arc  AB  le  serait 

aussi. 

94.  Aire  des  surfaces  courbes»  —  Nous  appellerons 
aire  d'aune  portion  de  surface  courbe ,  la  limite  vers  la-- 
quelle  tend  celle  d'un  polyèdre  inscrit  dont  les  faces 
sont  infiniment  petites  dans  tous  les  sens. 

Il  est  encore  nécessaire  de  démontrer  que  cette  limite 
existe ,  et  est  unique  quelle  que  soit  la  figure  des  faces  du 
polyèdre  et  la  loi  de  leur  décroissement. 

Pour  cela,  il  faut  admettre  la  notion  du  plan  tangent 
à  une  surface.  On  démontre  dans  la  géométrie  élémen- 
taire que  toutes  les  tangentes  à  une  surface ,  menées  par 
un  quelconque  de  ses  points,  sont  dans  un  même  plan ,  et , 
par  suite,  que  si  par  ce  point  et  deux  autres  infiniment 
voisins  pris  sur  la  surface  et  non  en  ligne  droite  avec  lui, 
on  fait  passer  un  plan,  ce  plan  tend  vers  une  limite  dé- 
terminée à  mesure  que  les  deux  points  variables  se  rap- 
prochent du  premier  5  ce  plan  limite  qui  contient  deux 
tangentes,  et  qui ,  par  conséquent,  ne  diffère  pas  de  celui 
qui  est  le  lieu  de  toutes  les* tangentes,  est  ce  qu'on  nomme 
le  plan  tangent.  Au  reste,  nous  reviendrons  plus  tard 
sur  ce  point. 

Cela  posé,  concevons  deux  polyèdres  inscrits  dont  les 
faces  aient  des  dimensions  infiniment  petites,  Tun  faisant 
partie  de  la  première  série  de  faces  triangulaires,  l'autre 
d'une  série  arbitraire.  Si  par  tous  les  côtés  de  ces  deux 
polyèdres  on  abaisse  des  plans  perpendiculaires  sur  un 
même  plan  fixe,  les  faces  se  trouveront  décomposées  en 
parties  planes  ayant  des  projections  égales  sur  le  plan 
fixe  et  qui  seront,  par  conséquent,  entre  elles  en  raison 
inverse  des  cosinus  des  angles  que  leurs  plans  forment 
avec  le  plan  de  projection.  Mais  ççs  plans  font  un  très- 
I.  9 
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petit  angle  entre  eux,  puisquils  ont  des  directions  très- 
voisines  de  celle  d'un  même  plan  tangent ,  et  la  limite  de 
leur  angle  est  zéro;  donc  la  limite  du  rapport  de  deux 
parties  correspondantes  quelconques  des  deux  surfaces 
polyédriques  est  l'unité  -,  donc  si  Tune  des  surfaces  tend 
vers  une  limite,  l'autre  tendra  v€rs  la  même» 

95.  Les  mêmes  raisonnements  prouveraient  que  l'aire 
d'un  polyèdre  circonscrit  dont  les  faces  ont  des  dimen- 
sions tendant  vers  zéro  a  la  même  limite  que  les  polyèdres 
inscrits.  Et  il  n'est  pas  même  nécessaire  qu'il  y  ait  con- 
tinuité dans  sa  surface;  on  pourrait,  par  exemple,  con- 
cevoir deux  séries  de  plans  parallèles  infiniment  voisins 
partageant  la  surface  en  parties  infiniment  petites  dans 
tous  les  sens ,  puis  par  un  point  pris  dans  chacune  de  ces 
parties  mener  un  plan  tangent  terminé  aux  quatre  plans 
entre  lesquels  se  trouve  le  point  de  contact.  La  surface 
discontinue  formée  par  l'ensemble  de  ces  parallélogram- 
mes tangents  aurait  encore  la  même  limite  que  toutes  les 
précédentes ,  et  Ton  pourrait  encore  varier  beaucoup  la 
loi  de  ces  surfaces  sans  cesser  de  trouver  pour  limite  Taire 
de  la  surface. 

U  suflSt  donc  de  démontrer  qu'au  moyen  de  l'un  de  ces 
procédés,  et  en  suivant  une  loi  particulier e ,  choisie  à  vo- 
lonté, on  tendrait  vers  une  limite  déterminée ,  pour  qu'il 
soit  établi  que  tout  autre  procédé  et  toute  autre  loi  don- 
neraient la  même  limite.  Or  c'est  ce  qu'il  est  facile  de 
faire  voir. 

En  effet,  concevons  un  plan  tel,  qu'en  y  projetant  la 
surface  donnée  il  ne  se  trouve  pas  deux  de  ses  points  ayant 
même  projection ,  ce  qui  est  toujours  possible  en  parta- 
geant, s'il  le  faut,  cette  surface  en  plusieurs  portions.  Sup- 
posons ensuite  une  série  de  plans  parallèles  entre  eux , 
perpendiculaires  au  premier  et  distants  les  uns  des  autres 
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d'une  quantité  infiniment  petite  a ,  puis  une  seconde  sé- 
rie de  plans  parallèles ,  distants  les  uns  des  autres  d'une 
quantité  infiniment  petite  S,  perpendiculaires  au  premier 
plan  de  projection  ainsi  qu'à  ceux  de  la  première  série. 
La  surface  se  trouvera  décomposée  en  parties  dont  la  pro- 
jection sera  égale  à  aS;  et  si  en  un  point  d'une  de  ces 
parties  on  mène  le  plan  tangent  et  qu'on  désigne  par  co 
Pangle  qu'il  fait  avec  le  plan  de  projection,  la  partie  de 
ce  plan  comprise  entre  les  quatre  plans  infiniment  voi- 

sins  qui  partent  de  la  base  «6  aura  pour  mesure 

Elle  sera  donc  égale  au  volume  d'un  parallélipipède  qui 

aurait  même  base  «6  et  pour  hauteur  •  Si  donc  à 

*•  .  cos» 

chaque  point  de  la  surface  on  fait  correspondre  sur  la 

même  ligne  projetante  un  point  ayant  pour  ordonnée 

z  = >  on  engendrera  ainsi  une  seconde  surface  dont 


cos  6) 


la  projection  sera  terminée  au  même  contour.  Le  volume 
compris  entre  cette  surface  et  le  cylindre  qui  a  pour  base 
sa  projection  est,  comme  nous  l'avons  vu,  la  limite  de  la 
somme  des  parallélipipèdes  za^  ,  dont  les  bases  a6  sont 
prises  dans  toute  Fétendue  de  la  base  du  cylindre  \  ce  vo- 
lume peut  donc  être  représenté  par  lim.S ,  cette 

somme  n'étant  autre  que  celle  qui  se  rapporte  aux  aires 
des  parallélogrammes  situés  dans  les  plans  tangents  à  la 
surface.  Donc  enfin  celle-ci  a  une  limite,  comme  nous 
nous  proposions  de  le  démontrer. 

La  définition  qiie  nous  avons  donnée  de  l'aire  des  sur- 
faces courbes  est  donc  indépendante  de  toute  loi  d'inscrip- 
tion ou  de  circonscription  des  facçs  planes ,  et  conduit  à 
une  valeur  unique  et  déterminée,  exprimable  en  unités  de 
surfaces  comme  les  surfaces  planes  elles-mêmes. 

9- 
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Il  est  bon  de  remarquer  qu'on  trouverait  encore  la 
même  limite  si ,  au  lieu  de  s'assujettir  à  prendre  des  faces 
planes,  on  prenait  des  surfaces  courbes  variables  telles, 
que,  pour  les  points  situés  sur  une  même  ligne  perpendi- 
culaire au  plan  fixe  de  projection,  les  plans  tangents  à  ces 
surfaces  et  à  la  proposée  fissent  entre  eux  des  angles  in- 
finiment petits.  Car  les  faces  planes  qu'on  circ<jpscrirait 
à  ces  surfaces ,  auraient  un  rapport  aussi  près  de  Tunité 
qu'on  voudrait  avec  les  parties  de  ces  surfaces  et  de  la 
proposée  ,  correspondantes  à  la  même  projection  sur  le 
plan  fixe  :  on  trouverait  donc  encore  la  même  limite  pour 
leur  somme. 

Enfin  on  reconnaîtrait  d'une  manière  analogue  à  ce 
qui  a  été  fait  pour  les  courbes,  que  toute  surface  convexe 
est  plus  petite  qu'une  surface  qui  l'enveloppe  de  toutes 
parts,  ^u  qui  l'enveloppe  et  est  l.erminée  au  même  con- 
tour. 

Et  de  même  une  surface  courbe  est  moindre  qu'une 
surface  plane  ayant  même  projection  orthogonale  sur  un 
plan ,  et  faisant  avec  ce  plan  un  aîjgle  aigu  plus  grand  que 
tous  ceux  que  font  avec  lui  les  plans  tangents  à  la  surface 
en  tous  ses  points.  L'inverse  aurait  lieu  si  tous  ces  der- 
niers angles  étaient  au  contraire  plus  grands  que  le  pre- 
mier. 

96.  ^rvs  infiniment  petits.  —  Un  arc  qui  tend  vers 
zéro  finit  généralement  par  être  constamment  convexe;  il 
est  donc  plus  petit  que  la  somme  des  tangentes  menées 
à  ses  extrémités,  et  terminées  à  leur  point  de  rencontre  : 
d'ailleurs,  il  est  plus  grand  que  sa  corde.  Si  donc  ou 
prouve  que  le  rapport  de  cette  corde  à  la  somme  des  tan- 
gentes a  pour  limite  l'unité,  il  en  sera  de  même  à  plus 
forte  raison  du  rapport  de  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  der- 
nières quantités  à  la  longueur  de  l'arc.  Or,  si  du  point  de 
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rencontre  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  corde,  le 
rapport,  de  chacun  de  ses  segments  à  la  tangente  corres- 
pondante élanl  le  cosinus  d'un  angle  infiniment  petit,  a 
pour  limite  Tunilé.  Il  en  est  donc  de  même  de  la  corde 
entière  à  la  somme  des  tangentes.  Donc, 

On  peut  substituer  à  un  arc  infiniment  peut  d'une 
courbe  quelconque,  sa  corde  ou  la  somme  des  tangentes 
II  ses  extrémités ,  toutes  les  jois  que  cet  arc  est  un  terme 
d'un  rapport  ou  d^une  somme  dont  on  cherche  la  li- 
mite. 

On  peut  encore  substituer  à  Tare  uue  seule  tangente 
i\  une  de  ses  extrémités ,  pourvu  qu'elle  soit  terminée 
à  une  droite  passant  par  l'autre  extrémité,  et  faisant 
avec  la  tangente  un  angle  fini  quelconque  :  car  celte 
tangente  et  la  corde  étant  les  deux  côtés  d'un  triangle, 
et  comprenant  un  angle  qui  tend  vers  zéro,  sont  dans 
le  rapport  des  sinus  de  deux  angles  finis  qui  tendent 
à  être  supplémentaires ^  la  linïite  de  leur  rapport  est 
donc  celui  de  deux  sinus  finis  égaux,  c'est-à-diie  l'u- 
ni lé. 

97.  u4rcs  de  cycloïde.  —  Donnons  un  exemple  simple 
de  l'application  de  ces  principes  ;  et  proposons-nous  de 
mesurer  un  arc  de  cycloïde.  Nous  avons  vu  que  la  tan- 
gente au  point  M  (//g.  1 1)  est  MU;  soient  a  l'angle  qu'elle 
fait  avec  DA'  et  MR*=:  y.  La  partie  de  tangente  comprise 
entre  les  deux  ordonnées  infiniment  voisines  MK,  M/K' 

sera  effale  a 

"  CCS  a 


Or  on  a 


sl^a  —  r  \l  Y 

cos  a  -■=•  ^ — -= —  9      tang  a  — 


. —      ,     ^«.-j, ^ 

SJ  in  y 2^/  — y 

Pourrentrerdans  les  procédés  employés  précédemment 
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il  faut  introduire,  au  lieu  de  MH,  la  ditlérence  M'H  de 
deux  j^  consécutifs.  Le  triangle  MM' H  donne 

MH  =  M'HtangMM'H;  • 

et  comme  la  corde  MM'  fait  un  angle  infiniment  petit 
avec  la  tangente,  l'angle  MM'H  diflere  infiniment  peu 
du  complément  de  a,  et  tang  MM'H  de  cota.  'Si  donc 
on  remplace  MH  par  M' H  cot  a  ,  on  ne  l'aura  altéré 
que  d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  lui- 

même:  il  en  sera  donc  de  même  pour  - — »  et  la  limite 
^  ^        cosa 

de  la  somme  ne  sera  pas  changée. 

D'après  les  équations  ci-dessus ,  on  aura 

M' H  Jua  —  Y 
M' H  cota  =  ^-—z ^y 

vr 

qui ,  divisée  par  cosa,  donne 

et  Tare,  pris,  par  exemple,  depuis  le  sommet  D,  sera  la 
limite  de  la  somme  des  expressions  de  cette  forme  dans 
lesquelles  y  passera  par  degrés  infiniment  petits  M' H , 
de  zéro  à  l'ordonnée  de  l'extrémité  de  l'arc  à  mesurer. 
Supposons  que  M  soit  cette  extrémité  5  on  aura  donc 


DM  =  lim.v/2fl2M'H 


J 


et ,  d'après  une  formule  déjà  plusieurs  fois  appliquée ,  on 
aura,  en  désignant  par  b  l'ordonnée  de  l'extrémité  M, 

DM  =  2  s/Tôb  =  2MU. 

Lorsque  le  point  M  sera  en  A,  on  aura  MU  =  2«,  et  par 


DES    QUANTITÉS    CONSIDÉRÉES    COMME    LIMITES.  l35 

conséquent  AD  =  4^?  et  la  longueur  de  la  cycloïde  entière 
ADB  sera  8«. 

98.  Surfaces  infiniment  petites,  —  Si  Ton  considère 
une  surface  courbe  infiniment  petite  dans  tous  les  sens  et 
que,  par  tous  les  points  de  son  contour,  on  mène  des 
ligues  perpendiculaires  à  un  même  plan ,  il  vient  d'être 
démontré  que  l'aire  de  cette  portion  de  surface  est  moin- 
dre que  celle  de  la  portion  du  plan  tangent  faisant  le  plus 
grand  angle  aigu  avec  le  plan  de  projection ,  et  plus 
grande  que  celle  du  plan  tangent  faisant  le  plus  petit 
angle,  ces  portions  de  plan  étant  déterminées  par  le 
cylindre  projetant.  Or  ces  deux  aires  planes,  étant  dans 
le  rapport  inverse  des  cosinus  des  angles  que  les  deux 
plans  tangents  forment  avec  le  plan  de  projection,  ont 
pour  limiie  de  leur  rapport  l'unité;  donc  on  peut  pren- 
dre Tune  ou  l'autre ,  ou  toute  intermédiaire  au  lieu  de 
l'aire  de  la  surface  infiniment  petite,  pourvu  qu'elle  soit 
un  terme  d'un  rapport  ou  d'une  somme  dont  on  cherche 
la  limite. 

99.  Application  à  une  surface  de  résolution,  —  On 
coupera  cette  surface  par  des  plans  infiniment  voisins 
perpendiculaires  à  l'axe,  et  à  chacune  des  parties  com- 
prises entre  deux  plans  consécutifs,  on  substituera  la  sur- 
face du  tronc  de  cône  engendré  par  la  portion  de  tangente 
à  la  courbe  génératrice,  comprise  entre  les  mêmes  plans  : 
cette  substitution  est  permise  d'après  les  principes  précé- 
dents, parce  que  les  plans  tangents  à  ces  deux  surfaces, 
aux  points  ayant  même  projection,  font  toujours  entre  eux 
des  angles  infiniment  petits.  La  surface  du  tronc  de  cône 
est  le  produit  du  côté  par  la  circonférence  décrite  par  son 
milieu;  mais  la  limite  de  la  somme  ne  sera  pas  altérée  en 
prenant,  au  lieu  du  milieu,  le  point  de  contact  lui-même 
qui  en  est  infiniment  voisin. 
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Si  donc  on  désigne  par  A  Taire  cherchée ,  par  y  l'or- 
donnée de  la  courbe  génératrice ,  par  r  la  partie  de  la 
tangente  comprise  entre  deux  ordonnées  infiniment  voi- 
sines, on  aura 

A  =r  2  7r  lirn.  2jt. 

Prenons  pour  exemple  la  cycloïde  tournant  autour  de  la 
tangente  DA'.  Nous  avons  trouvé  tout  à  l'heure  que  la 
valeur  de  r    pouvait    être   considérée  comme   égale    à 

M'H  v^âô",  .  ,       ,    .   p   . 

— — jz a  une  quantité  près  innniment  petite  par  rap- 

vr 

port  à  T  -,  donc  on  aura  dans  ce  cas,  en  partant  du  som- 
met D, 

^ 

A=27rlim.  Sv^a^V^X-M'H:::  — \.        =^7r7  sl^axy 


y  désignant  l'ordonnée  de  l'extrémité  de  l'arc  générateur. 
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CHAPITRE  XV. 

APPLICATIONS    MÉCANIQUES. 


100.  Vitesse,  —  Dans  un  mouvement  uniforme  on 
appelle  vitesse  l'espace  parcouru  dans  l'unité  de  temps , 
ou  le  rapport  d*un  espace  quelconque  au  temps  employé 
à  le  parcourir. 

Dans  un  mouvement  varié  continu,  c'est-à-dire  tel , 
que  dans  aucun  intervalle  de  temps ,  si  petit  qu'il  soit , 
il  ne  soit  uniforme,  on  aperçoit  facilement  qu'il  n'y  a 
pas  lieu  à  considérer  utilement  ce  rapport  ;  mais  y  a-t-il 
cependant  dans  un  pareil  mouvement  quelque  chose  qui 
ait  une  telle  analogie  avec  la  vitesse  dans  le  mouvement 
uniforme,  et  une  telle  similitude  dahs  la  manière  de 
l'employer,  qu'il  soit  convenable  de  lui  appliquer  la 
même  dénomination  et  de  généraliser  ainsi  le  sens  du 
mot  "vitesse? 

Considérons  un  pointqui  se  meuve  d'une  manière  quel- 
conque sur  une  courbe  donnée,  et  supposons  que  la  loi  de 
son  mouvement  soit  déterminée  par  la  fonction  F  («)  qui, 
pour  une  valeur  quelconque  du  temps  f,  représente  la 
longueur  de  l'arc  AM  [fig.  44)  q^î  sépare  le  point  M  où 
le  mobile  se  trouve  à  cette  époque,  d'une  origine  fixe  A. 

Après  un  certain  temps  A ,  il  sera  parvenu  en  un  autre 
point  N,  et  le  rappoit  de  J'espace  parcouru  au  temps 

employé,  ou  -y-,  exprimera  la  vitesse  moyenne  avec  la- 
quelle cet  arc  a  été  décrit  \  c'est-à-dire  que  ce  sera  celle 
qu'il  faudrait  donner  au  mobile  pour  qu'il   parcourût 
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d'un  mouvement  uniforme  le  même  espace  MN  dans  le 

même  teiups  h. 

Si  maintenant  on  suppose  que  h  diminue  indéfini - 

,       .  MN 

ment,  la  vitesse  moyenne  —r-  ou 

h ' 

variera  en  même  temps  et  tendra  vers  une  cerlaîne  limite 
qui  ne  sera  autre  chose  que  la  dérivée  de  F  (  £  )  par  rap- 
port à  ï,  et  que  nous  appellerons  la  vitesse  àxi  mobile  au 
point  M . 

Ainsi,  dans  tout  mouvement  d'un  point,  on  appelle 
vitesse  à  un  instant  quelconque  la  limite  de  la  vitesse 
moyenne  du  point  dans  un  intervalle  infiniment  petit  à 
partir  de  cet  instant. 

101.  Si  l'on  désigne  par  if  la  vitesse,  on  aura 

1Vf1V 

d'où  il  suit  que  —7-  difiière  de  m  d'une  quantité  qui  tend 

vers  zéro  en  même  temps  que  h.  La  désignant  par  co,  on 

aura  donc 

MN  =  ph-i-ush. 

Donc,  toutes  les  fois  que  MN  devra  être  employé 
comme  terme  d'un  rapport  ou  d'une  somme  dont  on  n'ait 
à  considérer  que  la  limite,  on  pourra  supprimer  le  terme 
Cl) A,  qui  est  infiniment  petit  par  rapport  à  i^/i,  et  prendre 
\^k  .comme  mesure  de  l'espace  MN  parcouru  dans  le 
temps  h  \  c'est-à-dire  que  dans  tout  mouvement  varié 
l'espace  parcouru  est  le  produit  de  la  vitesse  par  le  temps, 
pourvu  que  ce  temps  soit  infiniment  petit.  Ce  que  nous 
avons  nommé  vitesse  joue  donc  le  même  rôle  dans  le 
mouvement  varié  que  ce  que  l'on  avait  d'abord  appelé 
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vitesse  dans  le  mouvement  uniforme,  mais  à  la  condition 
de  ne  considérer  que  des  espaces  infiniment  petits. 

Si  donc  on  avait  à  calculer  l'espace  parcouru  pendant 
un  temps  fini  par  un  point  mobile  dont  on  connaîtrait  la 
vitesse  en  fonction  du  temps ,  il  suffirait  de  chercher  la 
limite  de  la  somme  des  produits  des  intervalles  infiniment 
petits  dans  lesquels  on  décomposerait  ce  temps,  par  la 
vitesse  positive  ou  négative  au  commencement  de  ces 
intervalles  respectifs.  Car  ces  produits  ne  différeraient 
des  espaces  réellement  parcourus  dans  les  intervalles  cor- 
respondants, que  de  quantités  infiniment  petites  par  rap- 
port à  ces  espaces  mêmes. 

C'est  cette  identité  dans  l'emploi  de  la  vitesse,  pourvu 
que  les  temps  soient  infiniment  petits,  qui  justifie  l'ex- 
tension donnée  au  sens  de  ce  mot ,  et  non  pas  seulement 
le  droit  que  l'on  a  en  général  de  fixer  arbitrairement  le 
sens  des  mots  que  l'on  introduit. 

102.  Accélération,  —  Pour  ne  pas  entrer  dans  des 
détails  trop  spéciaux  de  mécanique,  nous  nous  borne- 
rons ici  à  considérer  le  mouvement  varié  rectiligne. 

Le  plus  simple  de  tous  les  mouvements  variés  est 
celui  où  la  vitesse  augmente  toujours  de  quantités  égales 
dans  des  intervalles  de  temps  égaux ,  quels  qu'ils  soient. 
Un  pareil  mouvement  est  dit  uniformément  accéléréy^ct 
l'on  y  donne  le  nom  spécial  d'accélération,  à  Taccroisse- 
ment  positif  ou  négatif  de  la  vitesse  dans  l'unité  de 
temps  ,  ou  au  rapport  d'un  accroissement  quelconque  de 
la  vitesse  au  temps  employé  à  le  produire. 

Considérons  maintenant .  un  mouvement  rectiligne 
varié ,  où  la  vitesse  i^  est  représentée  par  une  fonction 
quelconque  (f  (t)  du  temps. 'Soient  h  un  accroissement 
infiniment  petit  donné  kt]k  l'accroissement  correspon- 
dant  de    ^'.   Concevons  un   mouvement  uniformément 
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accéléré  tel,  que  dans  le  même  intervalle  de  temps  A,  il 
y  aurait  le  même  accroissement  de  vitesse  A'  -,  -  sera  l'ac- 
célération dans  ce  mouvement,  ou  T accélération  moyenne 
dans  le  mouvement  réel  considéré  pendant  Tintervalle  //. 

La  limite  de  cette  accélération  moyenne  y?  qui  est  la 

dérivée  de  p»  par  rapport  à  t^  est  ce  que  Ton  nomme 
V accélération  dans  le  mouvement  donné,  à  Tinstant  que 
l'on  considère. 

103.  Cela  posé,  j  ayant  pour  limite  î>'(t) ,  on  a,  eu 
désignant  par  w  une  quantité  infiniment  petite, 

doù 

Donc  on  peut  remplacer  A-  par/z^'(f)  lorsque  A  est  uu 
terme  d'un  rapport  ou  d'une  somme  dont  on  considère 
la  limite;  et  par  conséquent  T accroissement  A  de  la  vi- 
tesse s'obtiendra  comme  dans  le  mouvement  uniformé- 
ment accéléré,  en  multipliant  T accélération  par  l'accrois- 
sement du  temps,  mais  à  la  condition  que  cet  accroisse- 
ment sera  infiniment  petit. 

On  voit  par  là  que  l'accroissement  de  la  vitesse  dans 
un  temps  fini  peut  être  considéré  comme  la  limite  de  la 
somme  des  produits  des  parties  infiniment  petites  de  cet 
intervalle  par  les  accélérations  correspondantes.  C'est  ce 
que  Ton  exprime  quelquefois  en  disant  qu'un  mouvement 
varié  quelconque  peut  être  considéré  comme  composé 
d'une  infinité  de  mouvements  uniformément  variés. 

Lorsque  nous  avons  calculé  au  contraire  T accroisse- 
ment de  l'espace  parcouru,  le  mouvement  était  considéré 
comme  composé  d'une  infinité  de  mouvements  uniformes. 
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11  eût  été  inutile,  dans  ce  cas,  de  pousser  F  approximation 
plus  loin  dans  les  éléments  inûniment  petits  ;  la  limite 
de  la  somme  aurait  été  absolument  la  même. 

idk.  Poids  spécifique  et  densité  dans  les  substances  non 
homogènes, — On  appelle  poids  spécifique  d'une  substance 
homogène  son  poids  sous  l'unité  de  volume,  ou  le  rapport 
du  poids  d'un  volume  quelconque  à  ce  volume.  Supposons 
maintenant  une  substance  non  homogène,  mais  dont  la  na- 
ture varie  d'une  manière  continue;  et  nous  ferons  consister 
cette  continuité  en  ce  que  si  Ton  considère  dans  le  corps  deux 
volumes  infiniment  petits,  égaux  et  infiniment  voisins,  le 
rapport  du  poids  au  volume  variera  infiniment  peu  de 
l'un  à  l'autre.  Cela  posé,  nous  appellerons  poids  spé^ 
cifîque  en  un  point  donné  d'uu  corps  non  homogène, 
la  limite  du  rapport  du  poids  au  volume  d'une  partie 
du  «corps  renfermant  ce  point,  et  dont  toutes  les  di- 
mensions tendent  indéfiniment  vers  zéro.  Cette  limite 
sera  une  fonction  des  trois  coordonnées  du  point.  On  re- 
connaîtra facilement,  parles  mêmes  considérations  que 
dans  les  questions  précédentes,  qu'un  volume  infiniment 
petit  du  corps  aura  un  poids  qui  ne  différera  que  d'une 
quantité  infiniment  petite,  par  rapport  à  lui-même,  du 
produit  de  ce  volume  par  le  poids  spécifique  relatif  à  l'un 
quelconque  de  ses  points.  Celle  quantité  pouvant  être  né- 
gligée sans  erreur  dans  les  résultats  des  questions  qui  ne 
dépendent  que  des  limites  des  sommes  ou  des  rapports,  il 
s'ensuit  que  le  poids  spécifique,  tel  que  nous  l'avons  dé- 
fini ,  joue  le  même  rôle  dans  le  cas  des  corps  non  homogènes 
que  le  poids  spécifique  défini  d'abord  dans  les  corps  ho- 
mogènes 5  seulement,  il  ne  faut  l'appliquer  qu'à  des  vo- 
lumes infiniment  petits  dans  tous  les  sens. 

Ainsi,  par  exemple,  pour  avoir  le  poids  total  du  corps, 
il  suffira  de  chercher  la  limite  de  la  somme  des  produits 
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des  volumes  infiuiment  petits  dans  tous  les  sens  dans  les- 
quels on  décomposera  le  volume  du  corps ,  par  le  poids 
spécifique  de  la  substance,  en  un  point  quelconque  de  la 
partie  correspondant  respectivement  à  chacun  de  ces  élé- 
ments de  volume.  En  substituant  dans  ce  qui  précède  les 
masses  au  poids ,  il  faudra  substituer  au  poids  spécifique 
la  densité  y  et  toutes  les  conséquences'précédentes  se  repro- 
duiront si  identiquement,  qu'il  est  inutile  de  s'y  arrêter. 

105.  application  aux  centres  de  grayité  des  corps  non 
homogènes.  —  On  suppose  donnée  la  fonction  des  coor- 
données qui  exprime  le  poids  spécifique  en  un  point  quel- 
conque. Il  suffira  donc  de  décomposer  le  corps  en  éléments 
infiniment  petits  dans  tous  les  sens,  de  prendre  pour  poids 
de  chacun  d'eux  le  produit  de  son  volume  par  le  poids 
spécifique  rapporté  à  l'un  quelconque  de  ses  points  ou  à 
tout  autre  point  infiniment  voisin,  lequel  pourra  aussi  être 
pris  comme  s'il  était  le  centre  de  gravité  de  l'élément  lui- 
même.  Il  résultera  de  là,  soit  dans  les  poids,  soit  dans  les 
moments  de  ces  éléments ,  des  erreurs  infiniment  petites 
par  rapport  aux  poids  et  aux  moments  exacts,  et  par 
conséquent  Ja  limite  de  la  somme  des  poids  sera  le  poids 
même  du  corps,  et  la  limite  de  la  somme  des  moments, 
par  rapport  à  un  plan  quelconque,  sera  exactement  égale 
au  moment  de  la  résultante.  Les  trois  coordonnées  du 
centre  de  gravité  du  corps  seront  donc  encore  détermi- 
nées par  des  limites  de  sommes  d'infiniment  petits.  Seu- 
lement il  faut  remarquer  que  dans  le  cas  des  corps  homo- 
gènes, nous  avons  pu  les  décomposer  en  éléments  infini- 
ment petits  dans  deux  sens  seulement,  tandis  que  les 
corps  non  homogènes  doivent  être  décomposés  en  élé- 
ments infiniment  petits  dans  tous  les  sens. 
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CHAPITRE   XVI. 

remarques  et  théorèmes  propres  a  faciliter 
l'emploi  des  infiniment  petits. 


i06.  Des  termes  que  Von  peut  négliger  dans  les 
équations.  —  Lorsque  les  deux  membres  d'une  équation 
ont  des  limites  finies  et  que  ce  sont  ces  limites  que  Ton  a 
à  considérer,  on  peut  évidemment  se  dispenser  de  tenir 
compte  des  termes  dont  la  limite  est  zéro,  quoiqu'en 
les  supprimant  Téquation  devienne  inexacte.  Gomme  on 
ne  cherche  que  l'équation  aux  limites  et  qu'elle  n'est  pas 
altérée  par  là ,  les  résultats  sont  exactement  les  mêmes , 
et  l'on  s'est  débarrassé  quelquefois  d'une  multitude  de 
termes  très-compliqués.  Ainsi  toute  suppression  oualté^ 
ration  quelconque  qui  n^a  d'autre  effet  que  de  faire  né^ 
gliger  des  termes  infiniment  petits  dans  une  équation 
finale  dont  les  deux  membres  ont  des  limites  finies^ 
peut  être  faite  sans  aucune  erreur  dans  les  résultats, 

107.  Si  les  membres  d'une  équation  avaient  des  limites 
égales  à  zéro,  et  se  composaient  dHnfiniment  petits  de  dif- 
férents ordres ,  par  exemple  du  premier  et  d'ordres  supé- 
rieurs, on  peut,  par  la  même  raison,  se  borner  à  écrire 
les  termes  du  premier  ordre.  En  eflfet ,  une  équation  dont 
les  deux  membres  ont  pour  limite  zéro  n'est  pas  destinée 
à  rester  sous  cette  forme,  puisqu'elle  conduirait  à  l'égalité 
insignifiante  0  =  0.  On  conserve  souvent  cette  forme 
pour  la  commodité  de  l'écriture,  mais  on  doit  toujours 
en  revenir  aux  quantités  finies.  Si  c'est  en  divisant  les 
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deux  membres  par  un  infiniment  petit  du  premier  ordre, 
les  termes  d'ordre  supérieur  au  premier  conduiront  à  la 
limite  zéro,  ceux  du  premier  à  des  limites  finies,  et  l'on 
se  retrouve  dans  le  cas  précédent.  Si  cette  équation  est 
employée  pour  donner  l'expression  d'un  infiniment  petit 
au  moyen  des  autres,  et  que  cet  infiniment  petit  doive 
être  un  terme  d'un  rapport  ou  d'une  somme  dont  on 
cherche  la  limite,  on  sait  qu'on  peut  l'altérer,  sans  erreur 
dans  les  résultats,  de  quantités  infiniment  petites  par  rap- 
port à  lui-même.  On  a  donc  le  droit  de  négliger,  dans 
l'équation  d'où  l'on  tire  sa  valeur,  tous  les  termes  d'un 
ordre  supérieur  au  sien. 

Il  est  évident  que  dans  cette  même  équation  on  peut, 
au  lieu  des  facteurs  infiniment  petits  du  premier  ordre, 
substituer  d'autres  quantités  dont  le  rapport  avec  eux  ait 
pour  limite  l'unité,  ou  en  difierenl  de  quantités  infiniment 
petites  par  rapport  à  eux  ;  car  ce  n'est  qu'ajouter  ou  sup- 
primer dans  les  membres  de  l'équation  des  teimes  d'ordre 
supérieur  au  premier. 

Ces  raisonnements  s'appliquent  également  aux  équa- 
tions dont  l'ordre  le  moins  élevé  est  supérieur  au  premier. 
On  peut  généralement  se  dispenser  d'écrire  ceux  d'un 
ordre  plus  élevé  que  le  moindre. 

Remarque.  —  H  y  a  cependant  une  attention  à  avoir  : 
il  peut  arriver  que  dans  une  équation  non  simplifiée  il  y 
ait  des  termes  du  premier  ordre  et  d'ordres  supérieurs ,  et 
qu'après  avoir  exécuté  les  opérations  indiquées  ceux  du 
premier  ordre  se  détruisent  entre  eux.  Dans  ce  cas,  si 
l'on  a  négligé  des  termes  du  second  ordre ,  et  que  pour  em- 
ployer l'équation  résultante  on  divise  ses  Jeux  termes  par 
un  infiniment  petit  du  second  ordre,  afin  de  ne  pas  arriver 
à  o  =  o  ^  ou  que  l'on  tire  de  cette  équation  la  valeur  d'un 
infiniment  petit  du  second  ordre,  qui  doit  entrer  comme 
terme  d'un  rapport  ayant  une  limite  finie ,  il  est  évident 
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que  les  résultats  sont  inexacts,  puisque  les  termes  suppri- 
més y  auraient  introduit  des  quantités  finies. 

Si  5  par  exemple ,  on  avait  l'équation  suivante ,  dans 
laquelle  h  et  k  désignent  des  quantités  infiniment  petites 
du  premier  ordre , 

sin  (.r  -h  /i  )  —  sin  x  -+■  cos{  je  -4-  X*  )  —  ces  7 

4-  X-sinj  —  /icosx-H  AX^-4-  Bh^  -|-CA=^  =  o, 

et  que  dans  les  calculs  précédents  on  eût  négligé  des 
termes  qui  feraient  disparaître  A  A*,  il  y  aurait  erreur 
dans  les  résultats  si  l'on  se  servait  de  ceHe  équation  pour 
en  tirer  la  valeur  de  A  ou  de  ^  et  la  substituer  dans  une 
autre.  Cela  tient  à  ce  que,  non-seulement  les  quantités 
finies  disparaissent  de  Téquation ,  mais  en  groupant  con- 
venablement les  termes  on  reconnaît  que  tous-  les  termes 
sont  du  second  ordre  et  que,  par  conséquent ,  on  n'avait 
pas  le  droit  de  négliger  A  A*. 
En  effet, 

•    /         ^x         .  •     ^'         /  ^\ 

sin  (x  4-  A  )  —  sin  a:  =  2  sin  -  ces  (  x  H —  J  5 

ces  (  j  -h  ^' )  —  cos  /  =.—  ?.  sin  -  sm  (  j  +  -  1  ; 
donc 
sin  (jT  4-  A)  —  sinar  —  A  cos^  =r  2  sin  -  cos  (  x  H —  |  —  A cosx* 

Mais ,    puisque    sin  -  et  -    ont  pour   limite  de  leur 

rapport  l'unité,  leur  différence  est  infiniment  petite  par 
rapport  à  l'un  quelconque  des  deux  -,  donc  ,  en  désignant 
par  w  une  quantité  infiniment  petite,  on  a 

.    h        h  , 

sin  -  =  — h  w  /' , 
2         2 

et,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  la  trigonométrie  élémen»- 
I.  10 
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taire,  w  est  du   second  ordre ^   de  plus,  cos  (  .r -h  -j 

diffère  de  cos  x  d'une  quantité  iuflnimeut  petite  du  pre- 
mier ordre,  d'après  le  théorème  général  (n^  71)  5  en  la 
désignant  par  a ,  on  peut  poser 


\x  A —  j  =  cos  j:  4-  a  ; 

-  cos  I  >i:  -h  -  I  =  2  (  -  -+-  w  //  I  (  cos  X  4-  a  ) 


cos 
donc 


3  sin 

1        \         1] 

=  h  cos  X  -f-  2  w  A  cos  A'-hAa-f-2wAa. 

En  en  retranchant  h  cos  x^  il  reste  donc  des  produits 
de  deux  ou  de  trois  infiniment  petits ,  dont  le  plus  grand 
est  du  second  ordre.  Il  en  serait  de  même  de  Tensemble 
des  trois  termes 

cos  (  7  -f-  ^  )  —  cos  7  -h  ^  sin  jr . 

Le  premier  membre  de  l'équation  pouvant  ainsi  être 
considéré  comme  composé  de  termes  du  second  ordre  et 
d'ordres  supérieurs ,  si  l'on  néglige  des  termes  du  second 
ordre,  qu'on  divise  ensuite  par  A*,  ou  par  tout  autre 
infiniment  petit  du  second  ordre,  et  qu'on  passe  aux 
limites ,  on  aura  une  équation  fausse,  puisqu'il  manquera 
des  termes  finis.  Et ,  par  la  même  raison ,  on  n^aurait  pu 
l'employer  à  donner  la  valeur  d'une  des  quantité»  qui  y 
entrent. 

Triangles  infiniment  petits. 

108.  1^.  Supposons  un  triangle  ABC  dont  les  trois 
angles  tendent  vers  les  limites  a,  6,  7  et  les  trois  côtés 
rt,  i,  c  vers  zéro.  Les  rapports  des  côtés  auront  pour 
limites  les  rapports  des  sinus  des  angles  cl,  è^  y. 
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Ainsi ,  par  exemple,  on  a  les  équations  exactes 

a         sin  A         .       a         sin  a 

6        sin  B  t        SH)  b 

Mais  il  r>'y  a  aucun  inconvénient  à  écrire 

a         sin  a  ,  sin  a 

0        sin  6  sm  6 

si  a   est  un  terme  d'un  rapport   ou   d'une  somme  don! 

I        1      I     1.     .  a  1*     •       sin  a* 

on  cherche  Ja  limite:  car  -j  ayant  pour  limite  - — -  en 

o     "^         ^  sin  € 

diffère  d'une  quantité  infiniment  petite  w  et  l'on  a 

a         sin  a  ^  sin  a        , 

-7  =  -.— -  -f-  w     OU     a  =      .         +  6w: 
6         sm  6  sin  6 

Ainsi  en  prenant,  au  lieu  de  a,  la  partie      .        ?  on 

néglige  une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  a, 
ce  quî^  dans  la  question  supposée,  ne  donnera  aucune 
erreur  dans  les  résultats. 

Or  il  y  a  souvent  beaucoup  d'avatitage  à  introduire 
ainsi  les  angles  limites  aux  angles  variables,  comme 
nous  le  verrons  par  quelques  exemples. 

2°.  Dans  un  triangle  ABC  dont  l'angle  A  tend  vers  un 
angle  droit  et  les  côtés  vers  zéro ,  on  peut  calculer  le 
côté  c  par  la  formule 

au  lieu  de  la  formule  exacte 

lî'  =  6^  -h  c^  —  ihc  cos  A . 

Car  cos  A  tend  vers  zéro ,  donc  2  bc  cos  A  est  infihiilleiit 
petit  par  rapport  à  sic,  et,  à  plus  forte  raison,  par 
rapport  à  ft*  -h  c',  qui  est  toujours  plus  grand  que  afcc; 

lût 
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Ainsi  a*  diffère  de  i*  -f-  c*  d'une  quantité  infiniment 

petite  par  rapport  h  lui-même  *,  ou  encore  jr a  pour 

limite  Tunité. 

D'où  il  suit  que     ,  a  aussi  pour  limite  Tunitë, 

ainsi  que  toutes  les  «puissances  de  ce  rapport. 

On  pourra  donc  substituer  ^b*  -+-  c'  à  a  toutes  les 
fois  que  cette  quantité  sera  un  terme  d'un  rapport  ou 
d'une  somme  dont  on  n'a  à  considérer  que  la  limite. 

109.  Ordre  infinitésimal  de  diverses  lignes  quon  a 
souvient  à  considérer  dans  un  triangle  rectangle  infi- 
niment petit. 

Soient  A  {fig-  45)  l'angle  droit  du  triangle^ABC,  dont 
le  côté  AB  ou  c  est  infiniment  petit  du  premier  ordre, 
ainsi  que  l'angle  B ,  AI  la  perpendiculaire  abaissée  de  A 
sur  l'hypoténuse.  On  aura 

AG  3=  c  tang  B ,     AI  =  c  sin  B ,     CI  =  c  sin  B  tang  B , 

et  comme  sin  B  et  tang  B  sont  du  même  ordre  que  B, 
puisque  leur  rapport  à  B  a  une  limite  non-seulement 
finie,  mais  encore  égale  à  l'unité,  il  en  résulte  que  AC 
et  AI  sont  infiniment  petits  du  second  ordre,  et  IC  du 
troisième. 

Calculons  maintenant  la  différence  de  l'hypoténuse 
au  côté  adjacent  à  l'angle  infiniment  petit, 

.  ,B 

BC  —  BA  =  -^  —  c  = -?  , 

CCS  B  ces  B 

et  comme  sin  -  est  du  premier  ordre,  ainsi  que  c,  il  s'en- 
suit que  BC  —  BA  est  du  troisième. 

Le  segment  CI  étant  aussi  du  troisième,  on  peut  se 
proposer  de  trouver  la  limite  de  son  rapport  à  BC  —  BA. 
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D'après  les  formules  précédentes,  ce  rapport  a  pour  va- 
leur   -•  Mais  la  limite  ne  sera  pas  changée  en  suh^ 

2  sin'  - 

stituant  à  chacun  de  ces  sinus  Tare  correspondant  dont 

le  rapport  à  ce  sinus  est  Tunité  ;  on  trouve  ainsi  2  pour 

CI 
limite  de  -— ;  de  sorte  que  si  Ton  décrit  de  B  comme 

Kjd  —  AU 

f  H  I 

centre  l'arc  AH,  — ■  tend  indéfiniment  vers  -;  et  le  point, 

H  peut  être  regardé  comme  le  milieu  de  CI ,  à  une  quan- 
tité près  infiniment  petite  par  rapport  à  CI. 

110.  Triangle  infiniment  petit  ayant  un  coté  infini- 
ment  petit  par  rapport  à  un  autre,  — Soit  BC  (fig.  46)  in- 
finiment petit  par  rapport  à  AB  ;  en  abaissant  BI  perpen- 

BI  BP 

diculaire  sur  AC ,  —  ou   sin  A  sera   plus  petit  que  — 

qui,  par  hypothèse,  est  infiniment  petit •,  il  en  sera  donc 
de  même  de  sin  A,  et  par  suile  de  Tangle  A. 

Quant  au  rapport  t^'  il  ^  nécessairement  pour  limite 

l'unité,  puisque  la  différence    de   ses  deux   termes    est 
moindre  que  le  troisième  côté  BC ,  et  que,  par  hypothèse, 
^  ce  dernier  est  infiniment  petit  par  rapport  à  Tun  des 
deux. 

ConoLLAiRE.  —  L'angle  CAB  ayant  pour  limite  zéro,  il 
s'ensuit  que  si  l'un  de  ses  côtés  tend  vers  une  direction 
limite,  soit  que  A  reste  fixe ,  soit  qu'il  se  déplace,  l'autre 
aura  pour  limite  la  même  direction. 

Et  plus  généralement,  si  par  un  mouvement  quelcon- 
que, deux  points  A  etB  [fig*  4?)  se  rapprochent  indéfini- 
ment Tun  de  l'autre,  de  manière  que  la  direction  AB  tende 
à  être  parallèle  à  une  certaine  droite  fixe  5  que  l'on  con 
sidère  deux  points  A',  B'  dont  les  distanc<'s  respectives  à 
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A  et  B  soient  infiniment  petites  par  rapport  à  AB  :  la  di- 
rection A'B' tendra  vers  la  même  limite  que  AB.  En  effet, 
il  a  été  prouvé  que  l'angle  B' AB  a  pour  limite  zéro,  puis- 

B'B  "  AB' 

que  -— est  infiniment  petit  ^  que,  de  plus,  ——  a  pour  li- 

A'A 
mite  l'unité.  De  là  résulte  que  -—  est  infiniment  petit, 

A'  A 
puisque,  par  hypothèse ,  — -—  l'est;  donc  l'angle  A' B' A 

est  infiniment  petit  :  donc,  enfin,  les  droites  A'B',  ABfont 
entre  elles  un  angle  dont  la  limite  est  zéro,  et  par  consé- 

.  quent  leurs  directions  ont  la  même  limite.  Cette  propo- 

*  sition  a  des  applications  assez  fréq.uentes.' 

m .  Triangle  ayant  deux  angles  infiniment  petits  du 
premier  ordre.  —  Soient  A  et  B  [fig*  48)  les  deux  an- 
gles infiniment  petits  ;  abaissons  CI  perpendiculaire  sur 
AB;  et  cherchons  d'abord  quelle  serait  la  limite  de  la 
position  du  point  C ,  qui  est  la  même  évidemment  que 
celle  du  point  I,  si  on  laissait  AB  invariable  pendant  que 
les  angles  tendraient  vers  zéro. 

Or  oti  a 

AI  _  tang  B 

Tb  """  tang  A  ^ 

donc 

,.       Aï        ,.       lancB         ..       B 
lim.  -r-  :==  hm.  — ^  =  hm.  -- 
IB  ^  tang  A  A 

Si  donc  on  connaît  la  limite  du  rapport  des  deux  angles 
infiniment  petits  du  même  ordre,  on  aura  la  limite  du 
sommet  C,  en  partageant  AB  en  raison  inverse  des  angles 
en  A  et  B. 

Supposons  maintenant  que  le  côté  AB  soit  lui-même 
infiniment  petit  du  premier  ordre,  et  proposons  -  nous 
d'évaluer  la  différence  entre  sa  longueur  et  la  somme  des 
deux  autres  côtés. 
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Or  on  a 

2  AI  sin'  —  9.  BI  sin'  - 

AC— AI= ^  et    BC  — BI=  — ^, 

.   cos  A  cos  B 

et  la  somme  rie  ces  deux  différences  est  la  différence  cher- 
chée. Mais  chacune  d'elles  est  un  infiniment  petit  du 
troisième  ordre  au  moins,  puisque  AI  et  BI  sont  moin* 

dres  que  AB  qui  est  du  premier  ordre,  et  que  sin'  —  et 

sin'  -  sont  du  second  ordre.  On  peut  même  dire  qu'elles 

sont  précisément  du  troisième  ordre  toutes  deux,  dans  le 
cas  supposé  où  A  et  B  sont  du  même  ordre;  car  alors 
les  deux  segments  AI  et  IB  sont  dans  un  rapport  fini 
avec  AB,  et  sont  par  conséquent  du  premier  ordre.  // 
résulte  de  là  que  la  différence  entre  AB  et  AC  -+-  CB  est 
un  infiniment  petit  du  troisième  ordre  au  moins. 

Ou,  en  d'autres  termes,  cette  différence  est  du  même 
ordre  que  le  cube  de  l'arc. 

L'ordre  de  cette  différence  s'élèverait  si  les  angles 
étaient  d'un  ordre  plus  élevé  que  le  côté. 

112.  Tnangle  ayant  un  angle  infiniment  petit  du 
premier  ordre  ^  compris  entre  deux  côtés  infiniment  pe~ 
lits  du  premier  ordre.  —  Soit  A  [fig-  49)  l'angle  donné; 
la  somme  des  deux  autres  a  pour  limite  deux  droits.  On 
peut  maintenant  faire  plusieurs  suppositions  sur  les  deux 
côtés  donnés. 

Si  la  limite  de  leur  rapport  est  finie  et  différente  de  l'u- 
nité, l'un  des  angles  opposés  tendra  nécessairement  vers 
zéro,  l'autre  vers  deux  droits.  Car,*  sans  cela,  le  rapport 
limite  de  leurs  sinus  serait  nécessairement  l'unité,  con- 
trairement à  la  supposition. 

Supposons  maintenant  que  la  limite  de  leur  rapport 
soit  l'unité.  Il  peut  alors  se  présenter  trois  cas. 
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1*^.  Si  leur  différence  est  du  second  ordre,  prenons 
AB'  =  AB',  B'C  sera  du  second  ordre.  Mais  BB' est  du 
second  ordre  à  cause  du  triangle  isocèle  ABB'  qui  donne 

A 

BB'  =  2  AB  sin  -:  ainsi  BC  sera  du  second  ordre,  et  le 

B'C 
rapport  -—  a  une  limite  finie  quelconque.  Or  Tangle  B' 
BC 

tend  vers  un  angle  droit  5  donc  l'angle  B'BC,  et  par  suite 
C  5  a  une  limite  finie  qui  peut  être  quelconque  et  dépend 
du  rapport  de  CB'  à  BB'. 

2°.  Supposons  que  leur  différence  soit  d'un  ordre  com- 
pris entre  i  et  2.  Alors  BB' étant  du  second  ordre,  B'C 
d'un  ordre  moindre^  et  BC  le  plus  grand  côté  du  tri- 
angle BB'C ,  comme  opposé  à  l'angle  obtus  B'  ;  il  s'ensuit 
que  BC  est  du  même  ordre  que  B'C,  et  même  que  leur  rap- 
port.a  pour  limite  l'unité,  puisque  leur  différence,  étant 
moindre  que  BB',  qui  est  du  second  ordre,  est  infiniment 

petite  par   rapport  à  ces  lignes  mêmes.  Le  rapport -7-9 

ayant  zéro  pour  limite,  l'angle  C  tendra  vers  zéro,  et, 
par  suite,  l'angle  ABC  vers  deux  droits. 

3®.  Soit  la  différence  d'un  ordre  supérieur  à  2.  Alors 

B'C 

^^a  pour  limite  zéro  5  donc  l'angle  B'  BC  a  zéro  pour  li- 
mite et  l'angle  ABC  a  la  même  limite  que  ABB',  ou  un 
droit:  il  en  est  de  même  par  suite  de  l'angle  C. 

Si  l'angle  A  était  d'un  ordre  quelconque  m  au  lieu 
d'être  du  premier  comme  les  côtés,  il  faudrait,  dans  ce 
qui  précède,  substituer  1  -f-  m  à  2 . 

Remarque.  —  Il  est  bon  de  remarquer  que  dans  ces 
trois  cas,  c'est-à-dire  toutes  les  fois  que  le  rapport  des 
deux  côtés  donnés  a  pour  limite  l'unité,  le  troisième  est 
infiniment  petit  par  rapport  aux  deux  autres. 
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CHAPITRE  XVII. 

COURBURE     DES     ARCS     DE     COURBES     PLANES 
QUELCONQUES,  ET  DIVERSES  PROPOSITIONS 

QUI" s'y  rapportent. 


113.  La  courbure  d'un  arc  convexe  est  Pangle  que 
formeni  entre  elles  les  directions  du  premier  et  du  der- 
nier élément  de  cet  arc'^  c'est  l'angle  des  tangentes  extrê- 
mes :  il  exprime  la  quantité  dont  la  courbe  a  successi- 
vement dévié  de  la  ligne  droite  dans  l'étendue  de  cet  arc. 
Si  cet  angle  variait  proportionnellement  à  Tare ,  on  au- 
rait la  courbure,  pour,  une  unité  de  longueur,  en  divisant 
celle  d'un  arc  quelconque  par  la  longueur  de  cet  arc. 

Maïs  dans  une  courbe  quelconque,  si  l'on  divise  cet 
angle  par  la  longueur  de  Tare,  on»  aura  seulement  la 
courbure  moyenne  de  cet  arc ,  rapportée  à  l'unité  de  lon- 
gueur, c'est-à-dire  celle  que  Ton  trouverait  pour  un  arc 
égal  à  l'unité ,  si  la  courbure  variait  proportionnellement 
à  l'arc,  comme  dans  le  cercle,  et  de  manière  à  obtenir 
la  courbure  donnée  pour  une  longueur  égale  à  celle  de 
l'arc  dont  il  s'agit. 

Cela  posé,  si,  à  partir  d'un  point  quelconque  d'une 
ligne  courbe,  on  prend  un  arc  de  grandeur  arbitraire,  sa 
courbure  moyenne  variera  à  mesure  que  cet  arc  dimi- 
nuera indéfiniment  5  et  elle  tendra  vers  une  limite  déter- 
miinée ,  qu'on  appelle  courbure  de  la  ligne  au  point  que 
l'on  considère.  Cette  limite  est,  pour  employer  le  langage 
reçu  dans  le  calcul  infinitésimal,  la  courbure  d'un  arc 
infiniment  petit,  rapportée  à  l'unité  de  longueur,  cet  arc 
commençant  au  point  que  l'on  considère.  C'est  une  no- 
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tion  importante  dans  l'étude  approfondie  de  la  consliln- 
lion  d'une  courbe. 

114-.  Si  Ton  considère  l'inclinaison  ç  de  la  tangente 
sur  un  axe  fixe,  comme  une  fonction  de  Tare  s  pris  à 
partir  d'un  point  fixe  quelconque  de  la  courbe,  la  cour- 
bure 0)  d'un  arc  h  n'est  autre  chose  que  l'accroissement 
de  la  fonction  (f  correspondant  à  l'accroissement  h  de 

l'arc  5^  on  a  donc 

w  =  M  // , 

M  étant  une  quantité  finie  dépendant  de  la  valeur  de  s  re- 
lative à  la  première  extrémité  de  T^rc  et  de  sa  longueur  h. 
Et  de  même  pour  une  fonction  quelconque,  si  l'on 
changeait  ^  en  5  -+-  /^i  5  et  qu'on  désignât  par  Wi  l'accrois- 
sement correspondant  de  w,  on  aurait 

e^i  =  M|  Â/i|.. 

§i  A,  =  A ,  on  a 

G),  =  M,  A', 

et  il  en  serait  de  même  pour  les  accroissements  d'ordre 
plus  élevé,  comme  nous  Tavons  vu  en  général  pour  toutes 
les  fonctions  (n°  74). 

H 5.  Dans  un  cercle ,  la  courbure  d'un  arc  quelconque 
s'obtiendrait  en  multipliant  celle  d'un  arc  égal  à  l'unîté 
par  la  longueur  de  Tare  donné.  Dans  une  courbe  quel- 
conque, il  n'en  sera  plus  ainsi  évidemment  *,  mais  si  l'on 
ne  considère  qu'un  arc  infiniment  petit,  le  produit  de  la 
courbure,  en  une  de  ses  extrémités,  par  sa  longueur,  en 
donnera  la  courbure  à  une  quantité  près,  infiniment  pe-» 
tite  par  rapport  à  elle,  puisque  le  rapport  de  la  courbure 
exacte  de  cet  arc  à  l'arc  même  ne  diffère  que  d'une 
quantité  infiniment  petite  de  la  limite  que  nous  appelons 
courbure  en  un  point.  De  sorte  que  si  cette  courbure  d'un 
arc  infiniment  petit  ne  doit  être  considérée  que  comme 
élément  d'une  somme  dont  on  cherche  la  limite,  il  nV 
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aura  aucune  erreur  dans  le  résultat^  et  par  conséquent, 
dans  la  recherche  de  la  courbure  d'un  arc  fini,  d'une 
courbe  quelconque,  on  peut  agir  de  la  même  manière 
que  si  c'était  un  cercle,  pourvu  qu'on  partage  cet  arc  en 
parties  infiniment  petites  ,  et  que  pour  chacune  d'elles  on 
prenne  pour  courbure  de  l'unité  de  longueur  la  courbure 
en  un  quelconque  de  ses  points. 

116.  Le  cercle  ayant  une  courbure  constante,  il  est 
naturel  de  le  prendre  pour  terme  de  comparaison ,  et 
de  faire  connaître  la  courbure  d'une  ligne  en  un  de  ses 
points ,  en  donnant  le  rayon  du  cercle  dont  la  courbure 
est  la  même.  Ce  cercle  se  nomme  cercle  de  courbure,  et 
son  rayon,  rayon  de  courbure.  Si  on  le  place  tangentielle- 
ment  à  la  courbe  au  point  que  l'on  considère,  en  tour- 
nant sa  concavité  du  même  côté  qu'elle,  son  centre,  con- 
sidéré relativement  à  ce  point  de  la  courbe,  prend  le  nom 
de  centre  de  courbure, 

La  courbure  d'un  cercle  en  un  de  ses  points ,  ou  la 
courbure  d'un  arc  de  ce  cercle  égal  à  l'unité  étant  le  rap- 
port de  l'angle  de  ses  tangentes  extrêmes  ou  de  ses  normales 
extrêmes  à  la  longueur  même  de  cet  arc ,  sera  égal  l'unité 
divisée  par  le  rayon  du  cercle,  puisque  nous  appelons 
angle  le  rapport  de  l'arc  au  rayon.  Il  s'ensuit  donc  que  la 
courbure  d une  ligne  quelconque^  en  un  de  ses  points^  est 
égale  à  V  unité  dii^isée  par  le  rayon  de  courbure  en  ce  point . 

m.  Le  centre  de  courbure  est  la  limite  du  point  de  ren- 
contre de  deux  normales  infiniment  voisines.  —  Soient , 
en  effet,  M  (/zg^.  5o)  un  point  quelconque  d'une  courbe, 
MT  la  tangente,  M'IN  la  tangente  au  point  infiniment 
voisin  M',  O  le  point  de  rencontre  des  normales  en  M,  M', 
Les  quatre  points  M,  N,  M',  O  seront  sur  un  cercle  ayant 
pour  diamètre  NO ,  dont  la  limite  est  la  même  que  celle 
de  MO  ou  M'O.  L'arc  de  ce  cercle  compris  entre  M  et  M' 
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dilïère  de  $a  corde,  et,  par  suite,  de  Tare  MM'  de  la 
courbe,  d'une  quantité  infiniment  petite  p'Sir  rapport  à 
lui-même  ^  on  pourra  donc  le  remplacer  par  ce, dernier, 
sans  qu'il  en  résulte  aucune  erreur  dans  lés  limites  des 
rapports. 

Mais  Tangle  inscrit  MOM'  est  égal  à  Tare  de  cercle  in- 
tercepté divisé  par  le  diamètre  :  il  est  d'ailleurs  égal  à 

TNM'  I 

TNM'.  Donc  — — -— >  =  ^^^^  l'arc  MNM'  étant  celui  du 
arc  MNM'       NO 

cercle.  Le  remplaçant  par  l'arc  MM'  de  la  courbe ,   on 

aura ,  en  passant  aux  limites, 

,.      TNM'  1  1 


MM'        lim.NO       lim.MO 


Mais  lim.  -7—7  étant  la  courbure  en  M  est  éeale  à  Funilé 
MM  ^ 

divisée  par  le  rayon  de  courbure. 

On  voit  donc  que  la  limite  de  MO  est  égale  au  rayon  de 
courbure  5  et  le  centre  de  courbure  en  un  point  quel- 
conque est  ta  limite  du  point  de  rencontre  de  la  normale 
en  ce  point  ai^ec  la  normale  infiniment  voisine, 

118.  Les  courbures  des  deux  moitiés  d'un  arc  infini-^ 
ment  petit  de  premier  ordre ^  ne  peuv^ent  différer  que  d'un 
infiniment  petit  du  second,  —  Car  si  h  désigne  la  lon- 
gueur de  cet  arc  et  w',  w"  les  courbures  des  deux  moi- 
tiés 5  ou  aura 

«'=rM^, 

M  étant  une  quantité  finie.  Mais  iù"  n'étant  autre  chose 
que  la  valeur  que  prend  w'  quand  on  change  dans  M,  s 

en  s-\ —  5  on  aura ,  par  ce  qui  précède , 


^"^^'=w,  ^~y, 
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M' étant  une  quantité  finie.  On  voit  donc  que  les  cour- 
bures des  deux  moitiés  d'un  arc  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre  ne  peuvent  différer  que  d'un  infiniment  petit 
du  deuxième  ordre. 

H9.  La  différence  entre  un  arc  infiniment  petit  et  sa 
corde  est  du  même  ordre  que  le  cube  de  Varc, —  En  effet, 
Tare  étant  compris  entre  la  corde  et  la  somme  dés  tan- 
gentes extrêmes ,  diffère  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux 
quantités,  moins  qu'elles  ne  diiïèrenl  l'une  de  l'autre. 

Or  les  angles  de  la  corde  avec  chacune  des  tangentes 
étant  moindres  que  celui  des  tangentes  entre  elles ,  lequel 
est  du  même  ordre  que  l'arc,  sont  au  moins  de  cet  ordre 
infinitésimal.  On  a  donc  un  triangle  dont  un  côté  est  in- 
finiment petit,  et  les  angles  adjacents  sont  du  même  ordre 
au.  moins  que  ce  côté;  d'où  il  suit  (n*^  Hl  )  que  la  diffé- 
rence de  ce  côté  à  la  somme  des  deux  autres  est  au  moins 
du  même  ordre  que  le  cube  du  côté ,  ou  de  Tare  qui  est  du 
même  ordre  que  le  côté.  Il  en  eist  donc  ainsi ,  à  plus  forte 
raison ,  de  la  différence  de  l'are  à  la  corde  ou  à  la  somme 
des  tangentes.  Ces  différences  seront  du  troisième  ordre, 
si  Tare  est  du  premier. 

120.  La  différence  d'un  arc  infiniment  petit  à  la  tan^ 
gente  menée  à  l'une  des  extrémités  de  l'arc  et  terminée  à 
l'ordonnée  menée  par  r autre,  est  de  l'ordre  du  carré  de 
Varc. 

Soit  l'arc  MM'  {fig-  5i),  MT  sa  tangente  terminée  à 
Fordonnée  P'M'-,  il  s'agit  d'évaluer  Tordre  infinitési- 
mal de  la  différence  entre  MT  et  cet  arc. 

Remarquons  d'abord  en  général  que  la  portion  M'T 
de  V ordonnée  est  du  second  ordre.  Car  on  a  la  proportion 
M'T        sin.M        j,  ^        ,.,^        MM' sin  M 

--— r  en    ", — --:        doÙ  M'T  =  ; — 

Mir        sm  T  '  sm  T 

Mais  nous  avons  vu  que  l'angle  M  est  au  moins  du  même 


l58  LIVRE    I. 

ordre  que  Tare  ou  la  corde  MM'  et  slii  T  est  fini  ;  donc 
la  partie  M'T  d'une  sécante  quelconque  faisant  un 
angle  fini  avfcc  la  tangente  est  de  V ordre  du  carré  de 
MM'  ou  de  l'arc  proposé. 

Si  maintenant  on  abaisse  M'I  perpendiculaire  sur  MT, 
MI  différera  de  Thypoténuse  MM'  d'un  infiniment  petit 
de  Tordre  du  cube  de  MM'  au  moins  (n°  109) ,  de  plus 
IT  est  de  l'ordre  du  carré  de  MM',  puisqu'on  a 

IT=:  M'TcosT, 

et  IT,  étant  la  différence  de  MT  à  MI,  est  la  différence 
de  MT  à  l'arc  MM'  en  négligeant  un  infiniment  petit 
de  l'ordre  du  cube  de  MM'-,  d'où  il  suit,  comme  nous 
l'avons  annoncé,  que  cette  dernière  différence  est  de 
l'ordre  du  carré  de  l'arc.  Elle  sera  donc  du  second  ordre 
si  l'on  prend  l'arc  du  premier. 

Il  en  serait  de  même  pour  la  tangente  menée  au  point 
M'  et  terminée  à  Tordonnée  MP.  L'une  de  ces  tangentes 
est  plus  grande  que  l'arc ,  l'autre  plus  petite. 

121.  Remarque.  —  On  peut  conclure  de  ce  qui  pré* 
cède  que  les  longueurs  des  deux  normales  en  M,  M' termi- 
nées à  leur  point  de  rencontre  O  diffèrent  d'une  quantité 
qui  est  au  moins  du  second  ordre.  Car  cette  différence  est 
la  partie  d'une  de  ces  normales,  comprise  entre  le  point 
M'  et  le  cercle. décrit  de  O  comme  centre  avec  OM  pour 
rayon.  Or  ce  cercle  étant  tangent  à  la  courbe  en  M,  il 
suffit  d'appliquer  la  proposition  qui  vient  d'être  démon^ 
trée  sur  M' T.  La  différence  des  normales  est  donc  au 
moins  du  second  ordre.  Nous  pourrions  pousser  l'appré- 
ciation plus  loin. 

On  peut  tirer  de  là  une  conclusion  qui  a  quelquefois 
de  l'uliHté  dans  les  problèmes  de  géométrie  :  oTest  qu'une 
courbe  dont  les  normales  passent  toutes  par  un  même 
point,  est  nécessairement  un  cercle.  En  effet,  en  parta- 
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gcant  un  arc  fini  de  la  courbe  en  parties  infiniment  pe- 
tites du  premier  ordre,  les  accroissements  successifs  des 
uorniales,  comptées  à  partir  du  point  constant  de  leur 
rencontre ,  seront  du  second  ordre,  et  la  limite  du  rapport 
de  la  somme  de  ces  accroissements  à  la  somme  des  arcs 
sera  zéro.  Donc  l'accroissement  total  de  la  normale  est 
nul,  et  tous  les  points  du  lieu  sont  également  distants  du 
point  fixe.  Ce  lieu  est  donc  un  cercle ,  dont  le  point  fixe 
est  le  centre.  , 

122.  Considérons  un  arc  infiniment  petit  a,  appartenant 
à  une  courbe  quelconque,  dont  les  arcs  pris  à  partir  d'une 
origine  fixe  sont  désignés  par  5^  partageons-le  en  parties 
égales  «,  infiniment  petites  du  second  ordre,  si  a  est 

regardé  comme  du  premier 5  ce  qui  veut  dire  que  ~  tend 

vers  une  limite  finie,  lorsque  a  tend  vers  zéro.  Désignons 
par  («)la  courbure  d'un  quelconque  de  ces  arcs  a,  on  aura 

(n^  114) 

cj  =  Ma , 

M  désignant  une  quantité  finie. 

Comparons  maintenant  les  valeurs  extrêmes  w',  «" 
de  co.  Pour  avoir  co'  il  faudra  ,  dans  M,  mettre  pour  s  la 
valeur  correspondante  à  la  première  extrémité-,  pour 
avoir  w'' il  faudra  changer  s  en  5  H- A,  h  n'étant  autre 
chose  que  a  —  a,  et  par  conséquent  du  premier  ordre. 
M  croîtra  donc  d'une  quantité  du  premier  ordre ,  que  l'on 
pourra  désigner  par  Mi«,  Mi  restant  fini;  d'où  il  suit 
w" —  w'  =  M|aa. 

Ainsi  la  différence  des  courbures  des  arcs  extrêmes  ol 
est  du  troisième  ordre. 

123.  Expression  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'une 
extrémité  d*un  arc  infiniment  petit  sur  la  tangente  we- 
7iée  à  Vautre  extrémité» 
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Soit  OB  [fig.  52)  la  tangente,  à  l'extrémité  O  de  Tare 
OA  =  a  infiniment  petit  du  premier  ordre,  et  AB  la  per- 
pendiculaire ,  dont  nous  allons  chercher  l'expression  en 
fonction  de  la  longueur  a  de  l'arc  et  de  sa  courbure  fl, 
en  nous  assujettissant  à  ne  négliger  que  les  infiniment 
petits  du  troisième  ordre.  Pour  cela  nous  décomposerons 
a  en  parties  égales  a  infiniment  petites  du  second  ordre, 
dont  le  nombre  m  croîtra  indéfiniment  à  mesure  que  a 
tendra  vers  zéro. 

La  relation 

donne 


la  a 

—  =  -  9     ou     m  =-', 
ma  a.' 


de  sorte  que  —  est  infiniment  petit  du  premier  ordre ,  et 

«'  .   .  /.   . 

am  ou  —  est  une  quantité  unie. 

Cela  posé,  soit  MN  un  quelconque  des  arcs  a  qui  com- 
posent OA,  et  correspondant  à  OM=«a;  formons  le 
triangle  MNI  au  moyen  de  la  corde  MN ,  de  la  parallèle 
MI  à  OB  et  de  la  perpendiculaire  NI  \  AB  sera  la  somme 
des  m  valeurs  que  prendra  NI  quand  n  prendra  les  m 
valeurs  o,  i,  2v-î  {"^  —  i)- 

C'est-à-dire  que  Ton  aura 

AB  =  2  MNsinNMIj 

cette  somme  se  rapportant  aux  m  arcs  égaux  qui  com- 
posent OA.  Remarquons  d'abord  que,  si  dans  l'expression 
générale  de  l'élément  MN  sinNMI,  on  considère  un  terme 
infiniment  petit  de  l'ordre  ;;,  il  fournira  dans  la  somme  un 
terme  de  l'ordre  p  —  i .  En  effet,  on  peut  le  représenter 
par  Ka'',  K  étant  une  quantité  finie  variable.  La  somme 
des  m  valeurs  qu'il  prend  est  égale  à  la  somme  des  facteurs 
af  multipliée  par  une  moyenne  Kj  entre  les  premiers  fac» 
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leurs  A^,  c'est-à-dire  à  mKi  a^.  Ce  qui  est  évidemment  de 
l'ordre  p  —  i,  puisque  ma  est  une  quantité  finie.  Procé- 
dons maintenant  au  calcul  de  la  somme  en  question,  en 
négligeant  dans  sa  valeur  totale  les  quantités  infiniment 
petites  du  troisième  ordre. 

Nous  voyons  d'abord  qu'à  ce  degré  d'approximation 
nous  pouvons  substituer  Tare  a  à  sa  corde  MN,  car  leur 
différence  est  de  l'ordre  de  a'-,  c'est-à-dire  du  sixième, 
puisque  a  est  du  second  :  et  comme  l'angle  NMI  est 
moindre  que  l'angle  a  que  la  tangente  en  M  fait  avec  OB, 
augmenté  de  la  courbure  w  de  MN ,  et  à  plus  forte  rai- 
son moindre  que  il  qui  est  du  premier  ordre,  on  voit 
qu'en  prenant  a  au  Meu  de  la  corde  MN,  on  néglige  dans 
l'expression  générale  de  NI  une  quantité  du  septième  or- 
dre, au  moins.  Or,  d'après  la  remarque  précédente,  elle  ne 
pourra  donner  dans  la  somme  qu'une  quantité  du  sixième 
ordre  :  on  peut  donc  la  négliger  au  degré  d'approximation 
que  nous  nous  sommes  proposé,  et  prendre  pour  valeur 
de  AB  l'expression 

2  a  sin  NMI. 

On  peut  encore  la  simplifier  en  remplaçant  "sinNMl 
par  l'angle  NMI  -,  car  leur  différence  étant  du  troisième 
ordre,  son  produit  para  sera  du  cinquième,  ce  qui  ne 
produirait  sur  AB  qu'une  erreur  du  quatrième.  Dont- 
nous  pouvons  prendre  pour  INI  l'expression  plus  simple 

a.  NMI. 

Et  même  nous  pouvons  remplacer  NMI  par  (p  dont  il  dif- 
fère d'un  angle  moindre  que  la  courbure  de  MIN  qui  est 
du  second  ordre*,  car  nous  négligeons  ainsi  dans  a. NMI 
une  quantité  du  quatrième  ordre  qui  ne  pourrait  affecter 
AB  que  d'une  erreur  du  troisième  ordre,  que  nous  devons 
I.  II 
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négliger.    Ainsi,   au    degré   d'approximation  demandé, 
nous  pouvons  prendre 

AB  =  1  ya. 

Il  faut  maintenant  exprimer  y  au  moyen  de  Tare 
0M=  na,  afin  de  pouvoir  effectuer  cette  sommation. 

Cet  angle  (f  n'est  autre  chose  que  la  somme  des  cour- 
bures 0)  des  n  premiers  arcs  a  ;  et  si  elles  étaient  toutes 
égales  à  la  courbure  w'  du  premier,  (f  serait  égale  à  ww'. 
Or  il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  les  considérer  ainsi,  au 
degré  d'approximation  demandé. 

En  effet,  d'après  le  n°  122,  une  qjjelconque  des  diffé- 
rences 0)  —  w'  est  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre. 
Ainsi  la  différence  de  (f  k  n(à'  est  égale  à  n  quantités  du 
troisième  ordre,  et  peut  se  mettre  sous  la  forme  A/za', 
A  étant  fini  ;  or  cette  quantité  est  moindre  que  Ama^ 
qui  est  du  second  ordre ,  puisque  ma  est  fini  ;  donc  A/ia* 
est  au  moins  du  second  ordre.  En  prenant  donc  ^  =  nw', 
l'erreur  est  du  second  ordre,  et  ^a  est  en  erreur  d'une 
quantité  du  quatrième,  qui  ne  produira  sur  la  somme 
2  ça  qu'une  erreur  du  troisième,  que  nous  devons  né- 
gliger. Nous  pouvons  donc  nous  borner  à  la  valeur  beau- 
coup plus  simple 

AB  =  1/1  aw'  z=z  oLto'  Z  /? . 

Mais  n  passant  par  toutes  les  valeurs  de  o  à  m  —  i , 
on  a 

ffi  (m  —  i) 

Donc 

AÏS  =  • =  {  W  —  I  )  w     .  — . 

2  ^  '  -2 
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Mais  ou  peut  substituer  m  km  —  i,  vu  qu^il  i^'en  ré- 
sulte pour  AB  qu'une  errevir  du  troisièiue  ordre  :  et  par 
les  mêmes  raisons  que  précédemment,  mtù'  rxe  diffère  de 
la  somme  des  courbures  w  des  m  arcs  «  que  d'une  quan- 
tité du  second  ordre.  Substituant  cette  somme  fl  à  w&)', 
il  n'en  résultera  donc  sur  AB  qu'une  erreur  du  troisième 
ordre;  et  au  degré  d'approximation  demandé,  on  aura 
enfin 

«^ 
AB= 

2 

Ce  qui  donne  le  théorème  suivant  : 

La  perpendiculaù^e  abaissée  d'une  extrémité  d'un  arc 
ùijiniment  petit  du  premier  ordre ,  sur  la  tangente  menée 
à  Vautre  extrémité  j  est  égale  à  la  moitié  du  produit  de 
Varc  par  sa  courbure^  à  un  infiniment  petit  près  du  troi-* 
sième  ordre, 

124.  L'angle  formé  par  la  corde  d'un  arc  infiniment 
petit  du  premier  ordre ^  av^ec  la  tangente  au  milieu  de  cet 
arc,  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre. 

Soit  AA'  cet  arc,  O  son  milieu ,  et  B'OB  la  tangente  ;  la 
corde  AA'  fait  avec  BB'  un  angle  dont  le  sinus  est  égal  à  la 
différence  des  perpendiculaires  AB ,  A'B',  divisée  par  la 
corde.  Soient  iî,iî'les  courbures  des  deux  moitiésOAjOA', 
on  aura,  d'après  le  numéro  précédent,  en  désignant  par 
2  a  la  longueur  de  l'arc 'A  A', 


ABrr:  ,        A'B'=:  ; 

2  2 


et,  par  suite, 


a 


AB  — A'B'  =  (a--il').- 


Or  nous  avons  vu  (n^ll4)  que  la  différence  des  cour- 
bures de  deux  arcs  égaux  consécutifs^  infiniment  petits 

II. 
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du  premier  ordre ,  est  du  second  ;  donc  XI  —  11'  est  du  se- 
cond ordre 5  et,  par  suite ,  la  différence  AB  —  A'B'  est  du 
troisième,  son  rapport  à  A  A'  est  donc  du  second.  Ainsi 
le  sinus  de  l'angle  de  AB  avec  la  tangente  au  milieu  O  de 
Tare  sous-tendu  est  du  second  ordre -,  et  par  conséquent 
aussi  cet  angle  lui-même  est  infiniment  petit  du  second 
ordre ,  comme  nous  l'avions  annoncé. 

125.  Remarques  diverses.  —  Les  perpendiculaires  AB, 
A'B'  étant  du  second  ordre,  celle  qu'on  abaisserait  du 
milieu  I  de  A  A'  serait  aussi  du  second  5  il  en  serait  de 
même  évidemment  de  la  perpendiculaire  élevée  de  I  sur 
AA'  et  terminée  à  BB',  ou  à  la  courbe  :  et  encore  de  la 
perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  AA\ 

Remarquons  encore  que  dans  le  triangle  rectangle  OAB 
le  côté  OB  et  Tangle  O  étant  du  premier  ordre,  la  diffé- 
rence de  l'hypoténuse  OA  à  OB  sera  du  troisième  ordre. 
Donc  aussi  la  différence  de  rare  OA  à  OB  sera  du  troi- 
sième ordre, 

—  Si  l'on  avait  en  O  {Jîg.  53)  une  seconde  courbe  tan- 
gente à  la  première  et  ayant  même  courbure  en  ce  point, 
et  que  Ton  prit  un  arc  OAi  =0A,  la  perpendiculaire 

A,Bi   serait,  au  troisième  ordre  près,   égale  à  -^  ?  îî, 

étant  la  courbure  de  l'arc  OAj  dont  le  rapport  à  iî  a  l'u- 
nité pour  limite  par  hypothèse.  Donc  la  limite  du  rap- 

A  B 
port  -j^  est  l'unité,   et,  par  conséquent,  la  différence 

de  Al  Bi  à  AB  est  infiniment  petite  par  rapport  à  AB,  et, 
par  conséquent,  d'un  ordre  supérieur  au  second. 

De  plus,  on  voit  que  BBj  sera  au  moins  du  troisième 
ordre,  puisque  c'est  la  dilïérence  de  OB  et  OBj  qui  dif- 
fèrent des  arcs  égaux  OA  ,  OA,  de  quantités  du  troisième 
ordre.  Il  en  résulte  que  AAi  est  l'hypoténuse  d'un  triangle 
dont  un  côté  est  d'un  ordre  supérieur  au  second,  et  l'autre 
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au  moins  dii  troisième,  et,  par  conséquent,  ÂAi  est  d'un 
ordre  supérieur  au  second. 

Il  est  encore  important  de  remarquer  que  la  longueur 
d'une  corde  AS  comprise  entre  deux  courbes  ayant  même 
courbure  en  O ,  et  dont  la  direction  limite  fait  un  angle 
fini  avec  la  tangente  commune  en  O,  est  d'un  ordre  supé- 
rieur au  second.  Car  on  a  ^ 

smS 
et  comme  sin  S  reste  fini ,  AS  est  au  moins  du  même  ordre 
que  A  Al. 

Ainsi ,  par  exemple ,  si  l'on  considère  le  cercle  de  cour- 
bure d'une  courbe  quelconque,  qu'à  partir  du  point  de 
contact  on  prenne  un  arc  infiniment  petit  du  premier 
ordre,  et  que  de  son  extrémité  on  mène  une  sécante  fai- 
sant un  angle  fini  avec  la  tangente^  la  partie  comprise 
entre  les  deux  courbes  sera  d'un  ordre  supérieur  au  se- 
cond. 

126.  Si  l'on  mène  une  tangente  parallèle  à  la  corde  AA', 
l'arc  MT  [fig*  53)  compris  entre  son  point  de  contact  T 
et  le  milieu  M  de  l'arô,  ayant  pour  courbure  l'angle  de 
ses  tangentes  extrêmes,  qui  est  le  même  que  celui  de  la 
corde  et  de  la  tangente  au  milieu ,  sera  infiniment  pei^t 
du  second  ordre ,  comme  ce  dernier  ;  d'où  résulte  cette 
proposition  : 

Uarc  compris  entre  le  milieu  (Vun  arc  infiniment  petit 
du  premier  ordre  et  le  point  de  contact  de  la  tangente 
parallèle  à  la  corde  de  cet  arc  est  infiniment  petit  du 
second  ordre. 

Si  sur  le  milieu  I  de  la  corde  AA'  {fig>  54)  ou  élève 
une  perpendiculaire,  elle  rencontre  l'arc  en  un  point  P, 
également  distant  de  A  et  A'.  Or  chacune  des  cordes 
égales  AP,  A'  P  ne   différant  de  Tare   qu'elle  sous-tend 
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que  d'un  infiniment  petit  du  troisième  ordre ,  les  deux 
arcs  AP,  A'P  ne  peuvent  avoir  entre  eux  qu'une  difle- 
rence  du  même  ordre.  Mais  cette  différence  est  le  double 
de  PJVl ,  puisque  M  est  le  milieu  de  l'arc  entier  :  donc  MP 
est  infiniment  petit  du  troisième  ordre. 

Ainsi  : 
iMT  est  infiniment  petit  du  second  ordre-, 

MP  est  du  troisième  5 

et,  par  suite,  TP  est  du  second. 

127.  Si  l'on  joint  le  point  I  aux  points  M ,  T,  et  qu'on 
mène  les  cordes  PM,  TP,  la  première  sera  du  troisième 
ordre  et  la  seconde  du  second,  comme  leurs  arcs  respectifs. 

Or  nous  avons  vu  que  IP  est  du  second  :  donc  V angle 
PIM  est  infiniment  petit  {n°  HO).  Mais  dans  le  triangle 
TiP  les  côtés  TP,  PI  étant  du  même  ordre,  le  rapport  des 
sinus  des  angles  opposés  a  une  limite  finie,  et,  par  consé- 
quent, ces  deux  sinus  ont  des  limites  finies  ou  tendent  tous 
deux  vers  zéro.  Or  ce  dernier  cas  ne  peut  arriver  :  car  îl 
faudrait  pour  cela  que  le  troisième  angle  en  P  lendit  vers 
deux  droits  ou  vers  zéro,  ce  qui  n'est  pas,  puisque  la 
direction  TP  est  infiniment  voisine  de  celle  de  la  tangente 
en  M,  et,  par  conséquent,  de  celle  de  A  A',  à  laquelle  IP 
est  perpendiculaire  j  donc  r angle  TIP  a  une  limite  finie 

Ainsi,  en  joignant  le  milieu  de  la  corde  au  milieu  de 
Tare  et  au  point  oitla  tangente  est  parallèle  à  la  corde, 
on  a  deux  directions  y  dont  la  première  a  une  limite  per- 
pendiculaire à  la  corde ^  et  la  seconde,  oblique, 

128.  Les  angles  formés  parles  tangentes  aux  extrémi- 
tés duh  arc  infiniment  petit  auec  sa  corde,  peuvent  être 
regardés  comme  égaux,  et  les  tangentes  comme  égales, 
en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre. 

Soient  AA'  [fig>  55)  un  arc  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordres  AV^  A'V  ses  tangentes  extrêmes,  dont  l'angle 
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extérieur  V  mesure  la  courbure  de  Tare  AA'.  La  tangente 
menée  au  milieu  M  de  cet  arc  fait  avec  AV,  A' V  des  an- 
gles MTV,  MT' V  égaux,  au  second  ordre  près,  comme  me- 
surant les  courbures  des  arcs  égaux  AM  ,  A'M  (n**  118). 
Or  ces  deux  angles  diffèrent  des  angles  respectifs  A, 
A'  de  r  angle  même  des  deux  droites  Tï',  A  A',  lequel  est 
du  second  ordre.  Donc,  comme  nous  l'avions  annoncé, 
les  angles  des  tangentes  extrêmes  avec  la  corde  sont 
égaux  à  un  infiniment  petit  près  du  second  ordre  y  et 
flonnent  la  mesure  de  la  demi-courbure  de  Parc,  à  ce 
même  degré  d'approximation. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  prouver  qu'il  en  est  de  même 
des  côtés  AV,  A'V  du  triangle  AVA'.  En  effet,  on  a 
A^V_sinA 
AV  ~~  sinA'' 

et  comme  la  limite  de  -: — -;  est  la  même  que  celle  de  --?» 
sm  A'  '  A' 

qui  est  égale  à  l'unité,  il  en  résulte 
l.m.  — =1. 

H  est  facile  d'ailleurs  d'apprécier  Tordre  de  la  diffé- 
rence A'V  —  AV.  En  effet,  l'équation  précédente  donne 

,     /A— A'\        A  H- A' 

2  sm  [ 1  ces 

A^V^  AV  _  smA  — smA' \      2      /  a 

ÂV         ~"  sin  A'         ~~  sin  A' 

ce  qui  est  une  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre, 
puisque  {—^ — )  est  du  second  et  sin  A'  du  premier.  Le 

rapport ^    -  étant  du  premier  ordre,  A'V  —  AV  est 

du  second. 

Donc  les  longueurs  des  tangentes  extrêmes  sont  égales, 
fiu  second  ordre  près. 
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129.  Les  angles  inscrits  dans  un  segment  dont  Varc 
est  infiniment  petit  du  premier  ordre ^  sont  égaux ,  au  se- 
cond ordre  près. 

Soient  Tare  AA'  (fig^  56)  et  un  angle  inscrit  quel- 
conque AMA'.  Si  Ton  mène  la  tangente  TMT',  l'angle 
UMA'  sera  partagé  en  deux  angles ,  dont  Tun  mesure  la 
demi-courbure  de  A' M  et  l'autre  celle  de  AM.  Donc 
l'angle  UMA'  peut  être  regardé  comme  constant  et  égal 
à  la  demi' courbure  de  AA'^  au  second  ordre  près . 

L'angle  inscrit  AMA'  est  donc  aussi  constant,  au  se- 
cond ordre  près. 

130.  Si  sur  deux  courbes  tangentes  on  prend,  à  par- 
tir du  point  de  contact  y  des  arcs  infiniment  petits  égaux, 
la  droite  qui  joint  leurs  extrémités  a  pour  direction  limite 
celle  de  la  norrnale  commune. 

Soient  M  [fig.  57)  le  point  de  contact,  MM'  =  MM,, 
et  supposons  d'abord  que  les  deux  courbes  soient  de  côtés 
différents  de  la  tangente  commune.  Dans  le  triangle  rec- 
tiligne  MM'Mj,  la  différence  des  côtés  MM',  MMj,  que 
nous  considérerons  comme  infiniment  petits  du  premier 
ordre,  est  du  troisième  ordre,  puisque  les  arcs  sont  égaux; 
de  plus,  l'angle  compris  M  étant  la  somme  de  ceux  que 
chaque  corde  fait  avec  la  tangente,  est  aussi  du  premier 
ordre  (n°  128).  Donc  les  limites  des  angles  M',  Mi  sont 
des  angles  droits  (n^  112),  et  comme  les  directions  des  cô- 
tés MM',  MMi  anl  pour  limite  celle  de  la  tangente  en  M, 
il  en  résulte  que  la  limite  de  la  direction  de  M'Mi  est  celle 
de  la  normale  au  point  M. 

Mais  si  les  courbures  étaient  dans  le  même  sens  ,  les 
deux  arcs  MM/,  MMj  seraient  du  même  côté  de  la  tan- 
gente, et  l'angle  M  serait  la  différence  des  deux  angles  du 
premier  ordre  que  les  cordes  font  avec  la  tangente  com- 
mune. Cet  angle  pourrait  donc  être  d'un  ordre  supérieur 
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au  premier,  et  nous  ne  serions  plus  dans  les  conditions  du 
n°  H2.  Or  nous  avons  démontré  que  ces  angles  ne  diffèrent 
des  moitiés  des  courbures  des  arcs ,  que  de  quantités  du 
second  ordre.  Si  donc  les  courbures  des  deux  courbes  en  M 
sont  différentes,  ce  qui  est  le  cas  général,  les  deux  angles 
qui  mesurent  les  courbures  des  arcs  MM',  MMj  diffèrent 
d'une  quantité  du  même  ordre  que  ces  arcs,  puisque  les 
limites  des  rapports  de  ces  angles  à  la  longueur  de  l^rc 
sont  inégales.  Ainsi ,  en  laissant  de  côté  les  points  parti- 
culiers où  la  courbure  est  la  même,  l'angle  M  sera  tou- 
jours du  premier  ordre,  et,  par  suite,  les  angles  M',  Mi 
ont  pour  limites  des  angles  droits.  Donc  généralement  la 
limite  de  la  direction  M'Mj  est  celle  de  la  normale  com- 
mune. 

Exemples  de  la  détermination  des  centres  de  courbure, 

131.  Cycloide, — Soit  T  (Jîg*  58)  le  point  de  con- 
tact du  cercle  générateur  correspondant  au  point  quel- 
conque M  de  la  cycloïde.  Nous  savons  qu'en  prenant  sur 
le  cercle  un  arc  infiniment  petit  MI,  menant  IM' parallèle 
à  AB  et  égal  à  MI  5  puis  prenant  TT' =  MI  =  IM',  le 
point  M'  appartient  à  la  cycloïde ,  et  T'  est  le  point  de 
contact  correspondant  du  cercle  générateur  avec  la  base. 

Cela  posé,  MT,  M' T' sont  deux  normales  infiniment 
voisines,  et  la  limite  de  leur  point  de  rencontre  N  est, 
d'après  ce  qui  précède ,  le  centre  de  courbure  de  la  cy- 
cloïde, correspondant  au  point  M. 

Or,  si  l'on  joint  IT  et  qu'on  mène  MK  parallèle  à  AB, 
on  aura  HK  =  TT',  et  on  reconnaît  facilement  que  le  rap- 
port de  MH  à  MI  et,  par  suite,  à  TT'  tend  vers  l'unité  5  car, 
dans  le  triangle  rectiligne  MIH ,  les  deux  angles  I  et  H 
ont  une  même  limite  finie.  En  effet,  la  corde  MI  a  pour 
direction  limite  celle  de  la  tangente  MU  au  cercle ,  et  la 
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direction  IHT  a  pour  limite  celle  de  MT  j  donc  l'angle  I 

du  triangle  a  pour  limite  TMU.  L'angle  H  du  même 

triangle,  ou  son  égal  THK,  a  évidemment* pour  limite 

TMK.  Or  cet  angle  est  égal  à  TMU ,  puisque ,  d'après  les 

propriétés   connues   du   cercle,   MT    est  la   bissectrice 

de  UMK;  donc  la  limite  du  rapport  des  côtés  MH,  MI 

est  l'unité.  Il  en  est  donc  de  même  de  la  limite  du  rapport 

de  1MH  à  l'arc  MI ,  ou  à  son  égal  TT'.  Donc  la  limite  du 

MK  Tv/r  .    1  MK 

rapport  — -,  est  2.  Mais  le  rapport  — —  est  constamment 

égal  à  —  •  Donc  la  limite  de  MN  est  2MT,  et  on  aura  le 

centre  de  courbure  O  en  prenant  TO  =  TM. 

Ainsi  dans  la  cycloïde  le  rayon  de  courbure  est 
double  de  la  normale, 

132.  Ellipse  rapportée  à  ses  foyers,  —  Soient  F, 
F'  (fig»  59)  les  deux  foyers,  a,  i  les  deux  demi-axes, 
cî,  ô'  les  rayons  vecteurs  d'un  point  quelconque  M  de 
l'ellipse,  M'  un  second  point  infiniment  voisin  de  M, 
MO',  M'O'  les  bissectrices  des  angles  F  MF,  FM'F,  qui 
seront  les  normales  en  M ,  M',  Le  rayon  de  courbure  en  M 

MM' 
sera  la  limite  du  rapport  —ttt^  puisque  l'angle  O' des  nor- 
males est  égal  à  celui  des  tangentes  aux  extrémités  de 
l'arc  MM'. 

Comme  nous  n'avons  en  vue  qu'une  limite  de  rap- 
ports, nous  pourrons,  d'après  les  remarques  faites  pré- 
cédemment (n°  107) ,  remplacer  les  quantités  infiniment 
petites  par  d'autres ,  dont  le  rapport  avec  elles  aura  l'unité 
pour  limite,  et  écrire,  comme  si  elles  étaient  exactes, 
les  équations  où  elles  entreront.  Nous  avons  démontré 

que  le  résultat  cherché  li m.,  ——  n'en  sera   aucunement 
altéré.  Nous  donnons  ainsi  un  premier  exemple  de  ce 
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moyen  si  commode  de  simplification.  Rien  ne  sera  plus 
facile,  au  reste,  que  de  faire  les  mêmes  calculs  en  conser- 
vant, comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici,  l'exactitude 
absolue  des  équations. 

Les  deux  triangles  F'MI,  CIM' ayant  un  angle  égal, 
la  somme  des  deux  autres  est  la  même  de  part  et  d'autre-, 
d'où,  en  désignant  par  F'  l'angle  infiniment  petit  MF' M', 
par  w  l'angle  donné  F' Mo)',  et  de  même  par  F  et  w'  les 
angles  MFM',FM'0', 

O'  —  F'  =  w  —  w', 
et  de  même 

O'  —  F  =  w'  —  w  ; 
d'où,  en  ajoutant, 

Ainsi ,  en  désignant  par  R  le  rayon  de  courbure  cher- 
ché ,  on  aura 

,.       2  MM' 

Nous  allons  calculer  les  angles  F,  F' dans  les  triangles 
FMM',  F'MM',  en  les  substituant  à  leurs  sinus-,  nous 
substituerons  de  même  l'arc  MM'  à  sa  corde ,  nous  sub- 
stituerons à  la  direction  de  la  corde  MM'  celle  de  la  tan- 
gente en  M,  et  aux  angles  des  rayons  vecteurs  avec  MM' 
les  limites  de  ces  angles ,  c'est-à-dire  le  complément  de  w. 
Les  valeurs  de  F,  F'  ainsi  calculées  ne  différeront  des 
véritables  que  de  quantités  infiniment  petites  par  rapport 
à  elles-mêmes,  et,  par  conséquent,  la  limite  du  rapport 

MM'  ,   ,    , 
-7  ne  sera  pas  altérée. 

F  4-  F'     .  ^ 

Nous  trouverons  de  cette  manière 

MM'cosw  MM'cosc) 
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d'où 


„       „,       ....,  /•  i\        aaMM'cosu 


et,  par  suite, 

R  = 


acosw 


Or  on  sait  que  cosw  =  -y=:9  et  que  la  longueur  ti  de 


la  normale  MN  a  pour  expression 


D'où  résulte 


/2=    -    V^'. 

a 


ou,  en  désignant  par/?  le  demi-paramètre, 

Cette  formule  s'applique  également  à  l'hyperbole  et  à  la 
parabole. 

133.  Cette  formule  donne  pour  la  valeur  de  R  une 
construction  facile;  mais  on  en  obtient  encore  une  plus 
simple  en  remarquant  que  la  première  valeur  de  R  donne 
pour  projection  du  rayon  de  courbure  sur  le  rayon  vec- 
teur F' M,  la  valeur  suivante  : 

§§' 

R  ces  w  = 

a 

Or,  en  divisant  les  valeurs  de  7i  et  cosw,  on  obtient 

SS'  __     fi 
a         cosw 
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n 


et     n'est  autre  chose  que  la  longueur  MH  obtenue  en 

ces  w  ^  o 

élevant  NH  perpendiculaire  sur  la  normale.  Le  point  H 
est  donc  la  projection  de  rextrémité  du  rayon  de  cour- 
bure ou  du  centre  de  courbure.  Elevant  donc  en  H  une 
perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur  F 'M,  sa  rencontre 
C  avec  la  normale  sera  le  centre  de  courbure. 

434.  Spirale  logarithmique.  —  Soient'  M ,  M'  {fig.  60) 
deux  points  infiniment  voisins,  A  le  pôle,  MO,  M'O  les 
deux  normales  en  M ,  M';  il  s'agit  de  trouver  la  limite  du 
poiptO.  Les  rayons  vecteurs  AM,A]VI'  étant,  comme 
nous  l'avons  vu,  également  inclinés  sur  les  normales 
correspondantes,  les  angles  A  et  O  sont  égaux,  et  les 
quatre  points  A,  M,  M',  O  sont  sur  un  même  cercle. 
Mais  lorsque  M'  tend  vei#M,  ce  cercle  tend  à  devenir 
tangent  à  la  spirale  en  M ,  puisque  la  sécante  commune 
MM'  tend  vei*s  la  tangente  à  la  spirale;  donc  ce  cercle  à 
la  limite  a  pour  normale  MO  :  son  centre  est  donc  sur 
MO  5  la  limite  C  de  O  ou  le  centre  de  courbure  est  donc 
l'extrémité  du  diamètre  de  ce  cercle  dont  M  est  l'autre 
extrémité.  L'angle  MAC  est  donc  droit,  et  on  a  le  centre 
de  courbure  en  élevant  en  A  une  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur,  en  cherchant  sa  rencontre  avec  la  nor- 
male. 
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CHAPITRE  XVIIL 

DÉVELOPPÉES    DES   COURBES    PLANES. 


13S.  Si ,  sur  chacune  des  normales  à  une  courbe  plane 
quelconque,  on  consîdère  le  centre  de  courbure  correspon- 
dant, qui  est  la  limite  de  la  rencontre  de  cette  normale 
avec  une  normale  infiniment  voisine,  on  obtiendra  pour 
lieu  de  ces  centres  une  courbe  tangente  à  toutes  les  nor- 
males (n°  76).  Cette  courbe  se  nomme  la  déi^eloppée  de 
la  première,  et  celle-ci  s'appelle  la  déi^eloppante  de 
l'autre:  Les  développées  jouissent  d'une  propriété  remar- 
quable, à  laquelle  elles  doiv^t  leur  nom,  et  que  nous 
allons  faire  connaître. 

Soient  M  (fig-  6i  )  un  point  quelconque  d'une  courbe , 
MO  sa  normale,  O  le  centre  de  courbure,  M' un  point  de 
la  courbe  distant  de  M  d'une  quantité  infiniment  petite 
du  premier  ordre,  O'  le  centre  de  courbure  correspon- 
dant; les  deux  droites  MO,  M'O  seront  tangentes  a  la 
développée  aux  points  O  et  O'.  Or,  comme  la  longueur 
MO  du  rayon  de  courbure  dépend  de  la  position  de 
M,  ou  de  la  longueur  de  l'arc  de  la  courbe  donnée, 
compté  à  partir  d'une  origine  quelconque  sur  la  courbe , 
on  peut  regarder  MO  comme  une  fonction  de  l'arc  \  ain.si, 
d'après  un  principe  posé  précédemment,  l'accroissement 
infiniment  petit  de  MO,  ou  la  différence  M'O' —  MO  sera 
généralement  de  même  ordre  que  MM '5  et  de  même  l'ac- 
croissement 00'  de  l'arc  de  la  développée  sera  de  l'ordre 
MM',  puisque  l'arc  de  la  développée  est  aussi  une  fonc- 
tion de  celui  de  la  proposée. 

Maintenant  il  est  facile  de  reconnaître  que  la  longueur 
de  l'arc  OO',  et  la  différence  des  deux  rayons  de  courbure 
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MO,  M'O'  ne  peuvent  différer  que  d'une  quantité  infini- 
ment petite  par  rapport  à  elles-mêmes. 

En  effet,  élevons  en  M  et  O  des  perpendiculaires  à 
MO,  qui  rencontrent  la  normale  M'O'  en  T  et  H.  La 
partie  TM'  est  d'un  ordre  supérieur  au  premier,  puisque 
MT  est  tangente  et  que  la  direction  HT  n'a  pas  pour 
limite  celle  de  la  tangente  (n°  120).  De  plus  la  longueur 
HT  ayant  MO  pour  projection  sur  la  normale  avec  laquelle 
sa  direction  fait  un  angle  infiniment  petit  du  premier 
ordre ,  la  différence  entre  OM  et  HT  sera  infiniment  pe- 
tite du  second  ordre.  Donc  la  différence  entre  M' H  et  MO 
sera  infiniment  petite  d'un  ordre  supérieur  au  premier, 
puisqu'il  en  est  ainsi  de  la  partie  TM',  dont  nous  n'avons 
pas  cherché  à  préciser  exactement  l'ordre. 

Il  suit  de  là  que  la  différence  entre  M'O'  et  MO  sera 
HO',  à  une  quantité  près  d'un  ordre  supérieur  au  pre- 
mier. Or  l'arc  00'  et  la  tangente  O'H  à  la  développée 
ont  une  différence  du  second  ordre  (n°  120)  ;  donc  enfin 
OO'  et  M'O' — MO  ne  peuvent  avoir  qu'une  différence 
infiniment  petite  par  rapport  à  elles-mêmes  ;  et,  par  con- 
séquent, si  l'on  considère  la  somme  d'arcs  infiniment 
petits  00'  formant  un  arc  fini  déterminé  de  la  dévelop- 
pée, cet  arc  sera  égal  à  la  limite  de  la  somme  des  accrois- 
sements successifs  des  rayons  de  courbure.  Et,  comme 
cette  somme  d'accroissements  n'est  autre  chose  que  l'ac- 
croissement total,  ou  la  différence  des  rayons  de  courbure 
extrêmes ,  on  arrive  à  cette  conclusion  :  Un  arc  fini  de  la 
déi^eloppee  d'une  courbe  quelconque  est  égal  à  la  diffé- 
rence des  deux  rayons  de  courbure  de  cette  courbe^  cor- 
respondants aux  deux  extrémités  de  cet  arc.  Et  cette 
proposition  s' appliquant  à  toutes  les  grandeurs  des  arcs 
de  la  développée ,  s'applique  évidemment  aux  arcs  infini- 
ment petits  ^  d'où  l'on  voit  que  la  différence  entre  OO'  et 
M'O' — MO,  que  nous  avions  démonliée  être  d'un  ordre 
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supérieui  au  premier,  était  rigoureusement  égale  à  zéro. 

136.  Il  suit  de  ce  qui  précède  que,  si  Ton  suppose  uu  fil 
flexible  et  inextensible  appliqué  sur  la  développée  jus- 
qu'à un  certain  point  quelconque ,  à  partir  duquel  il  s'en 
sépare  tangenliellement  et  se  prolonge  jusqu'au  point  où 
il  coupera  la  courbe  proposée-,  qu'ensuite  on  développe 
la  partie  enroulée,  en  tenant  toujours  le  fil  tendu,  son 
extrémité  sera  toujours  sur  la  courbe  donnée.  Car  l'ac- 
croissement de  la  partie  rectiligne  du  fil  tangent  sera 
toujours  égal  à  l'arc  de  la  développée  compris  entre  deux 
points  de  contact,  ou  à  la  différence  des  rayons  de  cour- 
bure correspondants  5  donc  la  partie  rectiligne  sera  tou- 
jours la  longueur  même  du  rayon  de  courbure,  et,  par 
suite  5  l'extrémité  sera  toujours  sur  la  courbe  donnée.  Le 
lieu  des  centres  de  courbure  d'une  courbe  peut  donc  ser- 
vir à  décrire  cette  courbe  par  sou  développement  en  ligne 
droite,  et  c'est  de  là  que  lui  vient  le  nom  de  développée, 

137.  Déi^eloppée  de  la  cjcloïde,  —  Soient  M  un  point 
quelconque  de  la  cycloïde  {fig-  6i) ,  MN  la  normale,  NMD 
le  cercle  générateur,  R  le  rayon  de  courbure,  on  a 

R  =  2MN; 
on  aura  donc  le  centre  de  courbure  O,  relatif  au  point  M, 
en  prenant  ]N0  =  MN.  Mais  si  au  milieu  I  de  la  base  on 
élève  la  perpendiculaire  IB  égale  au  diamètre  2  a  du  cercle 
générateur,  et  qu'on  mène  en  B  une  parallèle  BV  à  la 
base ,  le  cercle  décrit  sur  la  perpendiculaire  NC  comme 
diamètre  passera  par  O  :  l'arc  NO  sera  donc  égal  à  l'arc 
MN  du  cercle  NMD,  et,  par  suite,  à  la  ligne  AN.  Donc 
OC  ==  NI  =  BC.  Donc  le  point  O  appartient  à  la  cycloïde 
décrite  par  un  point  d'un  cercle  ayant  'la  pour  rayon ,  le* 
point  B  pour  origine,  et  BV  pour  base. 

La  développée  de  la  cycloïde  AEA'  se  compose  donc 
de   deux   demi-cycloïdes   AB,    A'B,   identiques    avec   la 
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première,  et  dont  le  prolongement  se  rapporterait  aux 
.    branches  suivantes  de  celle-ci. 

138.  La  différence  de  deux  rayons  de  courbure  étant 
égale  à  l'arc  de  la  développée,  compris  entre  les  deux 
points  de  contact,  et  le  rayon  de  courbure  de  AEA'  étant 
nul  au  point  A ,  la  ligne  MO  est  égale  à  Varc  AO.  Donc 
dans  toute  cycloïde  AOB ,  Tare  compris  entre  le  sommet  A 
et  un  point  quelconque  O  est  double  de  la  corde  NO  dû 
cercle  générateur  NOC  qui  passe  en  ce  point  -,  proposi- 
tion déjà  démontrée  précédemment  par  d'autres  considé* 
rations. 

Ainsi,  en  revenant  à  la  cycloïde  primitive,  on  aurait 

ME=2MD, 
et,  par  conséquent, 

AE  =  4fl     et     AEA' =  8«. 

Si  Ton  fait  ia  —  y  =  y\  c'est-à-dire  si  Ton  compte 
les  j'  à  partir  de  E,  dans  le  sens  El,  et  que  Ion  pose 
EM  =  5 ,  on  aura 

Telle  est  l'équaiiori  de  la  cycloïde  entre  l'ordonnée  et 
l'arc ,  comptés  à  partir  de  son  sommet. 

139.  Déi^eloppéf  de  la  parabole.  —  Soient  l'équation 
jr*  =  2px  (fig'"G^)^  M  un  point  quelconque  de  la  para- 
bole, MN  la  normale,  O  le  centre  de  courbure  5  on  aura , 
d'après  une  formule  donnée  précédemment , 

Soient  X  y  y  \es  coordonnées  de  M  5  a  ,  6  celles  de  O , 
et  (p  l'angle  de  MO  avec  la  parallèle  MI  à  l'axe  des  y  \  on 
aura 

MN  =  (j'-H/?')^,    j  — 6  =  M0coS(p,   a  —  x  c=  MO  sin  <p, 

P  y  P 

tang  ^  =  -  ,    .ces  (f  =    .  9     sin  (|p  = • 


I.  12 


1^8  livue  1. 

On  lire  de  là 

.     />  =  *—  /^'  6 ,      a  =  3  or  -4-  /J . 

Entre  ces  deux  équations  et  celle  de  la  parabole 
y^  =  ipx^  si  Ton  élimine  x  et  j^,  on  aura  l'équation 
du  lieu  des  points  O  ou  la  développée.  On  trouve  ainsi 

Q 

On  peut  remarquer  que  l'équation  précédente 
a==3j:^-hp  indique  une  construction  fort  simple  ^u 
centre  de  courbure  O.  Car  l'abscisse  OP  de  ce  point 
étant  égale  à  Sx  4-  p ,  on  a  NP  =  a.r.  11  suffit  donc  de 
mener  la  normale  indéfinie  MN,  de  prendre  NP  double 
de  l'abscisse  du  point  donné  M  et  d'élever  en  P  une  per- 
pendiculaire à  l'axe.  Sa  rencontre  avec  la  normale  don- 
nera le  centre  de  courbure. 

\  40.  Dév^eloppée  de  la  spirale  logarithmique.  —  Nous 
avons  trouvé  que  le  centre  de  courbure  C  de  cette  courbe 
est  le  point  de  rencontre  de  la  normale  et  de  la  perpen- 
diculaire menée  par  le  pôle  au  rayon  vecteur  (fig.  6o). 
Le  rapport  de  AC  à  AM  étant  constant,  puisque  les 
angles  du  triangle  AMC  sont  constants^  il  s'ensuit  que 
deux  rayons  vecteurs  quelconques  de  la  développée 
seront  dans  le  même  rapport  que  deux  ray  ms  vecteurs 
quelconques  de  la  spirale,  faisant  entre  eux  le  même 
angle  que  les  deux  autres.  Si  donc  on  fait  tourner  la 
développée  autour  de  A ,  jusqu'à  ce  qu'un  de  ses  points 
soit  sur  la  spirale,  toutes  les  autres  y  seront  de  même  et 
les  deux  courbes  coïncideront.  La  développée  de  la  spi- 
rale logarithmique  n'est  donc  autre  chose  que  cette  spi- 
rale même  qui  a  tourné  d'un  certain  angle  autour  du 
pôle. 
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CHAPITRE  XIX. 

DÉPLACEMENT  D'uNE  FIGURE  SUR  UN  PLAN.  PRORLÈME 
DE  LA  ROULETTE  :  MÉTHODE  DE  DESCARTES  POUR 
MENER  LES  TANGENTES  AUX  COURRES  QU'ELLE 
DÉCRIT.  GÉNÉRALISATION  DE  CETTE  QUESTION. 
CENTRE   INSTANTANÉ   DE   ROTATION. 


141.  Lorsque  l'on  consîdère  sur  un  plan  fixe  une 
figure  invariable  qui  se  déplace  d^une  manière  continue, 
suivant  une  loi  quelconque,  un  point  quelconque  appar- 
tenant à  cette  figure  ou  lié  invariablement  à  elle,  décrit 
une  courbe  dépendante  de  cette  loi ,  et  dont  les  géomètres 
du  XVII®  siècle  ont  étudié  un  cas  particulier.  Leurs 
recherches  ont  fait  faire  des  progrès  à  la  géométrie,  et  le 
problème  qui  en  a  été  l'occasion  a  conservé  beaucoup  de 
célébrité.  Ils  supposaient  une  courbe  roulant  sans  glisser 
sur  une  autre  supposée  fixe,  et  ils  se  sont  d'abord  proposé 
de  mener  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  un  point  lié 
à  celle  qui  se  déplace.  Le  premier  cas  qu'ils^ont  étudié 
est  celui  du  roulement  d'un  cercle  sur  une  droite  ;  un 
point  du  cercle  même  décrit  la  courbe  que  nous  avons 
nommée  cycloîde^  et  qu'on  a  d'abord  appelée  roulette. 

Nous  ne  nous  proposons  pas  de  faire  connaître  les 
différents  procédés  employés  dans  cette  recherche;  nous 
nous  bornerons  à  la  méthode  donnée  par  Descaries, 
comme  la  plus  simple  et  la  plus  générale. 

Concevons  d'abord,  au  lieu  de  deux  courbes,  deux  po- 
lygones ayant  leurs  côtés  respectivement  égaux ,  dont  l'un 
soit  fixe  et  l'autre  se  meuve  de  manière  que  les  côtés  égaux 
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s'appliqueiil  succcssivomenl  les  uns  sur  les  autres.  Un 
point  lié  au  polygone  mobile  décrira  une  suite  d'arcs  de 
cercles  dont  les  centres  seront  les  sommets  successifs  du 
polygone  fixe,  et,  par  conséquent ,  la  normale  à  l'un  quel- 
conque de  ces  arcs  passera  par  le  sommet  commun  aux 
deux  polygones.  Si  maintenant  on  suppose  que  les  côtés 
des  polygones  diminuent  indéfiniment,  de  manière  que 
ces  polygones  tendent  à  se  confondre  avec  les  courbes 
données,  cette  propriété  de  la  normale  en  un  point  quel- 
conque subsistant  toujours,  quelle  que  soit  la  petitesse  des 
côtés,  elle  aura  encore  lieu  pour  la  courbe  limite  de  l'en- 
semble des  arcs  de  cercle,  c'est-à-dire  pour  celle  que  décrit 
le  point  lié  à  la  courbe  mobile.  Donc  on  aura  la  normale 
en  un  point  quelconque  de  ce  lieu,  en  le  joignant  au  point 
de  contact  correspondant  des  deux  courbes.  La  tangente 
sera  la  perpendiculaire  à  cette  ligne. 

Telle  est  la  mélliode  de  Descartes.  Elle  s'applique  à  des 
courbes  quelconques. 

Mais  on  risquerait  de  se  tromper  si  on  la  suivait  trop 
loin,  par  exemple  pout*  la  détermination  delà  courbure 5 
et  il  faut  y  regarder  de  très-près  pour  reconnaître  que  ce 
qui  suffit  pour  la  tangente ,  est  insuffisant  pour  la  cour- 
bure. C'est  pourquoi  nous  allons  reprendre  la  solution  en 
mettant  pl%s  de  rigueur  dans  les  raisonnements. 

142.  Soient  LU  (  flg,  64)  la  courbe  fixe  j  SS'  la  courbe 
mobile;  M  le  point  de  contact  pour  une  position  quel- 
conque de  SS'  ;  A  la  position  correspondante  du  point  lie 
à  SS',  et  qui  décrit  la  courbe  en  question. 

Prenons  sur  les  deux  coiubes  données  deux  arcs  infini- 
ment petits  égaux  MM',  MMj  5  les  points  M',  Mi  seront 
coin  ci  de  n  ts  quand  le  point  de  contact  des  deux  courbes  sera 
M,,  puisque,  d'après  la  définition  du  roulement  sans  glis- 
sement, les  arcs  qui  séparent  des  points  de  contact  corres- 


( 

DES    QUANTITÉS    CONSIUtUtES    COMME    LIMITES.  l8l 

jK)ndams,  pris  sur  les  deux  courbes,  doivent  èlre  égaux. 
Pour  amcuer  le  système  mobile  dans  la  position  qu'il  aura 
alors,  on  peut  le  faire  mouvoir  d'abord  de  manière  que 
tous  les  points  décrivent  des  droites  égales  et  parallèles  à 
M'Mj ,  ce  qui  amènera  M' en  Mi  5  puis,  laissant  le  point  M  ' 
fixe  en  Mj,  faire  tourner  le' système  autour  de  ce  point,  de 
manière  que  la  tangente  en  M' coïncide  avec  celle  en  M, . 
Dans  ce  dernier  mouvement  toutes  les  droites  s'îucline- 
ront,  sur  leur  première  direction ,  d'un  angle  égal  à  celui 
des  tangentes  en  M' et  M j, c'est-à-dire  de  la  somme  ou  de  la 
différence  des  courbures  des  deux  arcs  MM',  MMj,  suivant 
que  ces  courbures  seront  de  spns  contrai rç  ou  de  même 
sens.  Si  donc  nous  menons  AA'  égal  et  parallèle  à  M'Mi, 
et  que  de  Mt  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  A'M,, 
qui  n'est  autre  chose  que  AM',  nous  décrivions  im  arc  de 
cercle  A' Ai,  tel  que  l'angle  A'Mi  Ai  soit  égal  h  celui  des 
tangentes  en  M'  et  Mi-,  Ai  sera  la  position  exacte  de  A  , 
correspondante  au  contact  en  Mi  :  AAi  sera  donc  la  sé- 
cante au  lieu  décrit  par  A  et  la  limite  de  sa  direction  sera 
la  tangente  cherchée. 

Or  les  deux  côtés  MM',  MMi  du  triangle  rectilîgne 
MM'  Ml  ayant  pour  limite  de  leur  rapport  Tunité,  et  com- 
prenant un  angle  infiniment  petit,  le  troisième  côté  M'Mj 
est  infiniment  petit  par  rapport  aux  deux  autres.  De  plus, 
Tangle  des  tangentes  en  M',  Mi  est  généralement  du  pre- 
mier ordre,  même  lorsque  les  courbures  sont  de  même 
sens.  Son  égal  A' M,  Ai  sera  donc  du  premier  ordre,  et  il 
en  sera  de  même  de  la  droite  A' Ai,  puisque  A'Mi  a  une 
longueur  finie.  Donc  dans  le  triangle  AA'Ai,  le  côté 
AA'  est  infiniment  petit  par  rapport  à  A' Ai  ;  par  consé- 
quent, l'angle  Ai  a  pour  limite  zéro,  et  la  direction  delà 
sécante  AAi  a  la  même  limite  que  celle  de  A' Ai.  Mais 
cette  dernière  tend  à  faire  un  angle  droit  en  A'  avec  la 
droite  A'Mi  dont  la  position  limite  est  AM;  donc  enfin 
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la  limite  de  la  direction  AAi,  ou  la  tangente  cherchée,  est 
perpendiculaire  à  AM. 

Expression  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  décrite 
par  un  point  lié  à  la  courbe  roulante, 
• 
443.  Une  courbe  donnée  U'V  (fig*  65)  roulant  sans 
glisser  sur  une  courbe  fixe  UV,  un  point  M  lié  à  U'V  dé- 
crit une  courbe  dont  on  demande  le  rayon  de  courbure  en 
un  quelconque  de  ses  points. 

Soient  A  le  point  de  contact  des  deux  courbes  corres- 
pondant à  une  position  quelconque  M  du  point  décrivant  -, 
O,  O'  les  centres  de  courbure  de  ces  courbes,  qui  se  rap- 
portent au  point  A.  On  sait  que  AM  sera  la  normale  à  la 
courbe  décrite  par  M^  nous  désignerons  par  n  sa  longueur 
AM,  et  par  (f  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  normale  commune 
00'  aux  deux  courbes  données. 

Prenons  sur  ces  courbes  deux  arcs  infiniment  petits 
égaux  AN,  AN'.  Soit  M' la  position  qu'aura  prise  M  lors- 
que N'  sera  venu  s'appliquer  sur  N  5  MN'  viendra  dans 
la  position  M'N  \  elle  sera  la  normale  en  M'  :  le  point  de 
rencontre  X  de  M'N  et  MA  sera,  à  la  limite,  le  centre 
de  courbure  de  la  courbe  en  question-,  et  MX  sera,  à 
la  limite,  le  rayon  de  courbure,  que  nous  désignerons 
par  p. 

Dans  ce  mouvement,  qui  amène  N'  en  N,  et,  par  suite, 
la  tangente  en  N'  sur  la  tangente  en  N,  toutes  les  lignes 
du  système  se  sont  inclinées  d'un  angle  égal  à  celui  de  ces 
deux  tangentes,  ou  de  leurs  perpendiculaires  N'O',  NO. 
Cet  angle  est  O-f-O',  et  peut  èlre  regardé  comme  ayant 
pour  mesure 

AN       AN' 
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ouj.à  cause  de  AN=  AN', 


AN 


fe-"^)- 


La  droite  N'M  étant  venue,  dans  ce  même  mouvement, 
coïncider  avec  M'NX,  s'est  inclinée  d'un  angle  égal  à 
N'MA-i-X. 

Mais,  en  négligeant  les  infiniment  petits  sans  influence 
sur  le  résultat ,  on  peut  prendre 

N'MA  =  :*l^,     X=^l^. 
AM  AX 

La  somme  de  ces  deux  angles  sera,  en  employant  les  no- 
tations précédentes, 

AN  COS9  (  -  H 1  ; 

égalant  ces  deux  expressions  de  la  rotation  du  système,  il 
vient 

I         1        /i  I     \ 

-  -h  ^  =  (  -  H )  cos<p; 

d'où  l'on  tire 

^^^  P— w(R-f.R')  — RR'cosy' 

ou 

I        I  RR'coscp 

(2)  —  


p  "^  n        /i'(R4-R') 


Les  formules  (i)  et  (2)  résolvent  la  question  et  donnent 
le  rayon  de  courbure  du  lieu  de  M ,  au  moyen  des  rayons 
de  courbure  des  deux  courbes  données ,  en  leur  point  de 
contact  A  correspondant  à  M,  et,  en  outre,  de  la  posi- 
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lion  du  point  Mi  par  rapport  à  A  et  à  la  normale  k  ces 
courbes. 

Il  n'est  donc  besoin  de  connaître  aucune  ^utre  chose 
Relativement  aux  courbes  données,  que  leurs  rayons  de 
courbure  ^u  point  que  Ton  considère.  Ainsi  Ton  pourrait, 
en  ce  point,  leur  substituer  deux  autres  courbes  ayant 
même  courbure  qu'elles,  et,  par  conséquent ,  leurs  cercles 
de  courbure  eux-mêmes.  Le  lieu  décrit  par  le  point  M  ne 
serait  plus  le  même ,  mais  au  point  en  question  il  aurait 
toujours  même  courbure. 

Si  la  ligne  UV  est  droite,  on  a 

R  =  00 ,     et,  par  suite,     p  = —; 9 

"^  ^       n  —  R'  ces  ^ 

ce  qui  est  injimédiatement  applicable  à  la  cycloïde  et  ra- 
mène au  résultat  déjà  trouvé. 

Si  U'V  est  une  ligne  droite,  UV  étant  une  courbe  quel- 
conque, on  a 

R'  =  0© , 

et  la  formule  (i)  devient 

n  —  R  cos  <p  ' 

si  de  plus  le  ppint  M  /était  situé  sur  la  droite  mobile,  on 
aurait 

^=:-r    et,  par  suite,     p  =  n. 

Le  centre  de  courbure  serait  donc  au  point  de  contact  A , 
et,  en  effet,  dans  ce  cas  la  courbe  décrite  ne  serait  autre 
chose  qu'une  développante  de  la  courbe  fixe. 

Observation.  —  Si  la  courbe  UV  tournait  sa  con- 
vexité en  sens  contraire ,  il  faudrait  changer  R  en  —  R 
dans  les  formules  (i)  et  (2),   pourvu  toutefois  que   le 
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centre  de  courbure  X  se  trouvât  toujours,  comme  on  Ta 
supposé,  sur  le  prolongement  de  MA. 

Si  au  contraire  le  point  X  se  trouvait  du  même  côlé 
que  M,  il  faudrait  changer  p  en  —  p  dans  ces  mêmes 
formules. 

jipplication  aux  épicycloïdes , 

444.  Si  l'on  suppose  que  les  courbes  UV,  U'V  [fig,  66) 
soient  des  cercles,  et  que  le  point  M  appartienne  au  cercle 
mobile  lui-même,  la  courbe  décrite  sera  ce  qu'on  appelle 
une  épicffcloïde  plane. 

Voyons  ce  que  donné  alors  la  formule  (  i  ). 

Le  triangle  AMB  donnant 

~CPST  =  ;^. 

on  aura 

.  2/»(R+R')__   .        «R 

^^K         P=   R  +  t.R'  ="  +  r:î:Ir'- 

Ainsi ,  pour  avoir  le  centre  de  courbure ,  il  suffit  de 
prolonger  la  normale  AM  d'une  quantité  AX  dont  la 
valeur  est 


AX  = 


R-h2R' 


Celte  remarque  donne  un  moyen  bien  simple  de  con- 
struire le  centre  de  courbure  X.  Il  suffit  pour  cela  de  tirer 
le  diamètre  MM,,  puis  la  droite  M,  O  :  la  rencontre  de 
cette  dernière  avec  MA  donnera  le  point  X. 

En  effet,  la  corde  BMi  étant  parallèle  à  MA,  on  aura 
la  proportion 

AX:  BM,  ::  AO  :0B 

ou 

AX  :  «  ::  R  :  R  +  2R', 

ce  qui  déjnonlre  la  proposition. 
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Si  R  est  infini,  la  courbe  devient  une  cycloïde,  et  Tou 
trouve  p  =  ^n^  comme  on  Ta  vu  précédemment. 

Si  R  =  —  aR',  on  trouve  p  =  oo  en  chaque  point,  et 
l'épicycloïde  se  réduit  à  une  ligne  droite. 

Si  le  point  M ,  au  lieu  d'être  sur  la  circonférence  C, 
était  à  l'intérieur  .ou  à  l'extérieur,  il  décrirait  ce  que  l'on 
appelle  une  épicycloïde  allongée  ou  raccourcie,  à  laquelle 
on  pourrait  semblablement  appliquer  la  formule  (i). 

Déi>eloppées  des  épicycloïdes, 

145.  La  développée  de  l'épicycloïde  décrite  par  M  est 
le  lieu  des  points  X  ;  et  nous  allons  démontrer  que  c'est 
encore  ujie  épicycloïde. 

Soit  C  la  position  primitive  de  M;  on  a  alors  AM  =  o, 
et  le  point  X  coïncide  aussi  avec  C.  Prenant  ensuite 
l'arc  CD  égal  à  la  demi-circonférence  R',  le  point  M  est 
en  m  à  sa  distance  maximun  R  •+-  aR'  du  centre  O;  et  le 
point  X  est  à  sa  distance  minimum  Ox  de  ce  même 
point. 

Pour  connaître  cette  dernière,  il  faut  faire  /*  =  aR' 
dans  la  valeur  de  AX-,  ce  qui  donne 


Dx  = 

2RR' 

Ox  = 

R» 

"R-i-2R'' 

■R-H2R" 

faisant 

Oxz=:r, 

Dx  = 

2r', 

on  aura 

donc 

r  : 

R' 

r'  = 

RR' 

"*R4-2R'' 

R  +  2R'' 

d'où 

r  :  r'  ::  r  :  r'. 

Cela  posé,  décrivons  du  centre  o  un  cercle  avec  le 
rayon  r,  qui  coupera  OB  en  I*,  et  sur  AI  comme  diamètre, 
décrivons  un  cercle  dont  le  rayon  sera  r'.  Il  est  facile  de 
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voir  que  ce  cercle  passera  par  le  point  X  ^  car  MA ,  pro- 
longé jusqu'à  ce  cercle  tangent  en  A  au  cercle  C,  donnera 
une  corde  dont  le  rapport  à  MA  sera  celui  des  rayons 


ou 


R'        R  +  2R' 

Cette  corde  sera  donc  égale  à -7  ou  à  AX. 

R-4-  2R 

Maintenant  les  arcs  AX  et  AM  étant  semblables  seront 
dans  le  rapport  des  rayons  r',  R',  ou,  d'après  ce  qui  pré- 
cède ,  dans  le  rapport  de  r  :  R.  Il  en  sera  de  même  des 
suppléments  de  ces  arcs,  et  l'on  aura,  par  conséquent, 

IX:  AM,  ::  /-ir. 

Mais  AMi  =  AD ,  puisque  CD  est  égal  à  la  demi-cir- 
conférence MAMi. 

•On  a  donc 

•« 

IX  :  AD  ::  r:R  ::  Ox  :  od. 
Donc 

IX  =  1*, 

d'où  il  résulte  que  le  point  X  est  constamment  sur  Tépicy 
cloïde  décrite  par  un  point  du  cercle  de  rayon  r'  roulant 
sur  le  cercle  de  rayon  r,  ce  point  partant  de  x.  Le  point 
de  rebroussenient  de  cette  épicycloïde  correspondra  donc 
au  sommet  m  de  la  première ,  et  le  point  de  rebrousse- . 
ment  C  de  la  première  au  sommet  c  de  la  seconde. 

On  reconnaît  facilement  que  les  deux  nouveaux  cer- 
cles r,  7^  forment  un  système  semblable  à  celui  des  cer- 
cles R5R',  et  qu'ainsi  les  deux  épicycloïdes  sont  sem- 
blables. Ainsi,  la  développée  d'une  épicycloïde  est  une 

épicycloïde  semblable,  et  le  rapport  de  similitude  est  ~ 

R 

ou  — ' •  • 

R4-2R' 
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De  la  double  génération  des  épicycloïdes  planes. 

146.  Toute  épicycloïde  peut  être  engendrée  par  deux 
cercles  de  rayons  différents,  roulant  sur  un  même  cercle. 

I?.  Supposons  le  cercle  roulant  intérieur  au  cercle 
fixe  O  (fig*  67).  Soient  AB  son  rayon,  B  le  point  de  con- 
tact dans  une  position  quelconque,  M  le  point  décrivant 
dont  la  position  primitive  était  I  -,  on  aura  BM  =  BI.  Par 
le  point  M,  faisons  passer  un  cercle  de  rayon  OA  tangent 
au  cercle  O.  Il  suffira  pour  cela  de  mener  le  rayon  OB' 
parallèle  à  AM  et  de  prendre  0A'=  AB=:  AM.  Il  cii 
résultera 

A'B'=:OA  =  AM. 

Le  cercle  décrit  du  centre  A'  avec  tin  rayon  égal  à  OA 
passera  donc  par  M  et  sera  tangent  en  B'  au  cercle  O.  , 

Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que  les  arcs  B'M,  B'I 
sont  égaux. 

En  effet,  puisque  la  figure  OAMA'  est  un  parallélo- 
gramme, les  angles  B'A'M,  MAB,  BOB'  sont  égaux. 

Donc 

A'M""  AB  ""Ob' 

Ajoutant  les  termes  des  deux  premiers  rapports  égaux ,  on 
aura  encore  un  rapport  égal 


d'où  résulte 
et,  par  suite, 


B'MH-BM 

OB        ' 

BB'  =  B'M-f-BM, 

B'M=:B'I. 


Donc  le  point  M  appartient  à  l'épi cycloïde  décrite  par 
le  cercle  A'  roulant  intérieurement  sur  le  cercle  O  en 
sens  contraire  du  cercle  A. 
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Si  donc  M  est  un  point  lié  invariablement  aux  deux 
cer(  les,le  cercle  A'  tournant  dans  O  sans  glisser  fera  rou- 
ler le  cercle  A  de  manière  que  les  arcs  IB,  IB',  égaux 
respectivement  à  MB,  MB',  soient  entre  eux  comme  les 
rayons  AB,  OA-,  et,  par  conséquent,  les  vitesses  angulaires 
des  centres  A,  A'  autour  de  O  seront  proportionnelles  aux 
rayons  de  ces  cercles. 

2°.  Supposons  maintenant  que  le  cercle  roulant  A 
(fiS'  ^^)  ^^^^  extérieur  au  cercle  fixe  O. 

Soit  M  le  point  du  cercle  A  qui  décrit  l'épicycloïde , 
I  sa  position  primitive  sur  le  cercle  O,  B  le  point  de  con- 
tact des  cercles  A,  O  5  les  arcs  MB,  IB  seront  égaux. 

Menons  par  O  un  rayon  OB'  parallèle  à  AM  5  pre- 
nons OA'  =  AM,  et  décrivons  un  cercle  de  A'  comme 
centre  avec  un  rayon  égal  à  A'B',  c'esl-à-dîre  égal  à  la 
somme  des  rayons  des  deux  cercles  donnés.  Ce  cercle 
sera  tangent  en  B'  au  cercle  O-,  de  plus,  il  passera  par 
M,  puisque  la  figure  MAO  A'  est  un  parallélogramme  et 
que,  par  conséquent,  A'M  =  OA  =  A'B'. 

Cela  posé,  les  angles  égaux  A.  A',  O,  ayant  des  me- 
sures égales,  on  aura 

MB  _  BB^  _  MB^ 
AB'^ÔB  ~"a'B'' 

et  comme  le  dénominateur  du   dernier  rapport  est  la 
somme  de  ceux  des  deux  premiers,  il  s'ensuivra 

MB'  =  MB  -I-  BB'  =  IB  4-  BB'. 

Donc  le  point  M  appartient  à  répicycloïde  décrite  par 
un  point  du  cercle  A'  qui  roulerait  sur  le  cercle  O,  du 
même  c6té  que  le  cercle  A. 

Ou  reconnaît  facilenient  que  les  vitesses*  angulaires  dos 
centres  A ,  A'  sont  encore  proportionnelles  aux  rayons. 

Réciproquement,  si  A' était  le  cercle  roulant  sur  le  cer- 
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clefixe  O  renfermé  dans  son  intérieur,  l'épicycloïde  en- 
gendrée par  un  point  de  ce  cercle,  pourrait  être  engendrée 
par  un  point  du  cercle  extérieur  A,  ayant  un  rayon  égal  à 
la  différence  des  deux  autres  et  roulant  sur  O  du  même 
côté  que  le  cercle  A^ 

On  peut  tirer  de  là  la  conséquence  générale  que  toute 
épicycloïde  peut  être  engendrée  par  le  roulement  de  deux 
cercles  de  rayons  diflerents  sur  un  même  cercle.  Les 
rayons  de  ces  deux  cercles  ont  une  somme  ou  une  diffé- 
rence égale  au  rayon  du  cercle  fixe,  et  le  point  de  contact 
de  ces  cercles  générateurs  avec  le  cercle  fixe  se  déplace  en 
sens  contraire  si  ces  deux  cercles  sont  intérieurs  l'un  à 
l'autre,  et  dans  le  même  sens  dans  le  cas  contraire. 

Comment  tout  déplacement  continu  se  ramène  au  roule- 
ment  d'une  courbe  sur  une  autre. 

447.  Euler  a  démontré  qu'une  figure  tracée  sur  la  sur- 
face d'une  sphère  pouvait  être  amenée  d'une  position 
quelconque  à  une  autre ,  sur  cette  même  surface ,  par  un 
seul  mouvement  de  rotation  autour  d'un  point  de  la 
sphère  comme  pôle. 

Cette  proposition ,  indépendante  de  la  grandeur  du 
rayon,  s'applique  évidemment  auj)lan,  et  d'ailleurs  les 
mêmes  raisonnements  peuvent  être  faits  directement  dans 
ce  cas  particulier.  On  peut  l'établir  très-simplement  de 
la  manière  suivante  : 

Soient  A,  Al  (fig*  69)  les  deux  positions  successives 
d'un  même  point  du  système  mobile;  on  amènerait  A 
en*  Al  en  donnant  à  l'ensemble  uu  mouvement  de  transla- 
tion par  lequel  chaque  point  décrirait  une  droite  égale 
et  parallèle  à  A  Ai.  11  suffira  donc,  après  cela,  de  laisser 
le  point  A  fixe  en  Ai  pt  de  faire  tourner  le  système  au- 
tour de  ce  point  jusqu'à  ce  qu'un  second  point  arrive  à  la 
position  qu'il   doit    occuper.  Or  ces  deux  mouvements 
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successifs  peuvent  èlre  exécutés  au  moyen  d  une  simple 
rotation  autour  d'un  point  fixe.  En  effet,  menons  VA|U 
perpendiculaire  à  AA<,  et  par  Ai,  deux  droites  faisant 
avec  VU  des  angles  égaux  à  la  moitié  de  Tangle  dont  le 
système  a  dû  tourner  5  inscrivons  entre  ces  deu?^  droite» 
les  lignes  MM',  NN'  égales  et  parallèles  à  AAj.  Il  est  fa- 
cile de  voir  qu'après  les  deux  mouvements  de  translation 
et  de  rotation,  l'un  des  deux  points  M  ouN,  considéré 
comme  lié  au  système,  est  revenu  à  sa  première  position. 
Car  si  la  rotation  porte  de  la  direction  Ai  N  vers  Ai  N/,  et, 
par  conséquent,  Ai  M' vers  AiN,  il  est»  évident  que  le 
point  M,  parvenu  en  M' après  la  translation,  reviendra  en 
M  après  une  rotation  représentée  par  l'angle  M' A iM.  Et 
si  la  rotation  était  en  sens  inverse,  le  point  N,  amené  par 
la  translation  en  N',  sera  ramené  en  N  par  la  rotation. 

Il  existe  donc  un  point  dti  vsystème  qui  se  trouve  à  la 
même  place  quand  le  système  passe  d'une  position  à 
l'autre,  et  par  conséquent  ce  passage  peut  être  effectué 
en  faisant  tourner  le  système  autour  de  ce  point.  Il  est 
facile  de  reconnaître  que  T angle  de  cette  rotation  unique 
est  le  même  que  celui  de  la  première.  En  effet,  supposons 
que  M  soit  le  centre  de  la  rotation  finale  5  le  point  A  ve- 
nant en  Al,  l'angle  de  rotation  sera  précisément  AMAi, 
qui  est  égal  à  MAiM',  puisque  AAj  étant  égal  et  parallèle 
à  MM',  il  en  résulte  que  AM  est  parallèle  à  Ai  M'. 

148.  Revenons  maintenant  au  mouvement  continu 
d'une  figure  sur  un  plan. 

Considérons  un  nombre  indéfiniment  croissant  de  po- 
sitions infiniment  voisines  du  système  entre  deux  quel- 
conques de  ses  positions  5  on  pourrait  l'amener  de  cha- 
cune d'elles  à  la  suivante  par  une  simple  rotation  autour 
d'un  point  fixe.  Les  centres  successifs  sont  distants  le* 
uns  des  autres  de  quantités  d'autant  plus  petites  que  le» 
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positions  sont  plus  voisines ,  et  en  les  joignant  par  des 
droites  on  forme  un  polygone  déterminé.  On  peut  main- 
tenant considérer  les  points  liés  au  système  mobile,  qui 
viennent  successivement  coïncider  avec  les  sommets  de  ce 
polygone;  ils  formeront  un  autre  polygone  déterminé, 
mobile  avec  le  système ,  et  ayant  ses  côtés  successifs  res- 
pectivement égaux  à  ceux  du  polygone  fixe  sur  lesquels 
ils  viendront  successivement  s'appliquer.  On  peut  donc 
faire  passer  le  système  par  toutes  les  positions  intermé- 
diaires que  l'on  a  choisies,  en  faisant  rouler  un  polygone* 
lié  avec  lui  sur  un  autre  polygone  fixe.  Concevons  main- 
tenant que  ces  positions  se  multiplient  indéfiniment,  on 
se  rapproche  de  plus  en  plus  du  mouvement  continu  en 
question;  ces  deux  polygones  tendent  vers  des  courbes 
déterminées,  et  pat*  conséquent  le  mouvement  donné, 
quel  qu'il  soit,  peut  être  opéré  en  liant  une  certaine 
courbe  au  système  mobile ,  en  en  construisant  une  autre 
qui  reste  fixe,  et  faisaîit  rouler  ia  première  sur  la  se- 
conde sans  glisser,  puisque  les  parties  de  polygone  qui 
s'enroulent  l'une  sur  l'autre  sont  constamment  égales. 
Telle  est  la  manière  la  plus  simple  de  se  représenter  le 
mouvement  continu  d'un  système  sur  un  plan  ;  elle  rentre 
dans  le  mouvement  de  roulette  que  les  géomètres  avaient 
d'abord  considérée. 

,  149.  Les  centres  dés  rotations  très-petites,  ouïes  dif- 
férents sommets  du  polygone  fixe,  tendent  vers  des  points 
limites  qui  sont  ceux  de  la  courbe  fixe,  et  que  l'on  nomme 
centres  instantanés  de  rotation;  et  l'on  dit,  en  em- 
ployant le  langage  infinitésimal,  que  tout  mouvement 
peut  être  considéré  comme  composé  d'une  infinité  de 
mouvements  de  rotation  autour  de  ces  centres  instanta- 
nés. Mais  il  faut  toujours  entendre  par  ce  langage,  que 
nous  avons  tant  de  fois  expliqué,  que  ce  mouvement  est 
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la  limite  d'une  suite  de  mouvements  de  rotation  dont  le 
nombre  croît  indéfiniment,  et  qui  s'exécutent  successi- 
vement autour  de  points  qui  se  rapprochent  indéfiniment 
des  centres  instantanés. 

Moyen  de  mener  la  tangente  à  la  trajectoire  d'un  point 
quelconque  du  système j  quand  on  connaît  les  tan- 
gentes  aux  trajectoires  de  deux  points. 

150.  M.  Chasles  a  déduit  de  ces  considérations  un 
moyen  de  mener  la  tangente  à  la  trajectoire  d'un  quel- 
conque des  points  du  système ,  c'est-à-dire  à  la  courbe 
qu'il  décrit,  quand  on  sait  mener  les  tangentes  aux 
trajectoires  de  deux  de  ses  points.  Il  l'a  même  étendue  à 
d'autres  cas ,  comme  nous  le  verrons  tout  à  l'heure.  En 
effet,  nous  avons  vu  que,  pour  avoir  la  normale  en  un 
point  quelconque  d'une  de  ces  courbes,  il  suffisait  de 
joindre  ce  point  au  point  de  contact  de  la  courbe  roulante 
avec  la  courbe  fixe ,  c'est-à-dire  au  centre  instantané  de 
rotation.  Si  donc  on  peut  mener  les  tangentes  aux  tra- 
jectoires de  deux  points  du  système,  aux  points  corres- 
pondants à  une  position  quelconque  de  ce  système,  la 
rencontre  des  normales  en  ces  points  fera  connaître  le 
centre  instantané;  et  en  le  joignant  à  un  point  quel- 
conque du  système  dans  cette  même  position,  on  aura 
la  normale  à  la  trajectoire  de  ce  point  :  la  tangente 
s'ensuit. 

Exemple.  — Supposons  qu'une  droite  de  longueur  con- 
stante se  meuve  de  manière  que  ses  extrémités  restent 
sur  deux  droites  données  ;  un  quelconque  de  ses  points  dé- 
crira une  ellipse  dont  la  normale  s'obtiendra  en  joignant 
ce  point  au  point  de  rencontre  des  perpendiculaires  aux 
deux  droites  menées  par  les  extrémités  de  la  droite  mobile 
dans  la  position  correspondante  au  point  que  l'on  considère. 
I.  i3 
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Si,  au  lîeudesdetix  droîles  fixes,  on  avait  deux  courbes 
auxquelles  on  saurait  mener  les  tangentes ,  il  n'y  aurait 
pas  plus  de  difficulté.  Dans  le  cas  où  ces  courbes  sont 
des  cercles,  la  courbe  décrite  par  un  point  de  la  droite 
inscrite  est  d'un  grand  usage  dans  les  applications  aux 
macbines. 

i  54 .  Extension  de  cette  règle  au  cas  ou  une  droite  du 
système  est  tangente  à  une  courbe  fixe ,  ou  passe  par  un 
point  fixe. 

Cette  règle  peut  être  étendue  au  cas  où  une  droite  du 
système  se  mouvrait  tangentiellement  à  une  courbe  fixe 
donnée^  cette  condition  peut  remplacer  la  connaissance 
de  la  trajectoire  d'un  point. 

n  est  inutile  de  parler  du  cas  où  la  droite  roulerait 
sans  glisser  sur  la  courbe ,  parce  que  le  centre  instantané 
ne  serait  autre  cbose  que  son  point  de  contact  avec  cette 
courbe  5  il  serait  donc  connu  et  le  problème  serait  ré- 
solu. Il  suffit  donc  de  considérer  le  cas  où  les  longueurs 
qui  s'enroulent  l'une  sur  l'autre  sont  inégales,  et  où, 
par  conséquent ,  leurs  parties  infiniment  petites  corres- 
pondantes n'ont  pas  pour  limite  de  leur  rapport  l'unité; 
de  sorte  que  ces  parties  étant  du  premier  ordre,  leur  dif- 
férence en  est  aussi.  Soient  UV,  U'V  (fig,  70)  deux 
positions  infiniment  voisines  de  la  droite  du  système 
qui  reste  tangente  à  la  courbe  fixe  SS'5  M,  M'  les 
points  de  contact  correspondants  à  ces  deux  positions. 
Lorsque  UV  se  déplace ,  celui  de  ses  points  qui  était  en  M 
décrit  une  trajectoire  tangente  en  M  à  la  courbe  SS'.  En 
effet,  soit  Ml  sa  position  sur  U'V^;  la  différence  entre 
M'Mi  et  l'arc  MM'  est  par  hypothèse  du  même  ordre  que 
MM'  ;  mais,  puisque  l'angle  des  tangentes,  ainsi  que  M'Mi 
sont  des  infiniment  petits  du  même  ordre  que  MM'  ou 
du  premier  ordre,  la  distance  MM^  est  aussi  du  premier 
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et  la  perpendiculaire  abaissée  de  Mi  sur  MV  est  du  se- 
cond^ donc  l'angle  MiMV  a  pour  limite  zéro 5  c'est-à-dire 
que  la  tangente  en  M  à  la  courbe  que  décrit  ce  point  lié  à 
la  droite  UV,  coïncide  avec  UV. 

Il  suit  de  là  que  dans  une  quelconque  des  positions 
de  UV,  son  point  de  contact  M  peut  être  considéré 
comme  se  mouvant  sur  une  courbe  fixe  tangente  en  M  à 
UV.  Donc  on  aura  le  centre  instantané  de  rotation ,  en 
élevant  en  M  une  perpendiculaire  à  UV  et  cherchant  son 
point  de  rencontre  avec  la  normale  à  la  trajectoire  connue 
d'un  autre  point  du  système. 

Mais  si.  au  lieu  de  celle  trajectoire  d'un  autre  point,  on 
connaissait  une  seconde  courbe  à  laquelle  une  seconde 
droite  du  système  serait  tangente,  on  se  retrouverait  dans 
le  même  cas  que  tout  à  l'heure  5  et  en  élevant  une  per- 
pendiculaire à  cette  seconde  droile  en  son  point  de  con- 
tact, on  aurait  une  nouvelle  droite  renfermant  le  centre 
instantané  de  rotation  qui  se  trouverait  ainsi  déterminé. 
D'où  résulteraient,  comme  nous  l'avons  vu  ,  les  tangcnles 
aux  trajectoires  des  autres  points. 

152.  Si  la  courbe  à  laquelle  la  droile  du  système  est 
tangente  se  réduisait  à  un  point,  c'est-à-dire  si  elle  était 
assujettie  à  passer  par  un  point  fixe,  il  suit  de  ce  qui 
précède  qu'en  élevant  en  ce  point  une  perpendiculaire  à 
la  droite ,  on  aurait  une  ligne  passant  par  le  centre  instan- 
tané. D'ailleurs  la  démonstration  directe  en  est  encore 
plus  facile. 

Car  soient  A  {fig-  71)  le  point  fixe,  UV,  U'V'deux 
positions  infiniment  voisines  de  la  droite.  M' la  position 
où  est  venu  le  point  M  de  UV,  MM'  sera  une  sécante  du 
lieu  décrit  par  ce  point  5  à  mesure  que  U' V  s'appro- 
cherait de  reprendre  la  position  UV ,  le  point  M' tendrait 
vers  M  et  la  sécante  MM'  vers  UV^  cette  dernière  direc- 

i3. 
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lion  est  donc  celle  de  la  tangente  au  Heu  décrit  par  le 
point  M  de  UV.  Donc  on  aura  encore  une  ligne  contenant 
le  centre  instantané  de  rotation ,  en  menant  par  M  une 
perpendiculaire  à  UV. 

applications  de  ces  différents  procédés, 

153.  1°.  Conchoïde,  — La  droite  AN  (Jig'  36)  passant 
par  le  point  fixe  A ,  et  son  point  M  décrivant  la  droite 
XY,  on  aura  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  un  de  ses 
points  N,  en  élevant  en  A  une  perpendiculaire  à  AN,  et 
en  M  une  perpendiculaire  à  XY,  puis  joignant  N  à  leur 
point  de  concours  O. 

On  reconnaîtrait  facilement  que  celte  solution  plus 
simple  rentre  dans  celle  que  nous  avions  trouvée  par  une 
autre  voie. 

2°.  Cyssoïde,  —  Nous  considérerons  le  mode  suivant 
de  génération  de  cette  courbe. 

On  donne  deux  droites  rectangulaires  AC,CZ  {fig*  72)  ; 
on  prend  deux  longueurs  égales  CB ,  BA ,  et  on  fait  mou- 
voir un  angle  droit  AVU ,  de  manière  que  VU  =  AC ,  que 
le  point  U  se  meuve  sur  CZ,  et  que  le  côté  VA  passe 
toujours  par  le  point  fixe  A  :  le  milieu  M  de  UV  décrira 
une  cyssoïde  commençant  en  B  et  ayant  pour  asymptote 
la  parallèle  à  CZ  à  une  dis  lance  CB'  ==  CB. 

Cela  posé,  pour  mener  la  tangente  en  M,  il  suffira 
d'élever  en  U  une  perpendiculaire  à  la  droite  CZ,  sur 
laquelle  se  meut  le  point  U  de  la  figure  mobile,  et  en  A 
une  perpçndiculaire  à  AV5  le  point  de  rencontre  de  ces 
droites  sera  lecenlre  instantané,  et,  en  le  joignant  à  M, 
on  aura  la  normale  à  la  cyssoïde. 

3**.  Angle  droit  dont  les  côtés  sont  tangents  à  une  el^ 
lipse.  —  Il  suffira  de  mener  des  perpendiculaires  aux  côtés 
de  l'angle,  en  chacun  des  points  de  contact,  et  de  joindre 
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leur  point  de  rencontre  au  sommet  de  Fangle  mobile;  on 
aura  ainsi  la  normale  au  lieu  décrit  par  ce  sommet.  Cette 
normale  sera  la  seconde  diagonale  d'un  rectangle  dont 
l'autre  sera  la  corde  de  contact-,  elle  passera  donc  par  le 
milieu  de  cette  corde  et,  par  suite ,  par  le  centre.  On  voit 
donc  que  toutes  les  normales  au  lieu  en  question  passent 
par  le  centre  de  Fellipse;  donc  ce  lieu  est  un  cercle  con- 
centrique à  l'ellipse.  On  aura  son  rayon  en  prenant  les 
côtés  de  l'angle  parallèles  aux  axes;  on  trouvera  ainsi 
Va*  •+■  6*î  en  désignant  les  demi-axes  par  a,  ft. 

Les  mêmes  raisonnements  s'appliquent  immédiatement 
à  l'hyperbole  •,  mais  le  problème  n'est  pas  toujours  possi- 
ble. Dans  le  cas  de  la  parabole ,  toutes  les  normales  au 
lieu  seront  parallèles  à  Taxe;  par  conséquent,  ce  lieu 
sera  une  droite  perpendiculaire  Taxe  :  et  l'on  reconnaît 
facilement  que  c'est  la  directrice. 
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CHAPITRE  XX. 

DES   COU«BES   ENVELOPPES. 


154.  Considérons  une  courbe  dont  l'équation  renferme 
une  constante,  ou  paramètre,  à  laquelle  on  donne  une 
série  de  valeurs,  variant  d'une  manière  continue.  Pour 
chacune  de  ces  valeurs ,  on  aura  une  courbe  déterminée. 
Ces  courbes  changeront  de  forme  et  de  position^  et,  si 
leurs  points  laissaient  une  trace  sur  le  plan  ,  il  arriverait 
généralement  qu'il  y  aurait  une  partie  du  plan  sur  laquelle 
cette  trace  serait  imprimée  et  une  autre  partie  où  il  n'en 
existerait  pas.  La  séparation  de  ces  deux  parties  sera  une 
ligne  avec  laquelle  les  courbes  variables  auront  un  point 
commun ,  mais  qu'elles  ne  pourront  couper,  puisqu'alors 
elles  pénétreraient  dans  la  région  où  cependant  elles  n'ont 
aucun  point ,  par  l'hypothèse  même.  Cette  ligne  de  sépa- 
ration est  donc  tangente  à  toutes  ces  courbes ,  et  on  la 
nomme  leur  em^eloppe. 

Nous  avons  déjà  traité  un  cas  particulier  de  celte  ques- 
tion générale,  celui  où  la  ligne  mobile  est  droite;  et  nous 
avons  démontré  que  si,  pour  chacune  des  positions  de 
cette  droite,  on  cherchait  la  limite  de  sa  rencontre  avec 
la  droite  infiniment  voisine,  on  obtenait  un  point  d'une 
courbe  à  laquelle  ces  droites  sont  constamment  tangentes. 

Il  s'agit  maintenant  de  généraliser  ces  considérations. 
Pour  cela ,  considérons  une  quelconque  des  courbes  en 
question  et  deux  autres  infiniment  voisines,  Tune  précé- 
dant ,  l'autre  suivant  la  première  \  et  supposons  que 
celle-ci  soit  coupée  par  chacune  des  deux  autres,  ce  qui 
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peut  liès-bieii  ne  pas  arriver.  Joignons  ces  deux  points 
de  rencontre  infiniment  voisins  par  une  droite  :  ce  sera 
une  sécante  à  la  courbe,  d^autant  plus  voisine  de  la  tan- 
gente que  les  courbes  seront  plus  rapprochées. 

En  agissant  de  la  même  manière  pour  toutes  les  cour- 
bes infiniment  voisines,  dans  toute  l'étendue  des  valeurs 
du  paramètre  pour  lesquelles  les  courbes^ infiniment  voi- 
sines se  coupent,  on  construira  un  polygone  à  côtés  in- 
finiment petits  et  auquel  les  courbes  variables  tendront 
de  plus  en  plus  a  être  tangentes,  à  mesure  que  Ton  con- 
sidérera un  plus  grand  nombre  de  courbes  intermédiai- 
res. De  sorte  que  la  limite  vers  laquelle  tend  le  lieu  de 
ces  points  de  rencontre  est  une  courbe  tangente  à  toutes 
les  proposées  ;  et,  sur  chacune  de  celles-ci,  on  aura  le  point 
appartenant  à  l'enveloppe,  en  cherchant  la  limite  de  son 
point  de  rencontre  avec  une  autre  qui  s'en  rapproche 
indéfiniment.  Le  problème  est  donc  ramené  à  la  recherche 
de  la  limite  d'un  point,  après  quoi  il  rentrera  dans  les 
questions  ordinaires  de  lieux  géométriques.  Le  calcul 
de  cette  limite  peut  être  indiqué  d'une  manière  générale. 

Soit 

(i)  F(:c,j, /ï)  =  o 

Féquation  d'une  quelconque  des  courbes ,  a  désignant  le 
paramètre  variable.  Une  courbe  infiniment  voisine  cor- 
respondra à  un  accroissement  infiniment  petit  /i  de  a ,  et 
aura  pour  équation 

(2)  F(x,f,a-hh)=o. 

Les  valeurs  de  x  et  y,  tirées  de  ces  deux  équations, 
tendront  vers  les  coordonnées  du  point  limite  à  mesure 
que  l'on  y  fera  tendre  h  vei^  zéro.  C'est  ce  que  l'on 
pourra  effectuer  dans  chaque  cas  particulier;  mais  il  est 
possible  de  ramener  ce  calcul  à  une  considération  géné- 
rale. 
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Remarquons  d'abord  que,  puisque  nous  désignons  par 
le  même  signe  F  les  fonctions  qui  expriment  les  deux 
membres  de  ces  équations,  nous  supposons  que  ces  fonc- 
tions ont  une  forme  unique,  que,  par  exemple,  il  ne  s'y 
trouve  pas  de  radicaux  affectés  de  double  signe;  car  il 
faudrait  alors  s'assurer  si ,  pour  le  point  de  rencontre, 
les  signes  doivent  être  pris  de  la  même  manière ,  sans 
quoi  la  fonction  ne  serait  pas  la  même  dans  les  deux 
équations.  Pour  éviter  ces  difficultés,  nous  admettrons 
que  la  forme  de  Téquation  donnée  a  été  modifiée,  s'il  Ta 
fallu,  de  manière  à  devenir  unique. 

Retranchant  les  équations  (i  ),  (2),  on  aura  une  équa- 
tion qu'on  pourra  substituer  à  (a)  sans  changer  les  solu- 
tions communes 5  on  peut  encore  diviser  par  A,  et  les 
coordonnées  du  point  de  rencontre  des  deux  courbes  in- 
finiment voisines  seront  données  par  l'équation  (  i  )  et  la 
suivante  : 

/2\  F  (3:,  j,  a  H"  /^  )  —  F  (jt, j,  a)  __  ^ 

(6)  j^  -o. 

On  aura  donc  les  coordonnées  du  point  limite  eu 
cherchant  les  solutions  communes  à  l'équation  (  i  )  et  à 
celle  dont  le  premier  membre  serait  la  limite  vers  laquelle 
tend  celui  de  l'équation  (3)  lorsque  A  tend  vers  zéro, 
c'est-à-dire  la  dérivée  de  F  (a:,  y,  a)  par  rapport  à  a. 

Ainsi ,  pour  chaque  position  de  la  courbe  mobile ,  le 
point  de  la  courbe  enveloppe  sera  déterminé  par  les  équa- 
tions 

¥{a:,jr,a)  =  o,      F'(rt)  =  o, 

et  si  l'on  veut  le  lieu  de  ces  points,  il  suffit  d'éliminer 
a  entre  ces  deux  équation^. 

Remarquons  que  si  dans  une  de  ces  positions  la  courbe 
n'est  pas  coupée  par  les  voisines,  cela  annoncera  qu'elle 
n'aura  aucun  point  commun  avec  l'enveloppe.  Dans  ce 
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cas,  cette  dernière  courbe  ne  sera  tangente  qu'aux  courbes 
correspondantes  aux  valeurs  de  a  comprises  entre  cer- 
taines limites,  comme  nous  en  citerons  des  exemples. 

155.  Applications,  —  i".  Soient  deux  droites  paral- 
lèles BU,  BTJ'  (Jig.  73)  coupées  par  une  troisième  BB', 
et  une  droite  MM'  qui  se  meut  de  manière  que  Ton  ait 
toujours 

BM.B'M'  =  /?î'; 

trouver  l'enveloppe  de  ces  droites.  Prenons  pour  origine 
le  milieu  A  de  BB',  pour  axes  la  droite  ABX  et  une  paral- 
lèle à  BM,  et  faisons  BB'  =  2  a. 
En  prenant  pour  équation  de  M' M 

y  =  eux  -f-  6, 

on  devra  avoir,  entre  a,  6,  la  condition 

d'où 

et  l'équation  de  la  droite*  sera 


Pour  faire  disparaître  la  double  forme,   on    l'écrira 
ainsi  : 

[y  —  a x)'  =  fl' a^  4-  /w' , 
ou 

j'  —  2  a  jc/ -i-  a' ( x'  —  a})  —  m'=:  o. 

Égalant  à  zéro  la  dérivée  par  rapport  à  a ,  il  vient 

—  x/  -H  a [x^  —  a})=z  o\ 

en  éliminant  a  entre  cette  équation  et  la  précédente,  on 
aura  pour  équation  de  l'enveloppe 


202  LIVRE    1. 

On  peut  remarquer  que  si  l'équation  de  la  droite  avait 
été  résolue  par  rapjJbrt  à  a ,  ce  qui  aurait  donné  un  double 
signe,  le  calcul  devenait  illusoire,  et  l'on  se  trouvait  dans 
le  cas  dont  il  a  été  parlé  en  général. 

2°.  Supposons  maintenant  un  cercle  variable  ayant 
pour  équation 

(ï)  j»-h  (x  — ^ï)-  =  w^, 

a  étant  le  paramètre  variable. 

Faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  premier  membre, 
et  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  a  :  ou  encore  pre- 
nant les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  a ,  ou 
trouve 

(2)  —  2.r  -f.  2fl  —  /w  =  o. 

Eliminant  a  entre  (i)  et  (2),  on  a  pour  équation  de  l'en- 
veloppe 


r 


T' 


parabole  qut  a  pour  axe  la  drofte  sur  laquelle  se  meut  le 
centre  du  cercle.  Son  sommet  C  [fig-  y 4)  ^st  à  une  dis- 
tance AG,=i  y  5  et  les  points  B,  B',  où  elle  coupe  Taxe 

des  jr^  ont  pour  ordonnées  db  ■—  • 

Cette  question  offre  un  exemple  du  cas  où  toutes  les  . 
courbes  mobiles  ne  sont  pas  touchées  par  Fenveloppe.  En 
effet,  les  équations  (i),   (2)  donnent  pour  coordonnées 
du  point  limite  de  T intersection  de  deux  cercles 


m 

—  î 


Ainsi ,  pour  toutes  les  valeurs  de  a  moindres  que  y  ->  les 
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cercles  successifs  ne  se  coupent  pas  5  ils  sont  intérieurs 


m 


l'un  à  l'autre.  Pour  «  =  -;-  9  on  a 

4 


4' 


ce  qui  donne  le  point  C.  Les  valeurs  plus  grandes  de  n, 
jusqu'à  Tinfini,  donneront  tous  les  points  de  la  para- 
bole. 

Caustiques,    • 

156.  Lorsque  des  rayons  de  lumière  ou  de  chaleur, 
émanés  d'un  même  point  dans  toutes  les  directions  sftuées 
dans  un  même  plan,  sont  réfléchis  à  leur  point  de  ren- 
contre avec  une  courbe  située  dans  ce  plan,  de  manière 
que  les  angles  des  rayons  incidents  et  réfléchis  avec  la 
normale  à  cette  courbe  soient  égaux,  l'enveloppe  des 
rayons  réfléchis  se  nomme  caustique  par  réflexion  ^  rela- 
tivement à  cette  courbe  et  au  foyer  de  chaleur  ou  de  lu- 
mière. .    ^ 

Si  les  rayons  étaient  réfractés  au  point  où  ils  rencon- 
trent la  courbe,  l'enveloppe  se  nommerait  caustique  par 
réfraction.  Ces  courbes  ont  dans  la  physique  une  utilité 
dont  nous  ne  parlerons  pas  ici.  Pour  les  obtenir,  on  cher- 
chera ,  sur  un  rayon  réfléchi  ou  réfracté  quelconque ,  la 
limite  de  son  point  de  rencontre  avec  un  rayon  infini- 
ment voisin,  puis  le  lieu  des  points  ainsi  trouvés.  Ce 
point  limite  peut  être  trouvé  par  le  calcul,  en  cherchant 
l'équation  générale  des  rayons  réfléchis  ou  réfractés;  on 
peut  aussi  le  trouver  souvent  plus  simplement  par  des 
considérations  géométriques  ;  nous  allons  en  donner 
quelques  exemples ,  en  nous  bornant  aux  caustiques  par 
réflexion. 

Considérons  d'abord  généralement  la  question  poui 
une  courbe  quelconque. 
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Supposons  qu'un  rayon  de  lumière  parte  d'un  point 
donné  A  [fig-  75  )  et  se  réfléchisse  en  B  sur  une  courbe  don- 
née ,  en  faisant  avec  la  normale  BV  un  angle  VBX  =  ABV. 

Considérons  un  autre  rayon  infiniment  voisin ,  partant 
de  A  et  se  réfléchissant  en  M  sur  la  courbe.  Ce  rayon  ré- 
fléchi rencontre  le  premier  en  X. 

Cela  posé,  on  demande  la  limite  du  point  X ,  lorsque  M 
se  rapproche  indéfiniment  de  B. 

On  suppose  connue,  d'après  la  nature  de  la  courbe,  la 
limite  m  du  rapport  de  l'angle  O  des  deux  normales  à 
l'angle  A  correspondant, 

L^  deux  triangles  MHX,  BHO,  ayant  un  angle  égal  H, 
donneront,  en  désignant  par  a,  a!  les  deux  angles  d'inci- 
dence successifs , 

X  — 0  =  OBH  — HMX=a—  a'; 
les  deux  triangles  BAK ,  MOK  donnent  dé  même 

O  —  A  =  a  — -  a', 
d'où  •    * 

X  — 0  =  0  — A     ou     X-f-A  =  20. 

On  aura  maintenant  les  deux  proportions  suivantes  : 

MX  :  MI  ::  slnl  :  sinX,     BA  :  BI  ::  slnl  :  sinA, 

d'où 

MX  .  MI  .  sinX 

BA  *  BI  ■*      •   sinA* 

Or  on  reconnaît  facilement  que  la  limite  du  rapport 

MI 

^  est  l'unité,  parce  que,  dans  le  triangle  BIM,  les  deux 

angles  B  et  M  ont  une  même  limite  finie.  Donc 

,.       MX       ,.       sinA       ,.       A       ,.  A  i 

lim.  — —  =  liiTî.  -r-37  =  nui.  — -  =  11m. 


BA  sinX  X  2O  —  A       2/w  — i 
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Donc  enfin,  en  observant  que  MX  et  BX  ont  même 
limite ,  on  aura 

AB 


lim.  BX  : 


2/W —  I 


La  limite  m  peut  s'exprimer  au  moyen  du  rayon  de 
courbure  R  et  de  Tangle  d'incidence  a.  En  effet , 


0  =  lim.-— , 
R. 

et  Ton  peut  prendre 

^        BH,       BMcosa 
^-AB~       AB      ' 

donc 

y       ^ 

lim.  -  =:  w  = 

AB                 ,.      ^^ 

et      lim.BX=: 

Rcosa 

AB.  Rcosa 
2AB  —  Rcosa' 

si  AB  =  00  , 

Bcosa 
lim.BX=: 

applications. 

157.  1**.  Cercle,  —  Un  faisceau  de  rayons  parallèles 
situés  dans  le  plan  d'un  cercle  O  (fig-  76)  est  réfléchi 
par  la  circonférence  de  ce  cercle;  on  demande  la  limite  du 
point  X  où  le  rayon  PM ,  après  s'être  réfléchi  suivant  MV, 
est  rencontré  par  les  rayons  réfléchis  infiniment  voi- 
sins NX. 

Cette  question  rentre  dans  la  précédente,  en  supposant 
A  =  0. 

On  aura  donc  d'abord 

X  =  20; 
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le  triangle  MNX  donnera  ensuite 

NX  MN 


sinNMX        sinX 

Passant  à  la  limite,  et  observant  que  NX  a  mêmelimiie 
que  MO,  et  que  Tangle  NMX  a  pour  limite  le  complé- 
ment de  a ,  le  premier  membre  deviendra 

lim.MX 
CCS  a 

Quant  au  second  membre ,  on  pourra ,  sans  changer  sa 
limite ,  remplacer  la  corde  MN  par  l'arc  qui  est  le  produit 
du  rayon  du  cercle  par  l'angle  O5  remplaçant  ensuite  X 
par  2O,  et  substituant  l'angle  infiniment  petit  à  son 

sinus ,  on  trouvera  —  pour  limite  du  second  membre. 


On  conclut  delà 

1-      Tirv       MOcosa 

hm.  MX  = = 

1 

MP 

Cherchons  maintenant  le  lieu  des  points  X ,  ou  la  caus- 
tique. 

Soient  ce '(^g^.  77)  le  diamètre  parallèle  aux  rayons, 
et  H'PH  un  rayon  incident  quelconque  5  on  aura  le  rayon 
réfléchi  en  faisant  l'angle  OHH,  =  OHH'. 

On  a  vu  précédemment  que  le  point  M  de  la  caustique 
s'obtenait  en  prenant 

HM=Hl  =  — . 
2 

Soi  t  N  le  milieu  de  HO ,  la  ligne  NI  sera  parallèle  à  PO; 
donc  l'angle  I  et,  par  suite,  l'angle  M  sera  droit-,  et,  par 
conséquent,  le  cercle  décrit  sur  HN  comme  diamètre 
passera  par  I  et  M.  Les  deux  angles  MHN,  AON  seront 
égaux  entre  eux ,  comme  étant  Tun  et  l'autre  égaux  àlHN. 
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•  OC 

Or,  si  Ton  décrit  du  centre  O  avec  un  rayon  OA  =  — 

un  cercle  qui  sera  tangent  au  cercle  HMN,  Tangle  au 

AN 
centre  AON  aura  pour  mesure  —  ,  etFangle  MHN  inscrit 

dans  le  cercle  dont  le  diamètre  est  égal  à  AO  aura  pour 

MN 
mesure  -77-- 

Au 

On  aura  donc  égalité  entre  les  arcs  MN,  AN,  puisque 
les  deux  angles  sont  égaux. 

D'où  il  résulte  que  le  point  M  de  la  caustique  appartient 
à  l'épicycloïde  décrite  à  partir  de  l'origine  A  par  un  cercle 
dont  le  rayon  est  le  quart  de  celui  du  cercle  donné,  rou- 
lant sur  un  cercle  concentrique  au  cercle  donné  et  d'un 
rayon  moitié  moindre. 

2*^.  Caustique  par  réflexion  d'une  spirale  logarith^ 
mique^  en  supposant  le  point  lumineux  au  pôle. 

Soient  M,  M'  [fig*  78)  deux  points  infiniment  voisins 
pris  sur  la  spirale-,  MO,  M'O  les  normales;  AM,  AM' 
deux  rayons  incidents,  et  MX,  M'X  ces  mêmes  rayons 
après  la  réflexion. 

Il  faut  d'abord  trouver  la  limite  du  point  X  quand  M' 
lend  vers  M. 

Les  angles  des  rayons  vecteurs  avec  la  normale  étant 
constants,  d'après  la  nature  de  la  courbe,  et  l'angle  de  ré- 
flexion étant  égal  à  celui  d'incidence,  on  reconnaît  im- 
médiatement que  les  trois  angles  A  ,  O,  X  sont  égaux. 

Donc  les  cinq  points  M',  M ,  A ,  O,  X  sont  sur  un  même 
cercle.  La  limite  de  ce  cercle  est  celui  qui  passerait  par  les 
deux  points  A ,  M  et  aurait  en  M  la  même  tangente  que 
la  courbe.  Traçant  donc  ce  cercle,  le  point  I,  où  il  coupera 
le  rayon  réfléchi,  sera  un  point  de  la  caustique. 

Si  Ton  veut  connaître  le  lieu  des  points  I,  il  suffira  de 
lemarquer  que  le  triangle  AMI  est  isocèle,  puisque  les 
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cordes  MAf  MI,  symétriques  par  rapport  au  diamètre 
MO',  sont  égales,  et  que  T angle  AMI  est  constant  -,  donc 
le  rapport  de  AI  à  AM  est  constant,  ainsi  que  Fangle 
lAM. 

Donc  les  points  I  appartiennent  à  une  spirale  identique 
à  la  proposée ,  et  que  l'on  fera  coïncider  avec  elle  en  la 
faisant  tourner  autour  du  pôle,  jusqu'à  ce  qu'un  quel- 
conque de  ses  points  vienne  s'appliquer  sur  la  spirale 
donnée- 

De  r enveloppe  d'une  courbe  déforme  ini^ariable  liée 
à  une  courbe  qui  roule  sur  une  autre. 

158.  Soient  HMK  [fig*  79)  la  courbe  enveloppée,  M  le 
point  où  elle  touche  Tenveloppe  UV  5  H'M'R'  la  première 
courbe  dans  une  position  infiniment  voisine.  M' le  point 
où  elle  touche  l'enveloppe.  Les  points  de  contact  de  la 
courbe  mobile  et  de  UV  se  déplacent  d'une  manière  con- 
tinue sur  cette  courbe  mobile-,  de  sorte  que  le  point  M  de 
HR  est  situé  sur  H'K'  à  une  distance  infiniment  petite  de 
M'.  Ce  point  est  donc  à  une  distance  infiniment  petite  du 
second  ordre  de  UV,  puisque  la  courbe  H'K'  est  tangente 
à  UV  en  M'. 

D'où  il  résulte  que  le  lieu  décrit  par  le  point  M  de  la 
courbe  mobile  est  tangent  en  M  à  U  V,  et  par  conséquent 
à  HK. 

Ce  qui  donne  le  théorème  suivant  : 

Les  points  oii  une  courbe  mobile  im^ariable  touche  son 
enue/oppe,  dans  une  que/conque  de  ses  positions,  sont 
ceux  qui  décrii^ent  des  trajectoires  tangentes  à  la  courbe 
mobile  dans  la  position  que  F  on  considère* 

Or  la  trajectoire  d'un  point  lié  à  la  courbe  roulante  a 
sa  tangente  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  le  point 
que  l'on  considère  au  centre  instantané  de  rotation ,  et  ce 
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centre  est  le  point  de  contact  de  la  courbe  roulante  avec  la 
courbe  fixe. 

Donc,  enfin ,  pour  une  position  quelconque  de  la  courbe 
mobile ,  on  aura  les  points  où  elle  touche  Tenveloppe,  en 
abaissant  du  point  de  contact  de  la  courbe  roulante  toutes 
les  normales  possibles  sur  la  courbe  mobile. 

Exemple.  —  Un  cercle  dont  le  centre  est  O'  (^g.  80) 
roule  sur  un  cercle  fixe  dont  le  centre  est  O  ;  trouver  l'en- 
veloppe d'un  diamètre  déterminé  du  premier. 

Soient  ce  une  position  quelconque  du  diamètre  en 
question ,  et  B  le  point  du  cercle  O,  avec  lequel  le  point  C 
a  coïncidé  ;  les  arcs  AB  et  AC  seront  égaux. 

Pour  avoir  le  point  de  CC  qui  appartient  à  son  enve- 
loppe ,  il  faut  abaisser  du  point  de  contact  A  des  deux 
cercles  une  perpendiculaire  AI  sur  CC  :  I  sera  le  point 
cherché. 

Or,  si  Ton  décrit  un  cercle  sur  AO'  comme  diamètre,  il 
passera  par  I,  et  l'angle  AOI  considéré  successivement 
comme  inscrit  dans  ce  cercle,  et  comme  ayant  son  sommet 
au  centre  du  cercle  roulant,  aura  pour  mesure 

arc  AI  arc  AC 

Donc  Tare  AI  est  égal  h  AC  et  par  suite  à  AB.  Le  point  I 
appartient  donc  à  Fépicycloïde  décrite  par  le  cercle  de  dia- 
mètre AO'  roulant  sur  le  cercle  fixe.  Celte  épicycloïde  est 
donc  l'enveloppe  cherchée. 

Autre  exemple.  —  Considérons  maintenant  l'enve- 
loppe d'une  droite  de  longueur  constante  dont  les  extré- 
mités sont  assujetties  à  rester  sur  deux  courbes  données, 
on  aura  le  point  appartenant  à  l'enveloppe  en  menant 
d'abord  les  normales  aux  deux  courbes  aux  extrémités  de 
la  droite  5  leur  point  de  rencontre  sera  le  centre  instan- 
tané, et  il  suffira  d'abaisser  de  ce  point  une  perpendicu- 

I.  x4 
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laire  sur  la  droite  inscrite  pour  avoir  le  point  de  la  courbe 
enveloppe.   , 

En  appliquant  cette  construction  au  cas  où  les  deux 
courbes  se  réduisent  à  des  droites  perpendiculaires,  on 
retombe  sur  un  résultat  précédemment  obtenu. 

Rayon  de  courbure  de  Vens^eloppe  d'une  courbe  de 
forme  ini^ariable  liée  à  une  courbe  qui  roule  sur  une 
autre. 

159.  Soient  la  courbe  U'V  (Jig,  8i)  roulant  sur  UV, 
HK  la  courbe  liée  à  U'V,  et  H'K'  son  enveloppe.  Soient 
A  le  point  de  contact  de  UV,  U' V  dans  une  position  quel- 
conque ,  O,  O'  les  centres  de  courbure  de  ces  deux  lignes, 
R  5  R'  leurs  rayons  de  courbure,  n  la  longueur  de  la  nor- 
male AM  abaissée  de  A  sur  HK,  ©l'angle  qu'elle  faik 
avec  la  normale  commune  OA'O. 

D'après  ce  qui  précède  ,  le  point  M  appartient  à  l'enve- 
loppe de  HK.  Pour  avoir  un  point  de  cette  même  courbe, 
iniiniment  voisin  de  M,  prenons  sur  UV,  U'V'deux  arcs 
égaux  infiniment  petits  AN,  AN',  que  nous  désignerons 
par  0),  et  abaissons  de  N'  une  normale  N'B'  sur  HK.  Lors- 
que, dans  le  roulement  de  U'V,  N'  sera  venu  coïncider 
avec  N,  le  point  B'  de  HK  sera  devenu  le  point  de  l'enve- 
loppe, puisque  N'B'  sera  alors  la  normale  abaissée  sur  HK 
du  point  de  contact  N  des  deux  courbes  UV,  U' V.  Soit  B 
la  position  que  B'  aura  prise  ainsi,  BN  sera  la  normale 
commune  à  l'enveloppée  et  à  H'K'  ;  le  point  X  où  elle  ren- 
contre la  normale  infiniment  voisine  a  pour  limite  le 
centre  de  courbure  de  l'enveloppe,  et  nous  le  considére- 
rons dans  nos  calculs  comme  étant  ce  point  même. 

De  même  nous  considérerons  le  point  de  rencontre  I  des 
deux  normales  à  HK  aux  points  infiniment  voisins  M,  B' 
comme  étant  le  centre  de  courbure  de  HK ,  et  nous  fe- 
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rons 

MI  =  p',     MX  =  p. 

Cela  posé,  lorsque  le  point  N  sera  devenu  le  point  de 
contact,  le  système  mobile  aura  tourné  d'une  quantité 
angulaire  égale  à  l'angle  que  faisaient  les  deux  tangentes 
en  N,  N'  lorsque  A  était  le  point  de  contact.  Cet  angle,  qui 
est  le  même  que  celui  des  normales  NO,  N'O',  est  égal  à  la 

somme  des  angles  O,  O'  ou  à  ^  H-  —• 

Mais,  d'une  autre  part ,  la  ligne  N'B'I  étant  venue  coïn- 
cider avec  BNX ,  la  quantité  dont  le  système  a  tourné  doit 
être  égale  à  la  somme  des  angles  I ,  X  ^  d'où  résulte 

OH-0'  =  I-f-X. 

Pour  évaluer  les  angles  I ,  X  on  abaissera  de  A  des  per- 
pendiculaires sur  IN'  et  BX-,  elles  auront  pour  valeur 
wcosy,  et  Ton  aura,  par  conséquent, 


w  ces  (p 

b>  COSf 

1  ;1         A  - 

-p-«' 

d'où  résultera  l'équation 

b>           Cl)          6)  COS^ 

W  COS<J> 

R  "^  R'  ~"  n  +  p' 

p-n 

ou 

/  £  \                                       1              — —    nf\v  m   f 

+       «     \ 

(*)                  R  +  R'-'=**'M«  + 

p'       p  — "/ 

ce  qui  détermine  p  au  moyen  de  R,  R',  p',  n,  (f. 

On  voit  donc  que  le  rayon  de  courbure  en  un  point 
quelconque  de  l'enveloppe  ne  dépend  que  des  rayons  de 
courbure  des  trois  courbes  UV,  U'V,  HK  et  non  de  ces 
courbes  mêmes;  de  sorte  que ,  pour  celte  détermination, 
on  pourrait  les  remplacer  par  leurs  cercles  osculateurs, 

>4- 


212  LIVRE    I. 

correspondants  à  la  position  quelconque  que  l'on  consi- 
dère. 

160.  On  retomberait  dans  le  cas  primitivement  exa- 
miné, si  l'on  supposai  t  que  le  rayon  de  courbure  p'  fût  con- 
stamment nul ,  parce  que  la  courbe  HK  se  réduirait  alors 
à  un  point.  On  voit,  en  effet,  que  l'équation  (4)  coïncide 
avec  l'équation  (i)  lorsque  Ton  fait  p'  =  o.  La  première 
question  n'est  donc  qu'un  cas  particulier  de  la  seconde,  et 
l'équation  générale  (4)  renferme  la  solution  de  l'une  et  de 
l'autre  5  on  pourra  donc  se  borner  à  conserver  cette  der- 
nière formule. 

Exemple.  —  Appliquons  la  formule  ( 4 )  au  cas  déjà  exa- 
miné, où  les  courbes  UV,  U' V  sont  des  cercles ,  et  HK  un 
diamètre  de  ce  dernier. 

Il  faut  alors  supposer  R,  R'  constants  et  |o'=  oo  ,  ee 
qui  réduit  d'abord  la  formule  (3)  à  la  suivante  : 


d'où 


I  I    ces  «ï» 

ces  9 


I  I 


Exprimant  cosç  au  moyen  de  n ,  d'après  la  relation  évi- 
dente /i  =  R'cosy,  il  vient 

.   _^/2(2RH-R^) 

^^      R4-R'     * 

En  comparant  cette  valeur  à  la  formule  générale  (3)  rela- 
tive aux  épîcycloïdes,  on  reconnaît,  comme  cela  devait 
être,  que  p  est  le  rayon  de  courbure  d'une  épicycloïde  dé- 

R' 
cr,ite  par  un  point  d'un  cercle  de  rayon  —  roulant  sur  un 

cercle  de  rayon  R. 
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Mesure  du   glissement    de  la  courbe    mobde  sur  son 
ent^eloppe, 

16i.  Si  l'arc  MB  pouvait  être  égal  à  MB',  la  courbe 
HK  roulerait  sans  glisser  sur  l'enveloppe  H'K'.  Cela  n'est 
pas  possible ,  parce  que  le  système  mobile  devrait  alors 
tourner  autour  du  point  de  contact  M  supposé  immobile, 
ce  qui  ne  peut  être,  puisque  le  point  A  l'est  lui-même. 
Car  les  vitesses  de  tous  les  points  seraient  nulles,  si  celles 
de  deux  points  Tétaient-,  et  si  toutes  les  vitesses  étaient 
nulles  à  chaque  instant,  le  système  serait  constamment 
dans  la  même  position. 

Nous  allons  d'ailleurs  reconnaître  que  le  calcul  donne 
des  valeurs  essentiellement  différentes  pour  MB  et  MB'. 
En  effet ,  on  a 

p  —  n  p  -4"  /i 

donc 

(P  p'    \  p  -f- 1^' 

— ~ —  )  =  «  w  cos  (p , — —rr-f- — V 

et,  en  vertu  de  l'équation  (4) , 

MB-MB'=/i«  (i +A\=w(0-hO'). 

C'est  ainsi  que  M.  Savary,  après  avoir  établi  la  for- 
mule (4)  dans  ses  feuilles  sur  les  engrenages,  a  donné  le 
calcul  de  l'arc  de  glissemeiit  dont  la  considération  est  in- 
dispensable dans  la  théorie  des  machines. 

162.  Mais  nous  allons  montrer  comment  il  est  pos- 
sible de  calculer  cet  arc  de  glissement  sans  introduire  les 
rayons  de  courbure  des  deux  courbes  qui  glissent  l'une  sur 
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Tautre,  et,  par  conséquent ,  sans  avoir  besoin  de  con- 
naître la  formule  (4). 

En  effet ,  avant  de  calculer  cette  formule ,  nous  avons 
fait  voir  que  si  l'on  prenait  deux  arcs  infiniment  petits 
égaux  AN,  AN'  sur  UV,  U'V;  que  de  N'  on  abaissât  une 
normale  N'B'  sur  HK ,  et  de  N  une  normale  NB  sur  H'K', 
le  point  B'  de  la  courbe  mobile  venait  prendre  la  posi- 
tion B,  lorsque  N'  coïncidait  avec  N. 

Or  les  arcs  MB',  MB  étant  tangents,  le  point  B'  peut 
être  considéré  comme  appartenant  à  l'arc  MB ,  en  négli- 
geant les  infiniment  petits  du  second  ordre.  Donc  on 
peut  prendre  M'B  pour  la  différence  MB  —  MB',  ou  l'arc 
de  glissement.  Mais  B'B  peut  aussi  être  regardé  comme 
un  arc  de  cercle  décrit  du  centre  A  avec  le  rayon  n  ,  pen- 
dant que  le  système  tourne  de  l'angle  O  H-  O'  pour  arri- 
ver à  sa  seconde  position. 

Donc 

MB- MB'= /i (O -H  0')= /2«  (i -h  j^y 
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CHAPITRE  XXI. 

CERCLE    #SCULATEUR. 


1Q3.  De  même  qu'il  a  été  intéressant  de  chercher  la 
limite  de  la  direction  suivant  laquelle  on  passe  d'un  point 
d'une  courbe  à  un  autre  infiniment  voisin ,  et  que  nous 
avons  appelé  la  direction  même  de  la  courbe  en  ce  point  y 
de  même  il  est  naturel  de  chercher  le  cercle,  c'est-à-dire 
la  ligne  la  plus  simple  après  la  droite ,  qui  serait 
la  limite  de  ceux  qui ,  ayant  un  point  donné  com- 
mun avec  une  courbe,  ont  encore  dans  le  voisinage  autant 
de  points  communs  avec  elle  que  le  comporte  la  nature 
du  cercle.  De  là  ce  problème  : 

Troui^er  la  limite  des  cercles  qui  passent  par  un  point 
donné  d* une  courbe ,  et  par  deux  autres  points  de  la  même 
courbe^  infiniment  voisins  du  premier. 

Ce  cercle  limite  se  nomme  cercle  osculateur. 

Soient  M  (fig*  82)  un  point  d'une  courbe  quelconque, 
N ,  P  deux  autres  de  ses  points  infiniment  voisins  du 
premier  5  faisons  passer  un  cercle  par  ses  trois  points.  On 
sait  que  dans  tout  cercle  un  arc  est  e'gal  au  produit  du 
diamètre  par  l'angle  inscrit  opposé  :  d'après  cela,  en  dési- 
gnant par  r  le  rayon  du  cercle  qui  passe  par  les  points  M, 
N,  P,  on  aura,  en  désignant  l'arc  de  cercle  par  MP,  etob- 
servantque  l'angle  inscrit  est  égal  à  l'angle  extérieur  N, 


MP 
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et  l'on  pourrait  encore  prendre  le  rapport  de  la  corde  au 
sinus  deN. 

Mais  nous  avons  vu  que  l'angle  extérieur  N  est  égal  à 
la  moitié  de  la  courbure  w  de  l'arc  MP  delà  courbe,  en  né- 
gligeant une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  cet 
angle;  et  d'ailleurs  le  rapport  de  l'arc  de  cercle  MP  à 
l'arc  de  la  courbe   a  pour  limite  l'unité,  puisque  leur 

corde  est  la  même.  La  limite  de  —  est  donc  la  même  que 
celle  de  ,  arc  MP  désignant   l'arc  de  là    courbe 

w 
2 

donnée. 

Si  donc  on  représente  par  R  la  limite  de  r,  ou  le  rayon 
du  cercle  oscillateur,  on  aura 


_        ,.      arcMP 
R==  Uni. 5 


ce  qui  n'est  autre  chose  que  le  rayon  du  cercle  de  cour- 
bure. 11  est  d'ailleurs  évident  que  ce  cercle  est  tangent  h 
la  courbe  en  M,  puisque  la  limite  de  la  direction  MN  sera 
une  tangente  commune. 

Le  cercle  osculateur  se  confond  donc  as^ec  le  cercle  de 
courbure. 

Remarque.  —  Nous  devons  faire  ici  une  observation 
importante.  Les  raisonnements  précédents  n'imposent  au- 
cune condition  à  la  position  du  point  N  entre  M  et  P; 
elle  peut  diviser  l'arc  MP  en  deux  parties  du  même  ordre 
ou  d'un  ordre  diflerent;  Tangle  extérieur  pouvant  tou- 
jours être  remplacé  par  la  moitié  de  la  courbure  de  l'arc 
MP,  on  arrivera  toujours  au  mêmp  résultat.  On  pour- 
rait, par  conséquent,  faire  coïncider  M  et  N,  c'est-à-dire 
mener  un  cercle  tangent  en  M  à  la  courbe,  et  passant  par 
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le  point  infiniment  voisin  P,  et  Ton  trouverait  le  même 
cercle  limite. 

C'est  d'ailleurs  ce  que  l'on  peut  reconnaître  directe- 
ment 5  il  suiBra  de  remplacer  l'angle  N  par  celui  de  la  tan- 
gente en  M  avec  la  corde  MP  :  le  diamètre  du  cercle  va- 
riable sera  le  rapport  de  l'arc  de  cercle  MP  à  cet  angle ,  qui 
peut  être  remplacé  par  la  moitié  de  la  courbure  de  l'arc 
MP  de  la  courbe.  On  trouvée  donc  encore  même  limite 
pour  le  cercle  tangent  en  Wl  à  la  courbe  et  passant 
par  un  autre  point  de  la  courbe  infiniment  voisin  du 
premier, 

164-.  On  peut  donner  pour  le  rayon  du  cercle  oscula- 
teur  une  formule  dépendante  des  accroissements  de  l'or- 
donnée et  de  l'arc  de  la  courbe ,  correspondants  à  ceux  de 
l'abscisse. 

Les  deux  points  infiniment  voisins  du  premier  pouvant 
être  pris  d'une  manière  quelconque  sans  changer  le  ré- 
sultat, nous  supposerons  qu'ils  correspondent  à  deux 
accroissements  successifs  égaux  de  l'abscisse.  Soit  h  la 
valeur  d'un  de  ces  accroissements;  /  l'accroissement  cor- 
respondant de  l'arc  5  k  l'accroissement  correspondant  dej^; 
A-i  l'accroissement  de  cet  accroissement  quand  on  y  change 
a:  en  a:  H-  A;  soient  M,  M',  M''  [fig*  83)  les  trois  points 
de  la  courbe ,  O  le  centre  du  cercle  qu'ils  déterminent , 
R  son  rayon,  MH,  M'H'  les  accroissements  correspon- 
dants A,  k  des  coordonnées  rectangulaires  de  M  5  M'H, 
M'^H'  les  accroissements  de  ces  mêmes  coordonnées 
à  partir  de  M',  de  sorte  que  d'après  ce  qui  précède  on 
ait  M'ff  =  /i,  SM"  =  *i.  L'accroissement  /de  l'arc,  à 
partir  de  M,  pourra  être  remplacé  par  la  corde  MM',  ou 
son  égale  M' S  dans  les  rapports  dont  on  cherchera  les 
limites. 

Dans  les  deux  triangles  OIM'^,  MM'H  dont  les  angle» 
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tendenl  vers  les  mêmes  limites ,  les  rapports  des  côtés  ont 
les  mêmes  limites-,  et  comme  nous  le  savons,  nous  pour- 
rons sans  inconvénient  les  regarder  comme  égaux  :  les 
calculs  seront  plus  simples  et  les  résultats  ne  seront  pas 
altérés;  nous  écrirons  donc  la  relation 

R    "~MM''     ^^       R    ""/' 
Les  deux  sécantes  SL,  SM  donneront  la  proportion 
SL_SM^  2M-^I  +  ^»_,  i 

Éliminant  M''I,  il  vient 
R  = 


l' 


Observant  que  le  second  terme  du  dénominateur  est  infi- 
niment petit  par  rapport  au  premier,  on  aura ,  pour  la 
limite  de  R  ou  pour  l'expression  du  rayon  de  courbure, 


"■"•Âiî 


hëSume  du  livre  premier. 


Nous  avons  établi  dans  ce  livre  les  principes  fondamen- 
taux de  la  méthode  des  limites.  Nous  avons  montré  com- 
ment les  anciens  avaient  introduit  la  notion  des  limites, 
et  l'usage  qu'ils  en  faisaient  pour  ramener  la  mesure  de 
certaines  grandeurs  à  celle  d'autres  grandeurs  plus  sim- 
ples \  comment  les  modernes  avaient  rendu  plus  facile  le 
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passage  de  la  relation  des  variables  à  celle  de  leurs  limites, 
ou  des  quantités  proposées.  Nous  avons  fait  voir  com- 
ment Archimède  avait  considéré  les  grandeurs  comme 
limites,  soit  de  séries,  soit  de  sommes  de  quantités  infini- 
ment petites ,  et  nous  avons  donné  des  exemples  variés 
de  ces  procédés.  Nous  avons  considéré  ensuite  l'emploi  • 
que  les  modernes  seuls  ont  fait  des  infiniment  petits 
comme  termes  de  rapports ,  et  nous  avons  montré  com- 
ment ils  y  ont  été  conduits  naturellement  par  le  problème 
des  tangentes ,  qu'ils  ont  envisagé  sous  un  autre  point  de 
vue  que  les  anciens.  Mais  nous  avons  fait  voir  par  divers 
exemples  que  les  limites  des  rapports  d'infiniment  petits 
se  présentaient  dans  bien  d'autres  recherches  que  celles 
des  tangentes. 

Nous  avons  fait  ressortir  l'avantage  que  présente  l'em- 
ploi des  infiniment  petits  dans  les  limites  de  sommes  ou 
de  rapports,  et  qui  consisle  en  ce  qu'on  peut  leur  substi- 
tuer des  quantités  infiniment  petites  inégales,  mais  qui 
n'en  diffèrent  que  d'une  quantité  infiniment  petite  par 
rapport  à  elles-mêmes.  Ce  principe  facilite  beaucoup  les 
calculs  en  ce  qu'il  permet  de  négliger  des  quantités  dont 
l'expression  serait  quelquefois  très-compliquée  et  entiè- 
rement inutile  pour  la  détermination  du  résultat  que  l'on 
a  en  vue. 

Dans  les  applications  que  nous  avons  faites  des  infini- 
ment petits  à  r étude  des  théories  géométriques  et  méca- 
niques, ces  quantités  se  sont  souvent  présentées  comme 
les  accroissements  correspondants  de  variables  liées  entre 
elles  par  des  relations  connues.  Nous  sommes  parvenus  à 
la  détermination  des  limites  des  sommes  ou  des  rapports 
de  ces  quantités  par  des  procédés  indiqués  par  la  nature 
de  la  question ,  mais  qui  ne  se  rattachaient  pas  à  des  mé- 
thodes générales.  Nous  allons  actuellement  nous  occuper 
spécialement  de   ces  méthodes   générales  dont  l'utilité 
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doit  être  beaucoup  mieux  sentie,  d'après  toutes  les  appli- 
cations que  nous  savons  qu'elles  auront.  . 

En  conséquence,  l'objet  principal  du  second  livre  sera 
la  détermination  des  limites  des  rapports  des  accroisse- 
ments des  variables  liées  entre  elles  par  des  équations  don- 
•  nées  5  ou  les  limites  des  sommes  d'infiniment  petits  dont 
l'expression  générale  est  donnée.  Cet  objet  est  purement 
algébrique.  Les  applications  que  nous  en  ferons  auront 
pour  but  d'abord  d'éclaircir  l'usage  des  formules  et  des 
notations  particulières  et  quelquefois  compliquées  que 
nous  y  ferons  connaître,  et  ensuite  d'étendre  et  générali- 
ser des  théories  exposées  dans  ce  premier  livre. 


LIVRE  II. 

CALCUL  DfeS  DÉRIVÉES  ET  DES  DIFFÉRENTIELLES  DES 
FONCTION^.  CALCUL  INVERSE  OU  INTÉGRATION  DES 
DIFFÉRENTIELLES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DES  FONCTIONS   EN    GÉNÉRAL  ET  DE  LA  CONTINUITÉ. 
GÉNÉRALISATION  DE  LA  MÉTHODE  DES  LIMITES. 


1 65.  On  désigne  sous  le  nom  de  variable  toute  quantité 
qui ,  dans  la  question  où  on  la  considère,  est  susceptible  de 
recevoir  successivement  différentes  valeurs. 

On  nomme  variables  indépendantes  celles  dont  les 
valeurs  sont  entièrement  arbitraires;  et  variables  rfc- 
pendantes  ou  fonctions,  celles  dont  les  valeurs  sont  dé- 
terminées par  celles  de  certaines  autres  quantités,  quelle 
que  soit  la  nature  de  cette  dépendance,  et  soit  qu'il  s'a- 
gisse de  quantités  concrètes  ou  de  quantités  évaluées  en 
nombres.  Dans  le  premier  cas,  on  a  des  Jonctions  con~ 
crêtes  ^  et  dans  le  second  ,  des  fonctions  analytiques. 

Les  fonctions  analytiques  se  distinguent  en  fonctions 
explicites  et  fonctions  implicites.  Les  premières  sont  celles 
dont  les  valeurs  peuvent  s'obtenir  au  moyen  d'opérations 
indiquées  et  que  l'on  sait  effectuer  ;  les  autres  sont  celles 
qui  sont  liées  aux  variables  indépendantes  par  des  équa- 
tions non  résolues  :  dans  ce  cas ,  les  opérations  à  effectuer 
pour  former  les  valeurs  des  fonctions  ne  sont  pas  indi- 
quées. On  les  connaîtrait  par  la  résolution  des  équations 
données,  et  les  fonctions  deviendraient  alors  explicites. 
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Les  fonctions  explicites  se  subdivisent  ordinairement  en 
algébriques  et  transcendantes.  Les  premières  sont  celles 
où  les  seules  opérations  indiquées  sont  des  additions ,  sous- 
tractions ,  multiplications,  divisions,  élévations  à  des  puis- 
sauces  et  extractions  de  racines  de  degrés  connus  ;  les  autres 
sont  celles  qui  renferment  d'autres  opérations  indiquées  sur 
les  variables  :  comme,  par  exemple,  les  quantités  exponen- 
tielles, les  logarithmes,  les  lignes  trigonométriques ,  etc. 

Lorsqu'une  seule  de  ces  diverses  opérations  est  indi- 
quée sur  une  variable,  on  a  une  fonction  simple  de  cette 
variable.  Lorsque  plusieurs  d'entre  elles  sont  accumulées 
les  unes  sur  les  autres,  on  a  ce  que  l'on  appelle  une 
fonction  de  fonctions.  Toutes  les  fonctions  qui  ne  ren- 
trent pas  dans  ces  deux  cas  se  \\QVûxn.^VL\.  fonctions  com- 
posées. 

Lorsque  deux  variables  sont  liées  par  une  équation 
quelconque,  elles  sont  fonctions  l'une  de  l'autre.  La 
forme  de  ces  deux  fonctions  est  différente  si  les  deux 
variables  n'entrent  pas  dans  l'équation  d'une  manière 
symétrique.  On  leur  donne,  l'une  par  rapport  à  l'autre, 
le  nom  de  fonctions  ini^erses.  Si ,  par  exemple ,  on  résout 
par  rapport  à  x  les  équations  suivantes ,  qui  sont  résolues 
par  rapport  à  y, 

X=^>     r=ûS     j=sinx,..., 
on  obtient 

x=\jrt.    j?  =  logj,      j:  =  arcsin^. 

Ainsi ,  d'après  notre  définition ,  la  racine  m*^"*''  est  la  fonc- 
tion inverse  de  la  puissance  m  ]  le  logarithme  est  la  fonc- 
tion inverse  de  l'exponentielle,  etc. 

166.  Continuité,  —  Une  variable  est  continue  lors- 
qu'elle ne  peut  passer  d'une  valeur  quelconque  à  une 
autre,  sans  passer  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires. 
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Une  fonction  est  dite  continue  lorsqu'en  faisant  varier 
d'une  manière  continue  les  quantités  dont  elle  dépend, 
elle  est  constamment  réelle  et  varie  elle-même  d'une  ma- 
nière continue ,  c'est-à-dire  qu'elle  ne  peut  passer  d'une 
valeur  à  une  autre  sans  passer  par  toutes  les  intermé- 
diaires. Une  fonction  peut  être  continue  tant  que  les  va- 
riables dont  elle  dépend  restent  renfermées  entre<;ertaines 
limites,  et  cesser  de  l'être,  ou  devenir  discontinue,  en 
dehors  de  ces  limites. 

Pour  démontrer  qu'une  fonction  qui  est  réelle  entre 
certaines  limites  de  la  variable  est  continue,  il  suflSt  de 
faire  voir  que  l'on  peut  faire  croître  la  variable  par  degrés 
assez  petits  pour  que  les  accroissements  correspondants 
de  la  fonction  soient  moindres  qu'une  grandeur  quelcon- 
que :  car ,  si  celte  fonction  n'était  pas  continue ,  il  faudrait 
qu'elle  passât  brusquement  d'une  certaine  valeur  à  une 
autre  qui  en  différerait  d'une  quantité  finie;  ce  qui  est 
absurde,  puisque  l'accroissement  de  la  fonction  peut  être 
rendu  moindre  que  toute  grandeur  donnée.  C'est  ainsi 
que,  dans  les  éléments,  on  a  démontré  que  toutes  les 
fonctions  simples  sont  continues ,  et  que ,  par  conséquent, 
il  en  est  de  même  des  fonctions  composées.  Récipro- 
quement, toute  fonction  continue  d'une  variable  jouit  de 
la  propriété,  que  ses  accroissements  peuvent  devenir 
moindres  que  toute  quantité  donnée,  pourvu  que  l'on 
donne  des  valeurs  suffisamment  petites  aux  accroissements 
delà  variable  :  car,  si  l'accroissement  donné  à  la  variable, 
à  partir  d'une  de  ses  valeurs,  tendait  vers  zéro,  sans  qu'il 
en  fût  ainsi  de  l'accroissement  de  la  fonction,  il  en  résul- 
terait que  la  fonction  passerait  brusquement  d'une  valeur 
à  une  autr«  qui  en  différerait  d'une  quantité  finie ,  et  que , 
par  conséquent,  elle  ne  serait  pas  continue. 

Si  l'on  considère  les  valeur^  d'une  fonction  continue 
comme  des  ordonnées,  et  les  valeurs  correspondantes  de 
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la  variable  indépendante  comme  des  abscisses ,  les  points 
ainsi  obtenus  se  suivront  sans  interruption  et  formeront 
une  ligne  continue,  qui  sera  la  représentation  géométrique 
de  la  fonction  analytique. 

Généralisation  de  la  méthode  des  limites. 

167.  Nous  avons  dit,  dans  le  premier  livre,  qu'on 
appelle  limite  d'une  quantité  variable  une  quantité  fixe 
dont  elle  approche  indéfiniment,  c'est-à-dire  de  telle 
sorte  que  leur  différence  puisse  devenir  moindre  que  toute 
grandeur  assignée,  sans  cependant  se  réduire  jamais  ri- 
goureusement à  zéro  5  et  nous  avons  d'abord  fait  cette 
remarque  bien  simple ,  qu'une  même  quantité  ne  peut 
tendre  en  même  temps  vers  deux  limites  inégales. 

Nous  en  avons  conclu  que  si  deux  quantités  variables 
dépendent  de  certaines  autres,  de  telle  sorte  qu'elles  res- 
tent constamment  égales  entre  elles  dans  tous  les  étals 
par  lesquels  elles  passent,  et  que  l'on  sache  que  l'une 
d'elles  tend  vers  une  limite,  on  peut  affirmer  que  l'autre 
a  la  même  limite  :  car,  puisqu'elle  est  toujours  égale  à  la 
première,  elle  s'approchera  indéfiniment  de  la  quantité 
fixe  dont  celle-ci  est  supposée  s'approcher  indéfiniment. 

Cela  posé,  considérons  une  équation  dont  les  deux 
membres  soient  des  fonctions  continues  quelconques  de 
variables  oc^  y,  -z,  etc.,  dépendantes  ou  indépendantes 
les  unes  des  autres ,  et  représentons-la  par 

¥[x,  7,Z,...)=/(a7,  J,  2,...). 

Supposons  que  les  variables  x^y  ^z^  etc. ,  tendent  simul- 
tanément, d'une  manière  continue  ou  discontinue,  vers 
les  limites  respectives  a,  i,  c,  etc.,  dont  quelques- 
unes  pourraient  être  zéio*^  et  proposons-nous  de  découvrir 
la  relation  qui  lie  entre  elles  ces  limites,  en  admettant 


Calcul  des  dérivées  et  des  différentielles,  etc.  1^25 
que  les  fonctions  restent  continues  dans  le  voisinage  de 
ces  valeurs  des  variables.  Pour  cela ,  observons  que ,  F  ety* 
désignant  des  fonctions  continues  de  x^j^  z^  etc.,  elles 
subissent  des  accroissements  très-petits  lorsque  ces  va- 
riables changent  elles-mêmes  de  quantités  très-petites, 
et  que  ces  accroissements  correspondants  tendraient  en 
même  temps  vers  la  limite  zéro:  donc,  si  Ion  conçoit 
que  JC,  y,  ^,  etc.,  tendent  simultanément,  et  suivant  des 
lois  quelconques,  vers  les  limites  a,  &,  e,  les  fonctions 
F  (:r,y,  z,. .  .),/(x,y,  ^,. . .)  tendront  indéfiniment 
vers  F  (a,  i,  c,. .  .),y  (a,  i,  c, .  . .).  Mais  les  limites 
de  quantités  égales  sont  égales  :  donc  on  aura  nécessaire- 
ment 

c'est-à-dire  que  la  relation  entre  les  limites  sera  identi- 
quement la  même  que  celle  qui  avait  lieu  constamment 
entre  les  variables  \  et  qu'il  suffit  de  changer  dans  celle-ci 
les  variables  dans  leurs  limites,  pour  avoir  la  relation 
qui  existe  entre  ces  dernières. 

Si  cette  substitution  introduisait  des  indéterminations 
apparentes,  on  les  ferait  disparaître  par  des  procédés  que 
nous  aurons  occasion  de  faire  connaître  par  la  suite. 

C'est  ainsi  que  se  trouve  généralisée  la  proposition  qui 
sert  de  base  à  la  méthode  des  limites^  et  la  méthode  elle- 
même  consiste  à  considérer  les  quantités  dont  on  veut 
découvrir  la  relation,  comme  limites  de  quantités  plus 
simples,  et  à  chercher  la  relation  de  ces  dernières.  Lors- 
qu'elle est  établie,  il  ne  reste  plus,  d'après  le  théorème 
précédent,  qu'à  substituer  à  toutes  les  variables  leurs  li- 
mites respectives. 

Les  quantités  variables  qui  ont  pour  limites  les  quan- 
tités proposées  peuvent  être  choisies  de  bien  des  manières 
différentes,  comme  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  le 

h  '5; 
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dire,  et  ce  choix  est  Irès-important.  Les  calculs  peuvent 
être  très-simples  ou  très-compliqués ,  suivant  la  nature  de 
ces  variables  5  et  dans  chaque  cas  particulier  il  faudra  s'at- 
tacher d'abord  à  reconnaître  quelles  sont  celles  qui  don- 
neront le  plus  de  facilité  au  calcul.  Ainsi,  par  exemple, 
quand  on  cherche  la  relation  entre  les  surfaces  de  deux 
cercles  et  leurs  rayons ,  on  considère  ces  cercles  comme 
limites  de  polygones  réguliers  semblables,  parce  que  la 
relation  entre  ces  polygones  et  les  rayons  des  cercles  est 
très-facile  à  obtenir  5  tandis  qu'elle  aurait  été  très-difficile; 
à  découvrir  si  l'on  avait  supposé  différents  les  nombres 
des  côtés  des  deux  polygones ,  et  que  de  plus  on  ne  les  eût 
pas  supposés  réguliers.  Au  reste,  si  celte  dernière  était 
découverte,  elle  conduirait  nécessairement  à  la  même  re- 
lation entre  les  cercles  et  leurs  rayons,  et  le  choix  des 
variables  n'a  d'autre  effet  que  de  conduire  plus  ou  moins 
simplement  au  résultat.  Mais  il  n'y  a  aucune  règle  pré- 
cise à  donner  à  ce  sujet. 
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CHAPITRE  IL 

DES  DÉRIVÉES,  DES  DIFFÉRENCES  ET  DES  DIFFÉREN- 
TIELLES DES  FONCTIONS  d'uNE  SEULE  VARIABLE. 
NOTATIONS. 


168.  Nous  avons  démonlré  (n°  69)  que  le  rapport  des 
accroissements  infiniment  petits  correspondants  d'une 
fonction  et  de  la  variable  dont  elle  dépend,  tend  en  gé- 
néral vers  une  limite  déterminée,  et  nous  avons  nommé 
cette  limite  rfmVée  de  la  fonction  par  rapport  à  la  va- 
riable indépendante. 

L'accroissement  positif  ou  négatif  d'une  variable  quel- 
conque ,  dépendante  ou  indépendante ,  se  nomme  la  dif- 
férence  de  cette  variable,  et  se  désigne  par  la  caractéris- 
tique A  suivie  de  la  lettre  qui  représente  la  variable. 

Ainsi  A  07,  Ay,  A-z,  etc.,  représentent  les  différences 
ou  accroissements  des  variables  x ^y  ^  z,  etc. 

La  dérivée  d'une  fonction  se  désigne ,  comme  nous  l'a- 
vons déjà  dit,  par  la  lettre  même  qui  désigne  cotte  fonction, 
affectée  d'un  accent  :  de  sorte  que  les  dérivées  par  rapport 
à  X  des  fonctions  F  (x) ,  f  (x)  ^  (f  (x) ,  etc.,   s\'»criront 

ainsi  : 

¥'{x),    f'{x),     ^'{x),.... 

Ainsi,  d'après  la  notation  des  différences,  si  Ton  dé- 
signe une  fonction  quelconques  F  [x)  par  j,  on  aura,  en 
supposant  que  A.r  et  ^y  tendent  vers  zéro, 

Uni.  ^  =F'(.r), 

et ,  par  conséquent,  en  représentant  par  a  une  certaine 

i5. 
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quautité  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  ^x^ 

—  =F'(^)-4-a,     et     Af=i¥'(jc)Ax-hulx. 

169.  Cette  dernière  expression  nous  fait  voir  que  rac- 
croissement  infiniment  petit  d'une  fonction  quelconque 
peut  être  considéré  comme  composé  de  deux  parties ,  dont 
l'une  oiAx  est  infiniment  petite  par  rapport  à  l'autre 
qui  est  F' (.r)  Ax.  Or  nous  savons  que  les  limites  des 
sommes  ou  des  rapports  d'infiniment  petits,  ne  sont  pas 
altérées  lorsqu'on  remplace  ces  infiniment  petits  par  d'au- 
tres qui  en  différent  de  quantités  infiniment  petites  par 
rapport  à  eux.  Donc ,  toutes  les  fois  que  Aj  entrera  dans 
un  calcul  comme  terme  d'un  rapport  ou  d  une  somme 
dont  on  dierchera  la  limite,  on  pourra  le  remplacer  par 
F'  (x)  Ax,  c'est-à-dire  par  le  produit  de  la  dérivée  de  y 
par  l'accroissement  infiniment  petit  de  la  variable  indé- 
pendante X. 

On  donne  le  nom  de  différentielles  à  ces  quantités  que 
l'on  peut  substituer  aux  diilérences  infiniment  petites 
des  fonctions.  Elles  sont  plus  simples,  puisqu'on  néglige 
dans  celles-ci  le  terme  oc  Ax  qui  est  presque  toujours 
eiicessivement  compliqué.  Ce  sont  même  les  plus  simples 
quantités  que  l'on  puisse  considérer  au  lieu  de  l'accroisse- 
ment de  la  fonction  correspondant  à  l'accroissement  ar- 
bitraire Axy  puisque  c'est  le  simple  produit  de  ce  A  a: 
par  une  fonction  ou  A  x  n'entre  pas. 

Les  différentielles,  ces  quantités  infiniment  petites, 
plus  simples,  que  l'on  peut  substituer  aux  diôerences 
elles-mêmes,  se  désignent  par  la  caractéristique  d^  au 
lieu  de  A,  et  comme  elles  ne  sont  autre  chose  que  le 
produit  de  la  dérivée  de  la  fonction  par  l'accroissement 
de  la  variable ,  on  aura 

dy=.r{x)ù^x     ou      ^=:F'(^); 
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la  diiTérentielle  est  donc  une  quantité  dont  le  rapport  à 
1  ^accroissement  de  la  variable  est  égal  à  la  limite  du  rap- 
port de  la  différence  de  la  fonction  à  ce  même  accroisse- 
ment. On  voit  que  la  recherche  de  la  dérivée  ou  celle  de 
la  différentielle  d'une  fonction  sont  une  seule  et  même 
question. 

170-  Si  l'on  suppose  que  la  fonction  j^  soit  x  lui-même, 
ou  aura 

Aj  =  Ax,      F'(x)  =  i      et     (lx=:lx. 

Ainsi  la  différentielle  de  la  fonction  y,  qui  dans  ce  cas 
est  X,  est  identique  à  Ax,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

cLszzz  A.r  ; 

et,  comme  il  est  plus  naturel  d'employer  une  seule  carac- 
téristique quand  cela  est  possible,  toutes  les  fois  quil 
s'agira  At  différentielle  de  fonctions  de  x  nous  représen- 
terons l'accroissement  de  x  par  dx'^  et,  lorsqu'il  s'agira 
des  accroissements  exacts  désignés  par  la  caractéristi- 
que A ,  nous  représenterons  l'accroissement  de  a:  par  A  x. 
Remarque.  — Si,  dans  une  même  question,  on  a  a 
considérer  une  variable  indépendante  x  et  plusieurs  fonc- 
tions j^,  -3,  M,  1^,  etc.,  de  celte  variable^  que  l'on  repré- 
sente par  Ay,  A 2,  Au,  Ai',  etc.,  les  accroissements  de 
ces  fonctions,  correspondants  à  un  même  accroissement 
A  x  dex;  et  par  dy^  dz^  du^  du^  etc.,  leurs  différentielles 
correspondantes  à  dx  =  A  x  :  toutes  ces  différentielles 
seront  dans  des  rapports  constants  avec  c/xet,  par  consé- 
quent, les  unes  avec  les  autres ,  à  mesure  que  dx  tendra 
vers  zéro.  Ces  rapports  constants  seront  évidemment  les 
limites  des  rapports  des  différences  correspondantes,  qui 
ne  diffèrent  des  différentielles  que  de  quantités  infiniment 
petites  par  rapport  à  elles-mêmes. 
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Aiusi,  par  exemple,  on  aura 

dv        ,.        ùkv 
— -  =hm.  — 9 
djr  Aj 

desoile  que  —  est  la  dérivée  de  t^par  rapport  à  j^,  quelle 

que  soît  la  variable  commune  par  rapport  à  laquelle  on 
ail  pris  les  différentielles  dv^  et  dy.  Ce  qu'on  peut  encore 

exprimer  d'une  autre  manière  en  observant  que  —  est  le 

^     d\>  y  dy  ,    . 

rapport  de—  a -y- 9  et  on  obtient  cette  proposition  que- 

la  déniée  dUine  ^variable  i^  par  rapport  à  une  autre  va- 
riable y,  est  égale  au  rapport  des  dérii^ées  de  p»  et  y  par 
rapport  à  une  même  variable  quelconque  x,  dont  elles 
peus^ent  êive  considérées  comme  dépendantes. 

Des  fonctions  simples ,  des  fonctions  de  fonctions 
et  des  fonctions  composées. 

171.  La  manière  dont  une  quantité  peut  dépendre 
d'une  autre  est  susceptible  d'une  variété  indéfinie.  Parmi 
toutes  les  formes  possibles  de  fonctions ,  on  en  a  choisi  un 
certain  nombre  très-limité,  auxquelles  on  est  convenu  de 
chercher  à  ramener  toutes  les  autres.  Elles  sont  telles , 
que ,  soit  par  les  premières  opérations  de  l'arithmétique , 
soit  au  moyen  des  Tables  construites  d'avance,  on  peut, 
avec  un  degré  suffisant  d'approximation,  obtenir  leurs 
valeurs  correspondantes  à  des  valeurs  numériques  quel- 
conques de  la  variable  dont  elles  dépendent. 

Ces  fonctions,  que  l'on  désigne  sous  le  nom  de  fonc- 
tions simples,  sont  les  suivantes,  dans  lesquelles  a  dé- 
signe une  quantité  indépendante  de  la  variable  x  :  û  +  x, 

a  —  x,  ax^  -1  X'"  [m  étant  un  nombre  réel  quelcoa- 
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que),  à^ ^  sînor,  cosx,  langx,  cota:,  sécic,  cosécj:^ 
et  les  fonctions  inverses  logx,  arc  sinx,  arc  coso:, 
arc  tango:,  arc  cot.r,  arc  séc.r ,  arc  cosécx. 

Une  fonction  quelconque  de  x  peut  être  soumise  aux 
opérations  qui  constituent  une  nouvelle  fonction^  on  a 
alors  une  fonction  d'une  fonction  de  x.  En  la  considérant 
elle-même  comme  une  variable,  on  peut  encore  la  sou- 
mettre aux  opérations  qui  constituent  une  nouvelle  fonc- 
tion, et  ainsi  de  suite.  Les  fonctions  obtenues  de  cette 
manière  se  nomment,  en  général,  Aes  fonctions  de  fonc-^ 
fions. 

Lorsqu'une  fonction  dépend  de  plusieurs  fonctions 
de  x^  on  la  nomme  une  fonction  composée  de  Xy  et  c'est 
le  cas  le  plus  général  des  fonctions  explicites  j  c'est-à-dire 
de  celles  qui  sont  l'indication  d'opérations  qu'on  sait 
effectuer. 

Dans  tous  les  cas,  lorsque  deux  fonctions,  renfer- 
mant un  nombre  quelconque  de  variables  dépendantes 
d'une  seule,  sont  toujours  égales,  quelque  valeur  qu'on 
donne  à  cette  variable,  il  est  clair  que  leurs  accroisse- 
ments correspondants  sont  toujours  égaux,  et  que,  par 
conséquent,  leurs  dérivées  par  rapport  à  cette  variable  le 
sont  aussi,  ainsi  que  leurs  diflérentielles. 

D'où  il  résulte  que ,  quand  une  équation  a  lieu  pour 
toute  valeur  de  la  variable  indépendante ,  les  dériuées 
ou  les  différentielles  de  ses  deux  membres  par  rapport  à 
cette  variable  sont  égales,  quelque  valeur  qu'on  lui 
donne. 

Nous  allons  faire  connaître  les  principes  au  moyen 
desquels  la  détermination  des  diflérentielles  ou  des  déri- 
vées de  toutes  ces  fonctions  se  ramène  à  celles  des  diflé- 
rentielles ou  des  dérivées  des  fonctions  simples 
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Difféventiation  des  fonctions  de  fonctions. 

172.  Considérons  une  fonction  m  de  a:,  délenninëe 
par  la  suite  d'équations 

«  =  F(2),      z=if{y),      j=y(j:), 

et  cherchons  sa  dérivée  par  rapport  à  x,  ou  la  limite  du 
rapport  —  9  dont  les  deux  termes  tendent  vers  zéro ,  opé- 
ration qu'on  appelle  û?j^re«f/«ï/o/î.  Soient  Ai/,  Ar,  A^ 
les  accroissements  de  m,  z,  j^  correspondants  à  l'accrois- 
sement ^x  Ae  x\  on  aura  identiquement 

À  u       Am    a  z    Ly 
^x       A3    ^y    A X 

d'où,  en  observant  que  la  limite  d'un  produit  est  le  pro- 
duit des  limites , 

lim.  —  =  lim.  ^  .  lira.  ^  -  lira.  ^  =F'  (z)/'  [y)  /  (x). 
tkX  tkz  Ly  ùkx  ^  '       \^  /  T    \    / 

Donc  la  dérivée  de  u  par  rapport  à  x  est  le  produit  des 
dérivées  de  u  par  rapport  à  z,  de  z  par  rapport  ày,  et 
de  y  par  rapport  à  x. 

Si  l'on  représente  la  dérivée  de  u  par  rapport  à  x  par  le 
rapport  des  différentielles ,  on  aura 

g=F'(,)/'(r)?'(x), 

ou 

da=:.r{z)f{y)r^'[x)dx. 

C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  la  différentia- 
tion  des  fonctions  de  fonctions.  H  a  lieu  évidemment, 
quel  que  soit  le  nombre  des  fonctions  accumulées  ;  et  il 


I 
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ramène  à  la  simple  dîfFérenliation  de  chacune  de  ces  fonc- 
tions, considérée  isolément. 

Différentiation  des  fonctions  inverses. 

173.  Si  l'on  désigne  upe  fonction  F(x)  par  y,  c'est-à- 
dire  si  l'on  pose 

r  =  F(:r), 

et  qu'en  résolvant  par  rapport  à  x,  on  en  tire 

x  =  (p{7), 

on  dît  que  les  fonctions  F  et  (p  sont  inverses  l'une  de 
l'autre. 

Cela  posé,  ces  deux  équations  étant  les  mêmes  sous 
une  forme  différente,  elles  donneront  les  mêmes  ac- 
croissements correspondants  pour  x  et  y.  Soient  Ax,  Ajr 
ces  accroissements ,  on  aura 

d'où  il  résulte  que,  pour  avoir  la  dérivée  d'une  fonction 
F(x)  inverse  de  la  fonction  <f(x)^  dont  on  sait  trouver 
la  dérivée ,  il  suffira  de  prendre  la  réciproque  de  la  fonc- 
tion dérivée  (p',  et  de  placer  sous  ce  signe  la  fonction  pro- 
posée F  (x). 

Expression    de  V accroissement  infiniment  petit  d'une 
fonction  de  plusieurs  variables  dépendantes  ou  indé" 
pendantes , 

174.  Considérons  une  fonction  j^  qui  dépende  de  deux 
variables  m,  t^,  et  soit 

j  =  F(a,p). 

Si  l'on  donne  à  m  et  t^  des  accroissements  infiniment  petits 


A  M,  A  V  dépendants  ou  indépendants  Tun  de  l'autre ,  sui- 
vant que  M  et  P»  le  seront  eux-mêmes ,  l'accroissement  cor- 
respondant dey  sera 

Af  =  F{tt  -f-  Am,p4-  Av)  -—  F(«,p) 

et  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

A/  =  F(a  4-  Aw,(^)  —  F(«,f) 

H-  F(«  4-  Att,P  -f-  Ap)  —  F{u  -f-  A «,»/). 

Les  deux  premiers  termes  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

F(tt-f-A«,(^)  — F(«,p)  ^ 

'— -— ^ A  u. 

Au 

Le  coefficient  de  Aune  diflère  que  d'une  quantité  infi- 
niment petite  de  la  dérivée  de  F  (//,  p»)  par  rapport  à  1/, 
P'  étant  considéré  comme  constant.  Soit  Fj  (w,  i^)  cette  dé- 
rivée, que  Ton  appelle  déwée  partielle  de  F(«,  1^) ,  ou 
de  j^  par  rapport  à  u  *,  l'expression  précédente  pourra  se 
mettre  sous  la  forme 

[F.(«,p)-f-alA;^, 

a  désignant  une  quantité  qui  devient  nulle  avec  A  m. 
La  seconde  partie  peut  se  mettre  sous  la  forme 

F(«  -h  A«,«'-f-  Av]  —  F(w  -4-  Au^v) 

-^ î^ i  A(^, 

Av 

çt  le  coefficient  de  Ap»  ne  différera  de  la  dérivée  de 
F(m-4- Al/,  f^)  par  rapport  à  ^  considéré  comme  seule 
variable ,  que  d'une  quantité  S  qui  deviendra  nulle  avec 
Af^.  Soit  Fa  (a,  v^)  la  dérivée  partielle  de  F(m,  i^)  par 
rapport  à  P'  ;  on  pourra  donc  mettre  la  seconde  partie  de 
A  j"  sous  la  forme 

[Y,{u-\-  Au,v)  4-  fi]/^ts 

/3  devenant  nul  avec  At^. 
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Mais  Fi{u  H-  Au,  u)  ne  diffère  de  Fi(/i5  p»)  que  d'une 
quantité  qui  deviendra  nulle  avec  Ai/^  l'ajoutant  avec  |3, 
et  en  désignant  leur  somme  par  a',  la  seconde  partie  de 
Aj"  aura  pour  valeur 

[F,(i*,  (.)-+- a']  Ap; 

et  par  conséquent ,  en  réunissant  les  deux  parties  de  Aj, 

Ar  =  [F,(«,p)  4-  a]A«-h[F2(a,p)  4- a']  Ai'. 

Or  aAw,  étant  infiniment  petit  par  rapport  à  la  pre- 
mière partie,  l'est  par  rapport  à  Ay  lui-même;  et  il  en 
est  de  même  de  a'Ai^,  soit  que  Au  et  Ap»  soient  dépen- 
dants ou  indépendants  l'un  de  l'autre.  Donc,  en  désignant 
par  w  une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  Aj^ 
on  aura 

Aj  =  Fi(«,  f)AM  -4-  F2(a,  (\)A('  -h  w. 

On  représente  les  dérivées  partielles  F,  (u,  ^) ,  Fî("î  ^) 

r/F(;«,p)     d^{u,v)  dr    dy  .     .,  ^        i_. 

par  — \       S  ; — t  ou  -f-5  -^,  mais  il  tant  bien  se 

^  du  dv  du     dv 

rappeler  que  ces  deux  dy  sont  différents  et  représentent 
les  différentielles  àej  relatives  à  la  variation  d'une  seule 
des  quantités  u,  s^  \  on  les  nomme  les  différentielles  par- 
tielles de  y  par  rapport  à  /£  ou  à  i*.  Euler  avait  proposé 

d'écrire  ainsi  ces  dérivées  partielles  :  (-j-p   \~ry  ^^  * 

supprimé,  depuis,  ces  parenthèses,  parce  qu'avec  un 
peu  d'attention,  toute  méprise  est  impossible.  L'équation 
précédente  s'écrira  alors  de  cette  manière  : 

dy  dy  ^ 

A  r  =  -r-  A«  -f-  -r-  Ai'  -f-  w  ; 
•^        du  dç 

et  il  est  bon  de  se  rappeler  que  o)  se  compose  d'abord 
d'une  partie  qui,  divisée  par  Am,  devient  encore  nulle 
quand  on  y  fait  Am  =  o,  et  d'une  autre  partie  qui ,  après 
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avoir  été  divisée  par  Ai^,  contient  des  termes  qui  devien- 
nent nuls,  les  uns  quand  on  y  fait  Au  =  o,  et  les  autres 
quand  on  y  fait  At^  =  o. 

On  aurait  des  résultats  analogues  pour  un  nombre 
quelconque  de  variables  m,  v^  etc.,  soit  entièrement  indé- 
pendantes ,  soit  dépendantes  les  unes  des  autres,  ou  d'au- 
tres variables  quelconques. 

Diffère ntiation  'des  fonctions  composées. 
175.  Soient 

et 

a=/(j:),      i>=zff{x),      w  =  '^[x)y  .  ..', 

y  sera  alors  une  fonction  composée,  relativement  à  x. 

Pour  avoir  sa  dérivée ,  on  remarquera  que ,  d'après  ce 
qui  précède,  on  a,  en  supposant  les  accroissements  infi- 
niment petits , 

dy  dy  dr 

du  dv  d(v 

0)  étant  infiniment  petit  par  rapport  à  Ay. 

Divisant  par  Aa:  et  passant  aux  limites,  on  obtient 

djr djr  du       dy  dv       dy  dw 

dx       du  dx       dv  dx       dw  dx       *  '  *  ' 

dr 
expression  dans  laquelle  il  ne  faut  pas  oublier  que  -j-  > 

'j-')  -7-  sont  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  y.  Si  x 


entrait  explicitement  dans  F  (m,  v^^  w,  . . .) ,  par  exemple 

si  II  n'était  autre  chose  que  .r,  -—  deviendrait  -f-  et  se- 
^  du  dx 

rait  la  dérivée  partielle  de  la  fonction  par  rapport  à  Xj 
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tandis  que  le  ^  du  premier  membre  est  la  dérivée  to- 
tale de  la  fonction  dans  laquelle  on  fait  varier  toutes  les 
quantités  dépendantes  de  x.  On  ne  se  méprendra  jamais 
sur  le  sens  de  ces  notations  :  c'était  pour  éviter  toute 
crainte  à  ce  sujet,  qu'Euler  avait  proposé,  comme  nous 
l'avons  dit,  de  mettre  en  deux  parenthèses  les  dérivées 
partielles  \  mais  on  a  renoncé  à  cette  précaution. 

L'équation  ci-dessus  donne,  en  multipliant  les  deux 
membres  par  dx^ 

du  dv  dw 

que  l'on  écrit  quelquefois  ainsi  : 

djr  =duy  -i-d^x  -hd^jr  -f- 

On  peut  donc  énoncer  ainsi  le  principe  de  la  différenlia- 
tion  des  fonctions  composées  : 

La  différentielle  d'une  fonction  composée  est  égale  à 
la  somme  de  ses  différentielles  partielles,  relatives  à 
chacune  des  variables  qui  y  entrent  explicitement. 

Quant  aux  différentielles  rfa,  d\^^  etc.,  de  ces  dernières, 
elles  se  rapportent  toutes  à  la  diflFérentielle  dx  de  la  va- 
riable unique  dont  elles  dépendent. 

1 76.  Théorème  des  fonctions  homogènes.  —  La  diffé- 
reniiation  des  fonctions  composées  donne  la  démonstra- 
tion d'un  théorème  remarquable  sur  les  fonctions  homo- 
gènes. On  dit  qu'une  fonction  de  plusieurs  variables  est 
homogène  et  du  degré  m ,  lorsqu'en  multipliant  chaque 
variable  par  une  indéterminée  «,  la  fonction  se  trouve 
multipliée  par  T". 

Cela  posé ,  soient u=-¥(x^j^z^,,,)  une  fonction ho- 
mogènedu degré w,  et  <p(jt:, j^,  z^...) ^^{oc^y^  -^v)?  ^^"> 
ses  dérivées  partielles  par  rapport  à  or, y,  etc.  5  on  aura, 
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d'après  la  définition  précédente , 

(i)  F(rx,  ty,  tz,..  .)  =  r  F(j:,7,  z). 

Différentiantles  deux  membres  par  rapport  à  la  variable  t 
seulement,  il  vient 

if[tx,  tyj  iz,..,)x  +  >K/A', (r,  f«,  ...)r  4-  .  . .  ~  mV^'Y{x,y^  z); 

faisant  iC  =  i  dans  cette  identité,  on  aura  la  suivante  : 
du  du  du 

C^est  en  cela  que  consiste  le  théorème  des  fonctions  ho- 
mogènes. 

On  peut  remarquer  que  si ,  dans  l'identité  (i) ,  on  sup- 
pose f  =  -9  on  obtient 

af^  \       X    X       I 

Ainsi  une  fonction  homogène  de  degré  m ,  divisée  par  la 
puissance  m  d'une  des  variables,  ne  dépend  plus  que  des 
rapports  des  autres  variables  à  la  première. 

Diffei^ntielle  d'une  somme,  d\in  produit  ou  dun 
quotient, 

177.  La  règle  précédente,  appliquée  à  une  somme  de 
ternies ,  montre  que  la  diflérentielle  d'une  pareille  fonc- 
tion est  la  somme  des  diflérentielles  de  cliacun  de  ses 
termes ,  ce  qui  était  d'ailleurs  évident  de  soi-même. 

Si  l'on  suppose  maintenant  y  =  u^w. . . ,  la  même  règle 
donnera,  en  observant  qu'en  général  rf[AF(j:)]=  A^F(x), 
si  A  est  un  coefficient  constant, 

djr  z=  v(v .  ,  .  du  -f-  uw ,  .  .du  -\-  ui' .  .  . dw  H- .  .  .  , 
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[du       di>       dw       '     \ 

dx=  mw.  .  . 1 1 h.  .  .  I 

\u  V  w  ) 


Soit  encore  j^  =  -,  d'où  vr  =  u.  En  prenant  les  différen- 
tielles des  deux  membres ,  on  aura 

ydv  H-  vdy  ■=.  du , 


d'où 


du       ydv du       udv 

V  V  V  i^^    ' 


ce  que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 

vdu  —  ndv 

Ces  trois  règles  sont  d'un  usage  très-fréquent. 

Comment  la  différentiation  de  toute  fonction  explicite 
se  ramène  à  celle  des  fonctions  simples. 

178.  Considérons  maintenant  une  fonction  explicite 
quelconque  de  x  :  elle  indique  une  suite  d'opérations  à 
effectuer,  dès  que  l'on  aura  choisi  arbitrairement  une  va- 
leur numérique  pour  x.  Celle  de  ces  opérations  qui  doit 
se  faire  la  dernière,  et  dont  le  résultat  est  la  valeur  de  la 
fonction,  porte  soit  sur  une  seule,  soit  sur  deux  quantités 
variables  avec  x;  dans  ce  dernier  cas  la  différentielle  de 
cette  fonction  se  ramène ,  par  le  théorème  des  fonctions 
composées,  au  cas  où  une  seule  des  deux  quantités  serait 
variable  ,  et  alors  on  n'a  plus  à  considérer  qu'une  fonction 
simple.  Si  donc  on  savait  trouver  les  différentielles  de 
toutes  les  fonctions  simples ,  on  saurait  trouver  celle  de  la 
fonction  proposée ,  au  moyen  des  différentielles  des  quan- 
tités sur  lesquelles  doit  s'exécuter  la  dernière  opération. 
r^a  question  est  donc  ramenée  à  déterminer  ces  différen- 
tielles^ qui  sonl  celles  de  fonctions  moins  compliquées 
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que  la  proposée ,  et  qui  se  ramèneront  semblablement  à 
d'autres  fonctions  encore  moins  compliquées,  jusqu'à  ce 
que  l'on  parvienne  à  des  fonctions  simples. 

Tout  se  réduit  donc  à  la  différentiation  de  ces  dernières , 
et  c'est  de  quoi  nous  allons  nous  occuper  présentement. 

Différentiation  des  fonctions  simples, 

179.  Différentielle  de  logx,  —  Soit  y  =  \o%x\  ce 
logarîthme  étant  pris  dans  une  base  quelconque  a,  od 
aura 

A7=rlog(j:-f- Ax)— loga?=  logf  i+  — j, 
et  5  par  suite , 

Posons  —  =  a,  et  substituons  dans  le  second  membre, 

X 

il  vient 

ày       log(iH-a)        I  ,      .   ^       - 
àx  ax  X     ^^  ^ 


Or  on  sait  que  (i-f-  a)"  tend  vers  la  base  e  du  système  de 
Néper,  lorsque  a  tend  vers  zéro  (voir  la  note  I  à  la  fin). 

Donc  la  limite  de  —  est  — S-. 
Ax  X 

On  peut  donc  écrire 

dy       ]oge  loge 

-y-  = 5       OU      ^  =  —2-  dx. 

dx  X  X 

Si  l'on  observe  que  loge=T-f  1  désignant   les 
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rithmes  népériens,  ou  pourra  écrire 

dx        dy I 

x\a        dx       x\a^ 

si  a  =  e,  on  auray  =:la:, 

dx       dy       i 
dx=—j     -f=- 
X        dx       X 

Dans  le  cas  où  a  =  lo,  le  module  loge  a  pour  valeur 
loge  =  0,4342945.  •  .- 

180.  Différentiel fe  de  a"".  —  Soit  maintenant  la  fonc- 
tion inverse  j  =  a''.  D'après  la  règle  donnée  en  général 
pour  les  fonctions  inverses ,  et  dont  on  pourrait  refaire  la 
démonstration  sur  chaque  cas  particulier,  on  aura 

dr         Y  a' 

dx       loge       loge 

et,  par  suite, 

dyzzza'l  adx. 

On  pourrait  aussi  trouver  directement  la  différentielle 
de  a',  et  en  déduire  celle  de  la  fonction  inverse  logT.  En 
effet ,  si  l'on  a  j^  =  a',  on  aura 

d'où 

-^  =  a*  — : 

A.r  A:r 

Tout  se  réduit  donc  à  trouver  la  limite  de  — ,  ou, 

a^ ï 

pour  plus  de  commodité,  de >  cl  tendant  vers  zéro. 

Posons 

a''  — 1=6,     d'où     fl"=i4-6, 
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et ,  par  suite , 

alfl=:l(l 

d'où  il  résulte 


la  = 


1(1-4-6) 

1(1  +  6)^ 


Or,  6  tendant  vers  zéro,  (i-j-S)    a  pour  limitée^  donc 


1        ^  — ï       1 
hm.  =  \a, 

a 
et,  par  conséquent, 

dy 

-j-  =a*\ay     et     clx  =  a*\adx, 

ax 

181 .  Différentielle  de  x'",  —  Soit  7  =  x"'  5  on  aura ,  en 
prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  la  base  e , 

prenant  maintenant  les  différentielles  des  deux  membres^ 
il  vient 

—  =:m  —  5      d  ou      rfr  =  —^  d.v. 

y  X  X 

Remplaçante^  par  x"\  on  aura,  quel  que  soit  m , 

dy 
dy  =  mx""-*  dx^       -f-  =  mx^^ ' . 
*^  '       dx 

S\j  et  X  n'étaient  pas  positifs,  les  logarithmes  seraient 
imaginaires*,  on  évitera  cette  difficulté  en  élevant  au 
carré  les  deux  membres  de  l'équation  y  =  jc"*,  ce  qui 
donne 

y'  =  [x^Y, 

et ,  prenant  les  logarithmes , 

Ij'  =:  m  \x\ 
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DifTérentiant  les  deux  membres ,  il  vient 

d.{r')           d.ix') 
i^i— i  =  m ^ — -  • 

et,  comme  on  reconnaît  facilement  que  Ton  a 

d  .{jr^)  =  Q^ydjr,      d  .  (a?')  =  2Xfitr, 
celte  équation  deviendra 

djr        mdx 


-9 
X 


et ,  par  suite , 

dy 
dy  =  iwx™  "'  dxy      et     -7-  =  w^'"'"' , 

•comme  dans  le  premier  cas. 

Dans  le  cas  particulier  de  m  =  — i ,  on  trouve 

1  dx 

'  X  x'^ 


Si  m  =  - 1  on  a 
2 


d ,  ^=- 


2< 


On  peut  parvenir  directement  à  la  difiereniielle  de  j:'". 
Si  l'on  suppose  d'abord  m  entier  et  positif,  on  aura,  eu 
désignant  x'"  par  j^ 

1.2 

divisant  par  Ax  et  passant  à  la  limite,  on  oblienl 

dy 

-f-=:mx^-\ 

dx 

Soit  maintenant  w= -9  petq  étant  entiers  et  positifs, 

on  aura 

p 

—  • 

y=:x^y      d'où      y^z=zxP. 

16. 
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Différentiant  les  deux  membres ,  il  vient 

qyt-^  dy  =/?j:P""'  dx  ; 
d'où 

p 
dyz=:  —  — — -  dx-=.~x^       dx^=  mx^^^  dx. 


Cette  formule  étant  vraie,  quelque  valeur  commensu- 
rable  qu'ait  m ,  est  encore  vraie  lorsqu'il  est  incommen- 
surable. 

Soit  enfin  m  =  —  n^  n  étant  un  nombre  quelconque 
positif,  on  aura 

7=0:-"=—;      d*où    7aC"=ï. 

Différentiant  les  deux  membres,  il  vient,  en  appliquant 
au  premier  membre  la  règle  des  fonctions  composées , 

x^dy  -+-  naf^^  ydx  =  o  ; 
dWi 

dyz=z  —  /îo?— ""■'  dx  =  wj:™— '  dx. 

Ainsi,  quelque  valeur  qu'ait  m,  la  différenrielle de  x"' 
est,  comme  nous  l'avions  déjà  trouvée,  mx"""^  dx. 

182*  Différentielles  rie  sinx,  tangx,  sécx.  —  Les 
lignes  trigonométriques  étant  des  fonctions  de  Tare  cor- 
respondant (voir,  dans  les  applications  géométriques, 
Tarticle  sur  la  longueur  des  lignes  courbes  ) ,  nous  pou- 
vons chercher  l'expression  de  leurs  différentielles  corres- 
pondantes À  celle  de  Tare,  Dans  tous  ces  calculs  nous 
supposerons  que  le  rayon  soit  pris  pour  unité. 

i*'.  Soit  d'abord 

y  =  sinxy 
il  en  résultera 

,   Ay  z=: siïï{x -h  Ax)  =:  smx  =i  n sm  —  cos  I  x-\ l  , 
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d'où 


sin 

-—  =  — cos 

àx  Ax 


Ht)- 


Or,  lorsqu'un  arc  tend  vers  zéro ,  le  rapport  du  sinus  à 
Tare  tend  vers  Tùnîté,  ainsi  que  le  rapport  de  la  tangente 
à  Tare,  ou  du  sinus  à  la  tangente;  donc 


.    A.r 
sin  — 

lim. 


àx 

2 


la  limite  du  second  membre  est  donc  cosx. 
On  a  donc 

— -==.cosa:; 
dx 

on  en  déduit 

djr  =  cos  xdx , 

ou 

d  .  sinjt  =  cos  xdx. 

2".  Soit  maintenant  j^=  tangj:;  on  aura 

tangjr-f-tangAo?  tangAxfiH-lang'x) 

àx= tai]tra:=i —  7 

I  —  tang^rtangAx  ^  i  —  tangjrtangAji; 

d'où 

Ay tang  àx  i-f-  lang'a: 

Ax       ~~àx      '  1  — tango;  tang  A  a;' 

et  passant  aux  limites , 

dy  ,  ..  ï 

~- =  H-lang'a?  =  sec'a:r=  — r— » 
dx  cos'x 

et ,  par  suite , 

dx 
dy  =  d .  tant;  x  =.  — r— • 
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On  arriverait  au  même  résultat  en  considérant  que  tang  x 


siDj; 


égale »  et  appliquant  la  règle  pour  difïérentier  les 


cosa: 
fractions. 


Soit  enfin  j^  =  sécx= ]  on  aura,  par  la  règle  des 


fractions , 


cosx 


d .  cosa?        smxdx 

dr  = =  =r  tango;  secxdx  : 

cos*^  cos':c 

ainsi  d.sécx^=taiï^x  sécxdx. 

On  y  parviendra  encore  en  observant  que 

I  I 

Ar=  7 r 5 

cos(a:-f-A  j:)        cosj: 

et  développant  les  calculs  comme  dans  les  cas  précédents. 
3°.  Différentielles  de  cosx^  cotx,  cosécx.  —  Consi- 
dérons maintenant  les  mêmes  fonctions  du  complément 

xdel'arcx. 

Observons  pour  cela  que  l'on  aura  en  général,  en  re- 
gardant   X  comme  une  fonction  de  x  ^  et  appliquant 

la  règle  des  fonctions  de  fonctions , 

Ainsi ,  pour  les  trois  fonctions  cosx,  cotx,  coséc jc,  qui  ne 

sont  autres  que  sin  ( xj^  tang  ( x  )  5  séc  ( xu 

il  faudra  prendre  les  dérivées  des  fonctions  respectives 
sina?,  tangx,  sécx,  y  changer  x  en x,  puis  multi- 
plier par  —  dx.  On  trouvera  ainsi  : 


,                        .       ,          i  da: 

a.cosx  =  —  sin.raa:,      a.  cota:  = 7 


sm^a: 
cf.  cosécx  =  —  cet  A*  cosécx  dx . 
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183.    Différentielles  des  fonctions   trigonométriques 

inv^erses, —  Nous  avons  vu  que,  pour  obtenir  la  dérivée 

d'une  fonction  y  àex^  il  suffisait  de  diviser  Tunilé  par  la 

dérivée  de  la  fonction  inverse^  dans  laquelle  on  mettrait 

y  pour  variable. 

D'après  cela,  si  Ton  considère  les  fonctions  arcsino:, 
arc  tangjc ,   arc  sécx ,    arc  cos  JC ,    arc  cot  x ,    arc  coséco: 
qui  ont  respectivement  pour  inverses 

sino;,'    tangx,     sécj:,     cos.r,     cotx,     cosécx, 

on  trouvera  : 

dx  dx 

pour  y  =  arcsmx,      dy  = 


pour  y  =  arctangjT,   dy  =  cos^  ydx 


dx 


I  +  x^ 

dx  dx 

pour  y  =  arc  sec  x,      dy  = 


pour  y  =  arc  ces X,      dy  =  — 


langj-séc/       x)/i'  —  i' 
dx  dx 


siny  yji^x' 

dx 


pour  y  =  arc  cota; ,      rfy  =  —  s\xi^xdy  = 
pour  y  :=  arccosécjT,  dy  =.  — 


-H  X' 
dx  dx 


coiy  co^cy  ^  v/x»— i 

Il  faut  bien  remarquer  que  les  radicaux  qui  se  soni  in- 
troduits dans  ces  formules  doivent  être  pris ,  tantôt  avec 
le  signe  -h  ,  tantôt  avec  le  signe  —  5  on  reconnaîtra  celui 
que  l'on  doit  prendre ,  en  considérant  la  ligne  trigonomé- 
trique  qui  l'a  introduit. 

Les  trois  dernières  différentielles  sont  égales  aux  trois 
premières,  en  faisant  abstraction  des  signes,  qui  peuvent 
être  semblables  ou  dissemblables  \  et  cela  tient  à  ce  que  la 
somme  ou  la  différence  des  deux  arcs  correspondants  est 
une  constante. 
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Les  signes  que  nous  avons  donnés  aux  radicaux  dans 
ces  formules  se  rapportent  au  cas  où  l'arc  est  compris 

TT 

entre  o  et  — 

2 

Les  différentielles  des  fonctions  trigonométriques ,  ou 
fonctions  circulaires^  pourraient  encore  s'obtenir  par  des 
considérations  géométriques  fort  simples ,  auxquelles  nous 
ne  nous  arrêterons  pas. 

184.  Le  tableau  suivant  renferme  les  différentielles  de 
toutes  les  fonctions  simples.  Nous  y  représentons  par  la 
lettre  caractéristique  L  les  logarithmes  dans  une  base 
quelconque,  et  par  1  ceux  qui  se  rapportent  à  la  base  de 
Néper.  Dans  les  fonctions  trigonométriques  inverses ,  les 

signes  des  radicaux  supposent  l'arc  compris  entre  o  et  -  : 


<2.L 


'dx 


Le  — 


dx 
d.\x=^ 


d.  a'=ia'\adx 
d.e'  =  e'dx 


d  .  sin  X  =  cos  xdx 

dx 
d .  tanga:=  — ^— - 
cos'  X 

d.  séca:  =  tangj:  sécxdx 

d.  cosx  =  —  sinxdx 

dx 

sin*x 

d .  cosécx=:  —  cot  jr  cosécxifo: 


d  .eotx^z 


d .  aresiBJ:=  ■ 


dx 


v/r 


d.  arctangx^ 
d .  arc  sécx=  — 

X 

rf.arc  cosx=  — 
d .  arc  cotx=  — 
<f .  arc  cosécj:  =  — 


dx 
dx 


Il  est  bon  d'observer  que  ces  différentielles  des  foncr 
lions  simples  de  x  ne  supposent  nullement  que  x  soit  la 
variable  indépendante.  Elles  correspondent  bien  à  la 
différentielle  dx]  mais  celle-ci  peut  dépendre  de  celle 
d'une  variable  quelconque  dont  x  dépendrait,  comme 
auss^  elle  peut  être  entièrement  indépendante.  Ainsi  Ton 
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aurait 

rf.[F(j:)]"  =  /î[F(x)]''-'rf.F(x), 
d.sïn[Y{x)]  =  cos[F  {x)]d.¥ (x),. . . , 

C'est  cette  même  considération  qui  nous  a  conduits  à  la 
difTérentiation  des  fonctions  de  fonctions. 

Différentielles  des  fonctions  implicites. 

185.  Si  par  fonction  implicite  on  entendait  toute  fonc- 
tion dont  la  forme  n'est  point  donnée  explicitement,  maïs 
qui  est  déterminée  complètement  par  les  données  de  la 
question ,  on  se  jetterait  dans  une  trop  grande  généralité , 
et  il  ne  serait  pas  possible  de  donner  des  règles  générales 
pour  leur  différentiation.  Nous  renfermerons  seulement 
sous  celte  dénomination  les  fonctions  qui  sont  liées  aux 
variables  dont  elles  dépendent ,  par  des  équations  dont  les 
deux  membres  sont  des  fonctions  explicites  de  toutes  ces 
quantités. 

Nous  considérerons  d'abord  le  cas  où  Ton  a  une  seule 
équation  ;  ce  cas  se  subdivise  en  deux  autres ,  suivant  que 
la  fonction  dépend  d'une  seule  ou  de  plusieurs  variables 
indépendantes. 

Soit  d'abord  la  fonction  y  déterminée  par  l'équation 

F(^,r)  =  o. 

Les  dérivées  par  rapport  à  x ,  des  deux  membres  de 
cette  équation,  devant  être  identiques,  et  j^  étant  une 
fonction  déterminée ,  quoique  inconnue  de  x^  nous  au- 
rons, d'après  la  règle  des  fonctions  composées, 

dF       €l¥^_  d¥  dY       _ 

dx        dy  dx  '  dx  dy  ' 

équation.qui  détermine  la  dérivée  ou  la  différentielledcj  , 


puisque  l'on  peut  former  les  dérivées  partielles  —, 


de  la  fonction  explicite  F  (x,  y).  On  aura  ainsi  : 

dF  ûfF 

dy  dx         ,,   ^         .  dx  _ 

-ji.  r=: »      d  ou      dy  "=. dx , 

dx  dF'  ^  dF 

Ces  valeurs  de  la  différentielle  et  de  la  dérivée  de  y 
sont  exprimées  au  moyen  de  a:  et  j^  à  la  fois;  elles  ne 
peuvent  l'être  au  moyen  de  x  seul ,  que  quand  on  peut 
résoudre  l'équation  Y[x^  j)  =  o  par  rapport  à  y\  mais 
néanmoins  ces  formules  ne  laissent  pas  que  d'être  d'une 
grande  utilité  dans  le  cas  même  où  cette  résolution  est 
impossible. 

186.  Considérons  maintenant  m  —  i  équations  entre  m 
variables  \  ce  qui  détermine  m  —  i  d'entre  elles  en  fonc- 
tion de  la  mf*""""^  qui  sera  la  seule  variable  indépendante. 
Soient 


F^_,(j:,^,  z,.  ..)=ro; 
on  trouvera,  en  différentiant  toutes  ces  équations, 

^F  ,  dF  ,  dF   , 

—-dx       -h-r-dx       -\~---dz       +...  =  0, 

dx  dx  dz 

dx  dx  dz 

dFm-.i    ,      ,    dFm-2    ,      ,    ^F;„_a 

— dx  H j dx  H j —  r/z  -I-.  .  .  =r  o. 

dx  dx  dx 

De  ces  m  —  1  équations  du  premier  degré  par  rapport  à 


i 
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dy^  dz ,  etc. ,  on  tirera  la  valeur  de  ces  m  —  i  inconnues 
en  fonction  de  j:,^,  z^,,,  et  dx\  ce  qui  était  l'objet  de  la 
question. 

Expression  remarquable  du  rapport  des  accroissements 
finis  de  deux  fonctions  d^une  même  variable, 

187.  Soient  F  [x) ,  f(x)  deux  fonctions  quelconques, 
et  OTo,  X  deux  valeurs  arbitraires  de  a:;  X  surpassant  x© 
d'une  quantité  finie  positive  h.  Il  s'agit  de  trouver,  au 
moyen  des  dérivées  de  ces  fonctions ,  une  expression  du 
rapport 

F(a:,+  /i)-F(^o)  F(X)-F(xo) 

/(xoH-/i)-/(.rr)  /(X)-/{^o)' 

en  supposant  que  la  fonction /(.r)  soit  toujours  crois- 
sante ou  toujours  décroissante  ;  ou ,  en  d'autres  termes , 
que  sa  dérivée  soit  constamment  de  même  signe,  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  x^  et  X.  Admet- 
tons, pour  fixer  les  idées,  que/'(.r)  soit  constamment 
positive  entre  ces  limites  •,  et  soient  A ,  B  la  plus  grande  et 
la  plus  petite  valeur  que  prend  entre  ces  mêmes  limites  le 

rapport   ^,  \    [  ;  on  aura  constamment 

^^       f  [x] 

Multipliant  par/' (x)  qui  est  positif ,  on  aura  les  deux 
inégalités  suivantes,  qu'il  faudrait  changer  de  sens  si 
f  [x]  était  négatif  : 

Le  premier  mcnibre  de  la  première  inégalité  est  la  dé- 
rivée de  F  (x),  et  le  second  de  fif{x) ,  et  par  conséquent 
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(îi''  72)  F  (x)  croît  moins  rapidement  que  Af(x).  .On 
a  donc 

F(X)-F(a:o)<A[/(X)~/K)], 

et  divisant  par  f(x)  —f{xo),  qui  est  positif,  par  hy- 
pothèse , 

F(X)-F(^o)  ^ 

La  seconde jnégali  té  conduit  de  même  à 

F(X)-F(x.) 
/(X)-/(a..)  ^    • 

Si  donc  le  rapport  2v7-y  est  continu  entre   0*0  et  X,  ce 

qui  arrivera  évidemment,  par  exemple,  si  F'  (x)  elf'(x) 

le  sont  séparément,  il  existera  une  certaine  valeur  de  x 

intermédiaire  entre  XoetX^  telle  que  ce  rapport  devien- 

,       ,     ,   ,  F(X)  — F(j7o)         .       .  -.Il 

dra  égal  a     ^.    ^> ^^ — -^5  qui  est  compris  entre  la  plus 

F'W 
grande  et  la  plus  petite  valeur  que  prend  ^  ^  Si  Ton  dé- 
signe cette  valeur  de  x  intermédiaire  par  Xo  -h  6  A,  9  ayant 
une  valeur  comprise  entre  o  et  +  i ,  on  parviendra  à  la 
formule  suivante,  dont  nous  ferons  de  nombreuses  appli- 
cations : 
/  \  F  (^0  -h  h)  — F  (xq)  _  F (oTo  +  Oh) 

Si  Ton  avait  supposé  y'(x)  constamment  négatif,  les 
inégalités  n'auraient  fait  que  changer  de  sens,  et  n^en  au- 
raient pas  moins  conduit  à  cette  même  formule.  11  faudra 
bien  se  rappeler,  dans  les  applications  de  cette  formule, 
qu'elle  suppose  que  f'(x)  soit  constamment  de  même 

signe  entre  Xq  et  Xq  H-  A,  et  que  le  rapport  ^77— r  passe  par 
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toutes  les  valeurs  comprises  entre  sa  plus  grande  et  sa  plus 
petite,  quand  x  passe  par  toutes  les  valeurs  comprises 
entre  Jîo  et  XoH-A. 

188.  Nous  allons  déduire  de  Téquation  (i)  quelques 
propositions  qui  nous  seront  fort  utiles  par  la  suite. 

Si  Ton  avait  pour  une  valeur  particulière  x^  de  la  va- 
riable, F(j:o)  =  o,  f(Xfi)=iOy  la  formule  (i)  devien- 
drait, en  posant  Qh=z  A, ,  hi  étant  moindre  que  A, 

F(j:,-f-A)_F(x>4-^.) 
/(xo-hA)~"/'(xo-f-A,)' 

Si  Ton  avait,  en  outre,  F'  (xo)  =  o  ^f  (j:©)  =  o,  on 
aurait  semblablement ,  en  représentant  par  F"  (jc),  f"  [x) 
les  dérivées  de  F'  [x) ,  /'  [x]  ou  les  secondes  dérivées  de 

F(a:),/(^), 

ht  étant  moindre  que  h^ ,  et  en  supposant  que  -ffrri  passe 

par  toutes  les  valeurs  entre  sa  plus  grande  et  sa  plus  pe- 
tite; et,  par  suite, 

Si  Ion  avait  F'^  (tq)  =  o  et/''  (xo)  =  o,  on  obtiendrait 
une  formule  semblable  où  entreraient  les  dérivées  de 
F'' (a:)  et/''(a:)  ou  les  troisièmes  dérivées  de  F(a:), 
yix).  En  continuant  ainsi ,  et  désignant,  en  général,  par 
(j>"'{x)  la  fonction  qu'on  obtient  en  diflTérentiant  successi- 
vement m  fois  la  fonction  quelconque  (f  (x) ,  on  verra  que 
si  l'on  a  les  conditions 

Y(x,)  =  o,     F  (.r,)  =r  o , .  . .  ,     F"-'  (xo)=o, 
/(.ro)  =  o ,     r  i'^o)  =  G  ,  .  .  . ,     /"-'  (Xo)  ==  o , 
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et  que  les  rapports  des  dérivées  de  même  ordre ,  jusqu'à 
l'ordre  n  inclusivement,  passent  par  toutes  les  valeurs 
entre  leur  plus  grande  et  leur  plus  petite ,  ce  qui  aura 
lieu  s'ils  sont  continus ,  on  aura 

,  F(xo4-A)_F"(j:o+eA) 

^""^  /(^o+/^)■~/"(^o-^0A)' 

Q  désignant  une  quantité  positive  moindre  que  l'unité. 

Si  toutes  les  conditions  précédentes  étaient  satisfaites, 
excepté  F  (x^)  =  o,  on  aurait 

189.  Comme  application  de  cette  dernière  formule, 
supposons  que  l'on  ait 

f(x)  =  (x  —  x,Y, 

et  que  la  fonction  F  {x)  ait  toutes  ses  dérivées  continues 
jusqu'à  F"  (a:)  inclusivement,  entre  x^  et  x^-h  h  :  les 
conditions  /{xq)  ==  o,  /'  (xq)  =  o,.  .  . ,  /"~*  (x^)  =o 
seront  évidemment  satisfaites^  et,  en  supposant  toujours 
que  l'on  ait 

F(xo)  =  o,...,     F''-'(^o)  =  o, 

Féquation  (3)  devient 

A"  ~    1.2.3. . .«   ' 

d'où 

^^  ^  '  '  1  .2    3.  .  ./î         ^ 

On  voit  que  si  F  accroissement  h  de  x  tendait  vers  zéro, 
et  que  F"(aro)  fût  fini,  l'accroissement  de  F(a:),  pour 
la  valeur  particulière  x^ ,  serait  infiniment  petit  de  l'or- 
dre n  5  celui  de  x  étant  du  premier. 
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Si  l'on  a ,  en  outre ,  F  {xq)  =  o  ,  la  formule  précédente 
devient 

(5)  F{x,+  h)=  ^   ^'    ^F"(:co+9>^)> 

Si  x^  est  zéro ,  cette  équation  se  change  en  la  suivante  : 

F(^)  =  — ^ — F«(GA), 
et ,  changeant  l'indéterminée  A  en  ^ , 

(6)  Y{x)^-^ — F'Cô*), 

en  admettant  les  conditions 

F(o)  =  o,     F'(o)=:o,.  ..,     F'^'(o)  =  o. 
On  peut  remarquer  qu'on  aurait  semblablement 

et  que  par  conséquent,  dans  ce  cas,  F  [x)  est  infiniment 
petit  par  rapport  à  F'  {x) . 

Si  Ton  n'avait  pas  F  (a^o)  =  o ,  on  obtiendrait,  au  lieu 
de  l'équation  (6), 

(7)  F{x)-F(o)=--~^F«{ô^). 

190.  Nous  déduirons  de  ce  qui  précède  un  corollaire 
très-simple,  et  qui  nous  servira  par  la  suite.  Il  consiste 

on  ce  que  si  — ^  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  x , 

et  queF(a:),  F'  [x), .  . .  ,  F"(a:)  soient  continues  entre  o 

F  ix) 
et .T,  la  fraction —^    pourra   se  mettre   sous   la   forme 

^^ ^-  En  effet ,  il  résulte  d'abord  de  l'hypothèse,  que 

i .  2 .  .    «  '  .  * 
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Ton  doit  avoir 

F(o)  =  o,     F(o)*=o,.,.,     F''-(o)  =  o; 

car  sans  cela  — ^;  serait  infini,  pour  a:  =  o.  On  peutdonc 
appliquer  ici  la  formule  (6) ,  et  l'on  voit,  par  conséquent, 
que  si  — ^,  devient  nul  pour  x  =  o ,  on  aura 

Fjx)  _  F"(Qjr) 

X^  I  .  2  .  •  .  /2 

191.  L'équation  (4),  dans  laquelle  on  suppose  «=  i , 
devient,  en  remplaçant  par  x  la  quantité  arbitraire  a:©, 

(8)  F(a:  +  A)  —  F(a:)  =  hY' [x  ^  G//). 

Elle  conduit  immédiatement  à  une  conséquence  déjà  ob- 
tenue précédemment,  savoir  :  qu'iZ  wy  a  quune  expres- 
sion indépendante  de  x^  dont  la  dén'i^ée  par  rapport  à  x 
soit  nulle  quel  que  soit  x. 

En  effet ,  soit  F  (x)  une  fonction  telle,  que  pour  toute 
valeur  de  x  on  ait  F'  [x)  =  o  -,  l'équation  désignée  montre 
que ,  quels  que  soient  x  et  x  -h  h,  on  aura 

F(^)  — F(ar-h/i)  =  o, 

puisque  F'  (x  -i-Qh)  est  nul  par  hypothèse.  Donc 
F  (x)  =  F  (x  -H  A) ,  et  par  conséquent  la  fonction  F  (x) 
a  toujours  la  même  valeur,  quelle  que  soit  la  valeur  de  la 
variable  ;  elle  est  donc  constante  relativement  à  x ,  ou ,  en 
d'autres  termes ,  elle  ne  dépend  pas  de  x. 

D'où  résulte,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  que  deux 
fonctions  qui  ont  la  même  dérii^ée  par  rapport  à  une 
même  variable,  ne  peui^ent  différer  que  par  une  con- 
stante, c'est-à-dîre  par  un  quantité  indépendante  de  celte 
variable.  En  effets  la  dérivée  de  la  différence  de  ces  deux 
fonctions,  étant  la  différence  de  leurs  dérivées,  est  nulle 
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d'elle-même ,  d'après  l'hypothèse  ^  donc  cette  différence 
est  une  constante,  comme  il  fallait  le  démontrer. 

192.  Nous  terminerons  par  cette  proposition  très-im- 
portante ,  que  si  F  (.r^y)  est  égal  à  zéro  quel  que  soit  Xy 
quand  on  donne  à  y  une  certaine  valeur  particulière  a, 
toutes  les  dérivées  deY  [x^j]  par  rapport  à  x  dei^ien- 
dront  aussi  nulles^  quand  on  j  fera  j  =.  a. 

En  effet,  pour  toule  valeur  de  x  et  de  /i,  on  aura^  en 
vertu  de  l'équation  (8) , 

(9)  Y{x  4-  /^,/)  -  F  U.y)  ■=  h^ (x-hBli,x) . 

la  dérivée  étant  prise  par  rapport  à  x.     • 

Or  les  deux  termes  du  premier  membre  deviennent  nuls 
pour  j^  =  a  ;  donc  F'  [x  4-  6h ,  a)  =  o. 

Et  comme  x  et  h  sont  arbitraires,  on  peut  affirmer  que 
.r-f-ôA  peut  prendre  toutes  les  valeurs  possibles,  bien 
qu'on  ne  connaisse  pas  la  valeur  de  0;  cara:-h6/i  est 
toujours  compris  entre  x  et  x -\-  h,  el  Ton  peut  faire  en 
sorte  que  x  et  x  -h  h  comprennent  toujours  entre  eux 
une  valeur  arbitraire  x'  et  s'en  rapprochent  indéfiniment  ; 
d'où  il  suit  que  x  -i-Qh  peut  s'approcher  indéfiniment  de 
a:',  et  que,  par  conséquent ,  F'  (x^a)  est  nul,  quel  que 
soit  j:. 

De  là  on  déduira  semblablement  que  F"  (a:,  a)  est  nul 
quel  que  soit  jr,et  qu'il  en  est  de  même,  en  général,  de 
F''(x,a). 

193.  Il  est  encore  utile  de  remarquer  que  si  h  tend  vers 
zéro,  et  y  vers  a,  le  second  membre  de  l'équation  (9)  sera 
infiniment  petit  par  rapport  à  h ,  puisque  F'  (x  -h  ©A,  y) 
tendra  vers  zéro  ]  donc  la  différence  infiniment  petite  /e- 
latiue  à  x,  d^une  fonction  F  (a:,  j)  qui  est  infiniment 
petite ,  quel  que  soit  x ,  est  infiniment  petite  par  rap^ 
port  à  r accroissement  correspondant  de  x, 

l.  17 
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Différentielles  et  différences  d'un  ordre  quelconque  de 
fonctions  d'une  seule  variable. 

194.  La  différentielle  dj  d'une  fonction  y  de  x,  étant 
elle-même  une  fonction  de  x,  aura  aussi  sa  différentielle, 
et  ce  sera  une  quantité  dont  le  rapport  à  la  différentielle 
de  X  sera  égal  à  la  limite  du  rapport  de  T accroissement 
infiniment  petit  de  dy  à  F  accroissement  correspondant 
de  X.  Pour  plus  de  simplicité,  on  prendra  pour  la  diffé- 
rentielle de  x,  dans  celte  nouvelle  différentiation,  la 
même  valeur  que  dans  la  première  -,  et,  en  général,  on  lui 
conservera  toujours  la  même  valeur  pour  toutes  les  diffé- 
rentiations  que  Ton  aura  à  effectuer;  c'est  ce  que  l'on  ap- 
pelle prendre  c?a:  constant.  Nous  représenterons  la  diffé- 
rentielle de  dy  par  ddy  ou  d^y^  et  nous  l'appellerons  la 
différentielle  seconde  dey  par  rapport  à  x.  De  même  d^j, 
aura  une  différentielle  que  Ton  désignera  par  d^y^  et  qui 
s'appellera  la  différentielle  troisième  de  y]  et  ainsi  de 
suite. 

11  faut  bien  se  garder  de  confondre  ces  indices  de  diffé- 
renliation  avec  des  exposants  de  puissance.  Les  puissances 
successives  d'une  différentielle  dy  s'écriraient  de  la  ma- 
nière suivante  : 

rfj,     dr\     dy',..,,     dy\ 

Rien  n'est  plus  facile  que  d'exprimer  les  différentielles 
successives  de  la  fonction  F(j:)  désignée  parj^,  au  moyen 
de  ses  dérivées. 

En  effet ,  on  a  d'abord 

dy  =  r[x)dx. 

Or  la  différentielle  de  F'  (x)  dx  sera  le  produit  de  dx  par 
sa  dérivée  par  rapport  à  x  y  laquelle  est  F''  (.r)  dx ,  puis- 


CALCUL  DES  DÉRIVÉES  ET  DES  DIFFÉRENTIELLES,  ETC.   îSg 

que  dx  est  indépendant  de  x.  On  aura  donc 

d'y  =  Y"{x)dx\ 
On  aura  de  même 

d'y=.Y"'{x)dx', 

et  généralement 

dry  =  F"{x)dx'', 
ou 

d"r 

de  sorte  que  les  dérivées  successives  d'une  fonction  de  x 
peuvent  être  considérées  comme  les  rapports  des  différen- 
tielles de  même  ordre  de  cette  fonction  aux  puissances  du 
même  degré  de  dx. 

On  voit  par  là  qu'une  différentielle  d'un  ordre  w  quel- 
conque est  en  général  un  infiniment  petit  de  l'ordre  /i, 
dx  étant  pris  pour  le  premier  ordre  ;  et  que  la  détermi- 
nation des  dérivées  successives  d'une  fonction  ne  diffère 
pas  de  celle  de  ses  différentielles. 

195.  Les  différentielles  successives  d'une  fonction  ont 
avec  les  différences  de  cette  fonction  des  rapports  qu'il  est 
essentiel  de  connaître. 

La  différence  Aj  de  la  fonction  j  étant  elle-même  une 
fonction  de  jc ,  a  aussi  une  différence  5  il  en  est  de  même 
de  celle-ci,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Pour  former 
ces  différences  successives  de  la  fonction  j^  on  suppose 
que  l'on  donne  constamment  h  x  le  même  accroisse- 
ment Ajc,  et  on  les  désigne  de  la  manière  suivante  : 

Les  puissances  de  Aj  seraient  désignées  comme  il  suit  : 

ày,      Ay\      Ay\.    .,      Aj». 

17- 


260  LIVRE    II. 

Or  la  proposition  que  nous  allons  démontrer  consiste  en 


î  que  l'on  a  sénéralemenl,  lim.  —  =  — ^• 
En  eflet,  on  a  d'abord 


0)  devenant  nul  quel  que  soit  a:,  quand  on  fait  Ax  =  0. 

Prenons  maintenant  les  accroissements  que  subiront  ces 

deux  membres  lorsque  Ton  augmentera  encore  x  de  A.r, 

A'r 
et  divisons-les  par  ^x\  le  premier  donnera  -—»  Quant 

au  second,  il  suffira  de  prendre  sa  dérivée  par  rapport  à 
X  et  d'y  ajouter  une  quantité  qui  soit  infiniment  petite  en 
même  temps  que  ^x.  Mais  co  devenant  nul  avec  A  j:,  quel 
que  soit  x^  sa  dérivée  deviendra  nulle  en  même  temps, 
et  par  conséquent  le  second  membre  diflère  de  ¥"[x] 
d'une  quantité  qui  devient  nulle  avec  Ax.  En  la  dési- 
gnant par  0), ,  nous  aurons 

A'r 

^  =  F"(x)  +  <.,; 

en  prenant  encore  les  accroissements  des  deux  membres 
de  cette  identité 5  relatifs  à  un  nouvel  accroissement  Ax, 
et  les  divisant  par  Ax,  on  obtiendrait  semblablement 


et  généralement 


w«^i  devenant  nul  avec  A.r. 
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On  a  donc ,  en  passant  aux  limites , 

A**  Y  d'^  Y 

comme  nous  l'avions  annoncé. 

Il  suit  de  là  que  si  l'on  fait  tendre  Ax  vers  zéï'o,  en 

A"  >" 
prenant  Jj:  =  Ajc,  le  rapport  -rf^  aura  pour  limite  l'u- 
nité, et  la  différentielle  de  V ordre  n  d'une  fonction 
quelconque  de  x  pourra  être  prise  pour  la  différence 
du  même  ordre  de  cette  fonction,  en  négligeant  une 
quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  cette  diffé- 
rence. 

Cette  proposition  est  très-importante,  en  ce  quelle 
permet  de  substituer  les  différentielles  d'ordre  quelconque 
aux  différences  infiniment  petites  de  même  ordre,  dont 
l'expression  serait  beaucoup  plus  compliquée  ,  et  il  n'en 
peut  résulter  aucune  erreur  dans  les  calculs  où  l'on  ne 
considère  que  les  limites  des  rapports  ou  des  sommes. 

Remarque. —  Lorsque  plusieurs  fonctions,  que  Ton  a 
à  considérer  dans  une  même  question ,  dépendent  toutes 
d'une  seule  variable  or,  les  différences  premières  infini- 
ment petites  sont  toutes  déterminées  par  Aa?,  ou  par  une 
quelconque  d'entre  elles  ^  ainsi  Aj  désignera  partout  le 
inéme  accroissement,  soit  qu'on  le  détermine  d'après  Az 
ou  d'après  la  valeur  correspondante  de  Ax,  en  supposant 
toujours  que  la  valeur  de  x  soit  la  même.  Mais  le  A*y 
n'aura  pas  la  même  valeur  quand  il  exprimera  la  diffé- 
rence de  y  par  rapport  à  x  ou  par  rapport  à  z.  En  effet , 
dans  le  premier  cas  il  faut  considérer  les  trois  valeurs  de 
y  correspondantes  àx,x-hAa:,  jj-KaAorj  prendre  la 
différence  de  la  deuxième  à  la  première ,  et  de  la  troi- 
sième à  la  deuxième ,  puis  la  différence  de  ces  deux  diffé- 
rences. Dans  le  second  cas,  il  faudra  considérer  les  trois 
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valeurs  de/  qui  correspondent  à  z^  z  -î-  Az,  z  H-  aAz, 
et  agir  de  la  même  manière  sur  elles.  Or  les  deux 
premières  sont  les  mêmes  dans  les  deux  cas  5  mais  la 
troisième  est  différente  parce  qu'à  a:  -f-  lAx  ne  corres- 
pond pas  z  -\-  nAz  :  il  s'en  faut  d'une  quantité  infini- 
ment petite  par  rapport  à  Az  ^  et  que  l'on  n'a  pas  le 
droit  de  négliger  par  rapport  aux  différences  du  second 
ordre. 

Il  est  donc  nécessaire  de  distinguer  avec  soin  les  diffé- 
rences désignées  par  A*/,  dans  les  questions  où  l'on  ne 
prendrait  pas  toujours  la  même  variable  indépendante.  11 
en  serait  de  même  des  ordres  supérieurs. 

196.  Si  l'on  considère  en  particulier  les  fonctions 
x'"y     logx,      a',     sinx,      cosx, 
on  trouvera 

d^af"  =  w(m  — -  i).  .  .{m  —  /?  -h  \)x'^-''dx", 

dx" 
rf"loga:  =dli.2.3...(/2  —  i)loge  —  , 


flf^sin  j?  =  sia  I  X  -f-  rt  -  j  </jf", 
d^  cosx  =  cos  I  a?  -h  /?  -  J  flfj;"  ; 


et  il  est  bon  de  se  rappeler  que  le  second  membre  donne 
la  valeur  de  la  différence  infiniment  petite  de  l'ordre  n , 
à  une  quantité  près  infiniment  petite  par  rapport  à  cette 
différence. 
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CHAPITRE  III. 

DIFFÉRENTIELLES,  DÉRIVÉES,  ET  DIFFÉRENCES  PAR- 
TIELLES DES  DIVERS  ORDRES,  DES  FONCTIONS  DE 
PLUSIEURS  VARIABLES  INDÉPENDANTES.  DIFFÉRENCES 
ET    DIFFÉRENTIELLES    TOTALES. 


197.  Une  fonction  de  deux  variables  indépendantes ,  x 
ei  y^  peut  être  dilliérentiée  successivement  par  rapport  à 
chacune  d'elles  partiellement,  et  l'on  peut  supposer  que 
ces  difTérentiations  soient  en  nombre  quelconque  et  se 
succèdent  d'une  manière  quelconque.  Le  nombre  de  ces 
difTérentiations  constitue  V ordre  de  la difierentielle ,  delà 
différence  ou  de  la  dérivée.  Il  n'y  a  rien  de  nouveau  à 
dire  sur  leur  formation ,  puisque  l'on  n'a  à  considérer  à 
chaque  opération  qu'une  seule  variable  indépendante. 
Les  dérivées  partielles  d'ordre  quelconque  s'exprimeront 
au  moyen  des  différentielles  correspondantes  d'une  ma- 
nière entièrement  semblable  à  celle  que  nous  avons  trou- 
vée pour  les  fonctions  d'une  seule  variable.  Elles  ont 
aussi  les  mêmes  rapports  avec  les  difierences  partielles  cor- 
respondantes 5  et  la  reproduction  identique  des  raisonne- 
ments déjà  faits  dans  le  cas  où  l'on  considère  toujours 
la  même  variable,  conduit  immédiatement  à  ces  con- 
séquences. Nous  ne  croyons  cependant  pas  inutile  de  don- 
ner quelques  développements  à  ce  sujet. 

Désignons  généralement  par  F"^^'*'f **'  (x,  y)  le  résul- 
tat de  m  dérivations  partielles  effectuées  par  rapport  à  x 
sur  la  fonction  u  =  F  (.r^  j),  suivies  de  n  dérivations  par- 
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tîelles  du  résultat  par  rapport  hjr  •  lesquelles  seront  elles- 
mêmes  suivies  de  p  dérivations  par  rapport  à  x,  et  ainsi 
de  suite. 

Désignons  de  même  par  <^J^"^^..  «  le  résultat  obtenu 

en  prenant  d'abord  la  différentielle  partielle  de  l'ordre  m 
de  u  par  rapport  à  x^  puis  la  différentielle  partielle  de 
Tordre  n  par  rapport  kj  de  l'expression  obtenue,  et  ainsi 

de  suite.  Et  enfin  représentons  par  A^"^"'*''^"'  u  le  résultat 

obtenu  en  prenant  d'une  manière  analogue  les  différences 
au  lieu  des  différentielles.  Cela  posé,  on  aura  d'abord, 
d'après  ce  que  l'on  a  vu  en  traitant  les  fonctions  d'une 
seule  variable,  et  faisant  usage  des  notations  que  nous 
venons  d'indiquer, 

Considérant  maintenante^  comme  la  seule  variable,  ot 
prenant  la  différentielle  n"'""  des  deux  membres ,  on  aura, 
de  la  même  manière  , 

prenant  maintenant  la  différentielle  partielle  d'ordre  p 
par  rapport  à  x ,  et  continuant  ainsi  indéfiniment,  on 
obtiendra 

ou 

Les  dérivées  partielles  s'expriment  donc  au  moyen  des . 
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différentielles  partielles  correspondantes  d'une  manière 
analogue  à  celle  qui  se  rapporte  aux  fonctions  d'une  seule 
variable. 

Il  y  a  encore  évidemment  le  même  rapport  entre  ces 
dérivées  et  les  différences  partielles  correspondantes.  En 
effet,  on  aura  d'abord,  d'après  ce  qui  a  été  démontré 
pour  les  fonctions  d'une  seule  variable , 

w  devenant  nul  en  même  temps  que  Ao:.  Prenons  main- 
tenant la  différence  n'^""'  des  deux  membres  par  rapport 
à  j^  et  divisons-la  par  Aj"  •,  il  faudra ,  par  les  mêmes  rai- 
sons, prendre  la  dérivée  partielle /i'^'"*  du  second  membre 
par  rapport  à  y  et  y  ajouter  une  quantité  qui  devienne 
nulle  avec  Ay.  Si,  de  plus,  on  observe  que  w  devenant 
nul  avec  Aar,  il  en  est  de  même  de  sa  dérivée  z/*^'""  par 
rapport  à  y^  on  en  conclura  l'égalité  suivante  : 


n  x»J,X'  •  •       ^      t  J  J     ^        ' 


c*)i  devenant  nul  quand  on  suppose  que  A  j:  et  Aj  le  de- 
viennent tous  les  deux. 

Prenant  actuellement  la  différence  d'ordre  p  des  deux 
membres  par  rapport  à  a:,  la  divisant  par  Ax'' ,  et  con- 
tinuant ainsi  indéfiniment ,  on  obtiendra  la  formule  gé- 
nérale 

£  devenant  nul  quand  Ax  et  A  y  le  deviennent  lous  les 
deux. 
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D'où  Ton  conclut  enfin ,  comme  pour  les  fonctions 
d'une  seule  variable , 

et  il  en  serait  de  même  pour  un  nombre  quelconque  de 
variables  indépendantes. 

Les  notations  que  nous  venons  d'employer  peuvent  être 
simplifiées  au  moyen  d'une  proposition  fondamentale  que 
nous  allons  démontrer. 

198.  De  l'ordre  dans  lequel  se  succèdent  les  différen- 
tiations,  —  Si  l'on  prend  les  différences  successives 
d'une  fonction  par  rapport  aux  diverses  variables  indé- 
pendantes qu'elle  renferme,  on  arrivera  toujours  au 
même  résultat,  dans  quelque  ordre  qu'on  effectue  ces 
opérations ,  pourvu  qu'on  ne  change  pas  le  nombre  de 
celles  qui  doivent  être  faites  respectivement  par  rapport 
à  chaque  variable. 

Soient,  en  effet,  x  el  y  deux  des  variables  dont  dépend 
une  fonction  u. 

Si  Ton  change  d'abord  .r  en  x M-  Ao: ,  u  devient 

si  dans  cette  expression  on  change  y  en  y  H-  A^,  elle 
devient 

et  Ton  a  ainsi  ce  que  devient  u  quand  x  el y  sont  changés 
en  X  -h  ^x ,  y  -h  A j . 

Or,  en  faisant  les  substitutions  en  sens  inverse,  on 
aura 

W4-  ù^)U  +  A^M-f-  A'^w, 


CALCUL    DES    Dl^BIVÉES    ET    DES    DIFEÉBENTIELLES ,    ETC.       267 

et  ce  résultat  doit  être  identique  au  précédent  puisqu'il 
exprime  toujours  la  fonction  u  dans  laquelle  xtiy  sont 
changés  en  a:  +  Ax,y  +  A  J-. 
Donc  on  a  identiquement 

a'  a' 

A      a  =  A      u. 

x,y  j,x 

Si  maintenant  on  divise  les  deux  membres  par  A x  Aj 
et  qu'on  passe  aux  limites,  en  faisant  tendre  A j:  et  ^y 
vers  zéro ,  on  en  conclura ,  par  ce  qui  précède , 

et ,  par  conséquent , 

d     u-=i  d^    u, 

x,r  j.x 

Si  l'on  prend  successivement  un  nombre  quelconque 
de  différences,  de  différentielles  ou  de  dérivées  partielles, 
il  est  facile  de  voir  que  Tordre  dans  lequel  on  les  prendra 
est  complètement  indifférent.  En  effet,  deux  de  ces  opé- 
rations successives  pouvant  être  changées  d'ordre,  on 
pourra  faire  arriver  au  premier  rang  celle  que  l'on  vou- 
dra ,  en  la  faisant  avancer  successivement  d'un  rang  vers 
le  commencement  \  on  amènera  ensuite  au  second  rang 
celle  que  l'on  voudra  des  autres,  et  enfin  on  les  placera 
toutes  dans  un  ordre  quelconque ,  sans  que  le  résultat 
cesse  d'être  identiquement  le  même. 

D'après  cela  ,  on  pourra  supposer  que  toutes  les  diffé- 
rentiations  par  rapport  à  la  même  variable  soient  faîtes 
consécutivement ,  et  les  notations  précédentes  seront  sim- 
plifiées en  ce  qu'elles  ne  renfermeront  qu'une  seule  indi- 
cation pour  chaque  variable  :  et  c'est  <  e  que  nous  ferons 
dorénavant. 

On  simplifie  encore  l'expression  des  dérivées  partielles 
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en  écrivant  - — ——  au  lieu  de  ^  ^^  parce  que  les  expo- 
sants de  dx  et  de  dy  suffisent  pour  indiquer  le  nombre 
des  différentiatîons  effectuées  par  rapport  à  chacune  des 
variables  x  et  y. 

Mais  si ,  pour  avoir  la  différentielle  partielle  correspon- 
dante, on  faisait  la  multiplication  par  dx""  dy^  en  suppri- 
mant le  dénominateur,  on  obtiendrait  J'"+"m  ,  expression 
qui  ne  renfermerait  plus  aucune  trace  des  différentialions 
effectuées.  On  est  donc  obligé ,  pour  que  la  notation  ait 
un  sens  déterminé ,  de  conserver  le  dénominateur,  et  d'é- 
crire ainsi  cette  différentielle, 

T—  djf  dr" . 

dx"^  dy""  '^ 

Elle  serait  représentée  beaucoup  plus  simplement  par  la 

notation  déjà  employée,  d'^^'^u. 

Le  système  de  notation  de  Lagrange  s'applique  aux 
fonctions  de  plusieurs  variables  ;  mais  nous  n'en  parle- 
rons pas ,  vu  que  les  géomètres  n'en  font  pas  usage.  La 
notation  de  Leibnitz  a  prévalu,  parce  qu'elle  a  surtout 
le  grand  avantage  de  mettre  en  évidence  les  différences 
infiniment  petites ,  dont  la  considération  est  si  utile  dans 
toutes  les  recherches  qui  dépendent  des  mathématiques. 

Différentielles  totales  des  fonctions  de  variables 
indépendantes , 
199.  Soit 

Il  =  F(x,  jrj, 

X  et  j  étant  indépendantes  ;  nous  avons  vu  précédemment 
que  l'on  avait 

du  du 

dx  dy 
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0)  étant  infiniment  petit  par  rapport  à  Ax,  Aj^,  Am, 
quand  A  j:  et  Aj^  tendent  vers  zéro. 

La  somme  des  deux  premiers  termes  jouit  donc,  par 
rapporta  Taccroissement  total  Aw,de  cette  propriété 
remarquable,  d'être  égale  à  la  différence  elle-même,  à 
une  quantité  près  infiniment  petite  par  rapport  à  celte 
diflerence.  D'après  cela ,  Tanalogie  nous  conduit  à  donner 
le  nom  de  différentielle  totale  de  w  à  l'expression  sui- 
vante : 

du  ,        du  , 

dx  et  dy  étant  des  quantités  indéterminées  et  indépen- 
dantes que  nous  nommerons  les  différentielles  de  x  et  y. 
Elle  jouit  de  la  propriété  que,  lorsque  dx  et  dy  seront 
considérés  comme  les.  accroissements  infiniment  petits 
donnés  à  x  et  y,  elle  pourra  être  prise  pour  l'accroisse- 
ment total  de  u  en  négligeant  une  quantité  infiniment 
petite  par  rapport  à  cet  accroissement. 

Nous  désignerons  cette  différentielle  totale  par  du ,  et 
il  faudra  bien  la  distinguer  des  Jw  partiels  qui  se  trouvent 
dans  le  second  membre  et  sont  différents  l'un  de  l'autre. 
Pour  éviter  toute  confusion,  on  devra  se  garder  de  sup- 
primer les  facteurs  communs  dx  et  dy^  et  écrire 

,        du  ,         du  , 
(.)  au:=-da:+-dy. 

On  peut  encore  écrire 

du  =  efc  M  -f-  dyU, 

Ces  considérations  s'appliquent  à  un  nombre  quelconque 
de  variables  indépendantes,  et  la  différentielle  totale 
dune  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes 
sera  toujours  la  somme  de  ses  différentielles  partielles 
relatives  à  chacune  de  ces  variables. 
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Cherchons  maintenant  l'expression  des  différenlielles 
successives  de  i/.  Et  pour  cela  remarquons  d'abord  que  la 

différentielle  de     ^         sera ,  par  la  règle  qui  vient  d'être 

démontrée , 

elle  se  formerait  donc  en  multipliant  ^ar  —  dx -h  —  dj 

r expression  proposée  - — ^—  »  pourvu  qu'on  y  considérât 

l'indice  du  numérateur  comme  un  exposant,  et  qu'après 
la  multiplication  on  changeât  l'exposant  des  numérateurs 
en  indices  de  différentîation.  D'après  cela ,  si  l'on  part  de 
la  formule  (i) ,  la  différentielle  du  second  membre  s'ob- 
tiendra en  la  multipliant  par  -j-  d>x  -\-—  dj^  et  faisant 

le  changement  des  exposants  en  indices.  Il  en  sera  de 
même  pour  la  différentielle  de  ce  résultat  5  et ,  par  con- 
séquent, en  désignant  par  d'^'u  la  différentielle  totale  de 
l'ordre  m  de  ti ,  on  aura  la  formule  symbolique 


'(du   ,         du   ,  \'* 


en  entendant  toujours  que  les  exposants  des  du  dans  le 
second  membre  seront  changés  en  indices  de  différentia- 
tions. 

Comparons  maintenant  rf"*  m  à  la  différence  totale  ùi'^u. 

Reprenons  pour  cela  la  formule 

du  du 

Au=  -—  àx-{ — --Ar-f-w, 
djc  dy 

dans  laquelle  nous  supposons  A  x  et  ^y  infiniment  pe- 
tits 5  et  donnons  à  a:  et  ^  les  mêmes    accroissements 
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Ax^  Ay,  L'accroissement  de  —  calculé   semblablement 

,  ,    .       ,     .  1  .   T        ^^  du   .  du   . 

s  obliendrait  en  muitiphant  —  par  —  Ax-^  —  Ajr ,  et 

ajoutant  une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  h  Ax 

et  Ay\  il  en  serait  de  même  pour  l'accroissement  de  — • 

De  sorte  que  l'accroissement  de  —  Ax-h  -j-  Aj^sera  re- 
présenté symboliquement  par  le  carré  de  cette  expression , 
dans  lequel  on  changera  les  exposants  de  du  en  indices, 
plus  une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  aux  quan- 
tités Ajc*,  AxAj",  Aj^*.  Or  nous  savons  que  co  se 
compose  de  termes  qui  ont  en  facteurs,  les  uns  A  a:,  les 
autres  Aj,  et  en  outre  d'autres  facteurs  qui  deviennent 
nuls  avec  A  a:  et  Ay  ainsi  que  leurs  dérivées  \  d'où  il 
suit  que  l'accroissement  de  ci>  sera  infiniment  petit  par 
rapport  aux  mêmes  quantités  A  a:',  AxAy,  Aj*.  On  a 
donc  la  formule  symbolique 

/du  du         \' 

a>'  étant  infiniment  petit  par  rapport  aux  quantités  A  a*, 
AxAy^  Ay^.  En  continuant  ainsi  on  parviendrait,  sans 
difficulté,  quel  que  fût  le  nombre  des  variables ,  à  la  for- 
mule symbolique  générale 


[du  du         y^ 

\dx  dy     -^  ) 


co  étant  infiniment  petit  par  rapport  au  produit  de  m  fac- 
^teurs  A  a:  ou  Aj*. 

On  a  donc  aussi  cette  autre  proposition  générale  : 
La  différentielle  totale  de  V ordre  m  d'une  fonction 
d'un   nombre  quelconque  de  variables  indépendante» 
dans  laquelle  on  prend  dx^  dy,  etc.,  égaux  aux  accrois- 
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sèment  S  infiniment  petits  de  ces  variables,  ne  diffère  rie 
la  différence  m'^'""  correspondante ,  que  d'une  quantité 
infiniment  petite  par  rapport  h  elle-même. 

Remarque  générale.  —  Lorsque  l'on  cherchera  une 
oquatîon  entre  les  différentielles  d'ordre  quelconque  de 
fonctions  quelconques,  et  que,  pour  y  parv.enir,  il  sera 
avantageux  de  considérer  d'abord  des  différences  infini- 
ment petites ,  on  pourra  substituer  les  différentielles  aux 
différences  correspondantes,  et  négliger  toute  quanlité 
infiniment  petite  par  rapport  à  celles  entre  lesquelles  on 
cherche  la  relation.  Car  si  l'on  divisait  l'équation  exacte 
par  une  des  différences ,  élevée  à  une  puissance  convena- 
ble, et  qu'on  passât  à  la  limite,  les  rapports  des  diffé- 
rences seraient  remplacés  par  ceux  des  différentielles,  et 
l'on  aurait  l'équation  même  à  laquelle  on  serait  parvenu 
en  négligeant  des  quantités  nécessaires  pour  l'exactitude 
de  l'équation  entre  les  différences,  mais  qui  disparaissent 
de  l'équation  exacte  entre  les  différentielles,  considérées 
comme  des  quantités  infiniment  petites  ou  finies. 

Différentielles  totales  des  divers  ordres  des  fondions 
'   de  plusieurs  variables  dépendantes, 

200.  Si  les  variables  xti  y^  qui  entrent  dans  la  fonc- 
tion u,  étaient  elles-mêmes  des  fonctions  de  variables 
indépendantes,  les  différentielles  totales  de  u  changeraient 
toutes  de  forme ,  excepté  celle  du  premier  ordre ,  parce 
que  les  facteurs  dx  ^  ^/^  ne  seraient  plus  constants. 

Ainsi  la  différentielle  première  de  u  aurait  toujours 

pour  expression 

du      ■      du  . 
du-=i  -—  dx-\ — r-^X' 
dx  dy 

Mais,  en  différentiant  celte  expression,  il  s'introduirait 
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les  termes 

tlu   ,  (lu  , 

dx  dy 

et  l'on  formerait  d^x^  d}y  en  fonction  des  variables  indé- 
pendantes et  de  leurs  diflérenlielles  d'api  es  les  formules 
précédentes.  On  aurait  ainsi 

d^u   ,  ,  d^u     ,    ,         d^u   ,  ,       du   ^^         du   , 

d^uz=-—c!a:^-i-2——-dxdx-i-—-dY'-\--z-cPx-{--—dW,    • 
dx*  dxdj  dy^   "  dx  dy 

et  rf^ M  jouira,  par  rapport  à  Ù^a^  de  la  propriété  qui  a 
été  démontrée  indépendamment  de  la  forme  qui  pourrait 
résulter  de  variables  intermédiaires  entre  u  et  les  variables 
indépendantes. 

On  trouverait  de  même  les  différentielles  totales  des 
ordres  suivants,  et  pour  un  nombre  quelconque  de  va- 
riables, supposées  dépendantes  d'autres  quelconques.  Si 
parmi  ces  variables,  les  unes  étaient  dépendantes  et  les 
autres  indépendantes,  il  suffirait  de  supposer  nulles  les 
différentielles  de  ces  dernières  qui  passeraient  le  premier 
ordre. 

Cas  particulier  oit  x  et  y  sont  des  Jonctions  linéaires, 
—  Si  a:  et  j^  étaient  des  foncticma,  linéaires  des  variables 
indépendantes,  dx  et  dy  seraient  constants,  quelles  que 
fussent  les  valeurs  des  variables  5  on  aurait  donc 

d^x=zOy      d^y  =  o  ,      dx  =  o , .  .  .  , 

et,  par  conséquent,  on  retrouverait  la  formule  symbo- 
lique 

/du  ,         du      X"" 

qui  s'étendrait  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 

Différentielles  des  dii^ers  ordres  des  jonctions  implicites, 

201 .   Supposons  d'abord  la  fonction  implicite  u  dépen- 
I.  18 
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dante  des  variables  x  et  y,  et  déterminée  par  une  équa- 
tion unique 

F(.r,  j,  w)=rO; 

nous  aurons  d'abord 


dY  ,        r/F  ,         r/F   , 

— -  ^/jc  -f-  -z-dy  H — —  duzzio. 

dx  dy  du 

d'où  Ton  tirerait  du ,  comme  nous  l'avons  déjà  vu. 

Diflerentîant  encore  cette  équation  par  rapport  à 
toutes  les  variables,  et  observant  que  du  n'est  pas  con- 
stant, il  vient 

r^F^  ,      r/^F^  ,      d'Y  ,  ,         d}Y    ,    , 

-T-.  ^^   H-  -7-7  "^/  -+-  -3-7  ^^'^   H-  2  T-7-  ^^-^'^J 
r/a,'  r/j2    ^         ^//'  dxdy        ^ 

dxdu  H-  2  —— —  dydu  ~\-  -—  dUi=  o; 


dxdu  dydu   '  du 

d'où  l'on  tirerait  rf*M,  et  ainsi  de  suite.  On  agirait  de  la 
même  manière  pour  un  nombre  quelconque  de  variables 
indépendantes.  Si  11  ne  dépendait  que  d'une  variable  x^ 
cette  équation  se  réduirait  à 


d'Y   .              d}Y                  d'Y             dY 

- —  dx"'  -f-  2  -  --  dxdu  H ; —  r/w-  H —  d^  u  = 

rrO. 

dx'^                   dxdu                   du"^                du 

202.  Si  l'on  avait  deux  équations,  il  y  aurait  deux  va- 
riables, fonctions  de  toutes  les  autres;  et,  dans  ce  cas, 
on  différen lierait  successivement  chacune  des  équations, 
en  distinguant  bien  les  variables  dépendantes  des  indépen- 
dantes :  on  déterminerait  ainsi  les  différentielles  secondes, 
troisièmes,  etc.,  des  deux  fonctions;  et  Ton  agirait  de  la 
même  manière  dans  le  cas  d'un  nombre  quelconque  d'é- 
quations. 
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Soient ,  par  exemple ,  les  deux  équations 

■F{x,y,  u)  =  o, 
/{xyjTy  'i)  =  o; 

y  et  u  sont  des  fonctions  de  la  variable  indépendante  x. 
On  aura  d'abord  les  deux  équations 

^F  ,        dY  ,        dY  ^ 

-—  dx  4-  -— -  rfj-h  -j-  du  =  o, 

dx  dy  du 

-fdx^f-dy-^  -f-e/tt  =  o; 
dx  dx  du 

d'où  l'on  tirera  dy  et  du.  En  diflérenliant  ces  deux  équa- 
tions, on  obtiendra 

d'Y  ^        d'Y  ,        ^F  ^  ,         ^^F    ,  .  ^F    ,  ^ 

^F    ,   ,        dY  ^^         dY  ^^ 
dydu  dy  du 

d^f  d}f  d'f  d}f  d}f 

—f-  dx'  -^-^dy'  -^  ^  du'-JfT.  --4-  dxdy-Jf'i^  ~r  ^^du 
œ  X  dy'  du'  dxdy  dxdu 

-h2—^-dydu-{--^  d'y -h  -f  ^tt  =  o, 
dydu  dy  du 

d'où  l'on  tirerait  d^  u  et  d^y^  puisque  dy  et  du  sont 
connus.  On  obtiendrait  ainsi  les  différentielles  de  tt)usles 
ordres  de  y  et  u. 


i8. 
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GHAPfrRE  IV. 

CHAISGEMKNT     DE    VAUIABLES. 


203.  Cas  cl' une  seule  variable  indépendante,  —  Nous 
considérerons  d'abord  les  fonctions  d'une  seule  variable 
indépendante  5  et  l'objet  que  nous  allons  nous  proposer 
est  d'exprimer  toutes  les  dérivées  d'une  fonction  j  par 
rapport  à  une  variable  x  dont  elle  dépend  ,  au  moyen  des 
dérivées  successives  d'une  autre  fonction  u  par  rapport  à 
une  variable  t^  regardée  comme  indépendante. 

Toutes  les  quantités  dépendent  d'une  seule  variable  : 
ainsi  Ton  a  trois  équations  entre  or,  j-,  a,  ^5  ou  deux 
seulement,  en  laissant  de  côté  celle  qui  exprimera  la 
relation  entre  x  et  y.  On  voit  qu'en  vertu  de  ces  trois 
équations,  on  peut  considérer  u  comme  une  fonction 
de  ^,  et  ce  sont  les  dérivées  de  u  par  rapport  à  t  que  Ton 
veut  faire  entrer  dans  des  calculs  où  se  trouvent  les  déri- 
vées de  j  par  rapport  à  x. 

Pour  cela  nous  allons  d'abord  exprimer  les  dérivées 
de  j  par  rapport  à  .r ,  en  fonction  des  dérivées  de  x  et  j 
par  rapport  à  la  même  variable  indépendante  t  dont  elles 
seraient  regardées  comme  fonctions.  Ces  formules  seront 
les  mêmes,  quelle  que  soit  la  forme  particulière,  tant  de 
l'équation  entre  x  et  y^  que  de  celle  qui  doit  lier  x  et  j 
avec  t.  Nous  montrerons  ensuite  commt^nt  les  dérivées 
de  X  et  y  par  rapport  à  t  peuvent  s'exprimer  au  moyen 
de  celles  que  l'on  veut  introduire,  qui  sont  celles  de  u 
par  rapport  à  f .  Ce  dernier  calcul  dépend  des  t^quations 
qui  lient  x  ci  y  avec  f  et  m,  et  peut-être  encore  avec 
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d'autres  variables  -,  et  le  nombre  des  ëquatious  doit  tou- 
jours être  tel,  qu'il  n'y  ait  qu'une  seule  variable  indé- 
pendante, comme  nous  l'avons  supposé. 

204.  Pour  exprimer  les  dérivées  de  y  P^'*  rapport  à  x 
au  moyen  de  celles  de  x  e,\.y  par  rapport  à  t,  nous  obser- 
verons que  5  d'après  le  principe  des  fonctions  de  fonctions, 
on  a 

dy  dy    dt  .  dt   i 

dx  ~^  dtdx^      "    J  P      4  dx^  Tîx^ 

dt 


dy 

dy 

dt 

dx 

'  dx 

dt 

Passons  maiiilenant  à  l'expression  de  -7— ^»   Nous  différen- 

tierons  pour  cela  les  deux  membres  de  cette  équation  par 
rapport  à  x\  mais,  afin  de  n'introduire  dans  le  second 
membre  que  des  .dérivées  par  rapport  à  t,  nous  le  diffé- 
reutierons  d'abord  par  rapport  à  t,  puis  nous  multiplie- 
rons par  -7-9  ou  nous  diviserons  par  -r--  Nous  obtien- 
^      dx  ^       dt 

(Irons  ainsi 

d^y  dx  d^  X  dy 
d'y  __  Ht^  dt"~~  'dF  dt 
dx-  l'dxX^ 

[dF) 

d^  Y 

De  même,  pour  obtenir  y^^»  nous  diflérentierons  le  se- 
cond membre  par  rapport  à  t,  puis  nous  diviserons  par  -^• 

Et  en  continuant  ainsi ,  il  est  clair  que  l'on  aura  l'ex- 
pression de  toutes  les  dérivées  de  /  par  rapport  à  a: ,  au 
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moyen  de  celles  de  x  et  y  par  rapport  à  une  variable  quel- 
conque i,  donta:elj^  seraient  dépendants. 

On  peut ,  au  lieu  des  dérivées  de  x  et  y  par  rapport  à  f, 
introduire  leurs  différentielles  5  il  suffira  de  supprimer  le 
diviseur  df^  et  il  viendra 

d^X d^ydx  —  d^  xdy 

Ces  premières  formules  se  rapportent  au  changement  de 
la  variable  indépendante  seulement. 

Si  l'on  suppose  que  la  variable  t  soit  la  fonction  y 
elle-même,  on  aura  les  dérivées  de  y  par  rapport  à  x^ 
exprimées  au  moyen  de  celles  de  x  par  rapport  ky^  quelle 
quç  soit  d'ailleurs  la  relation  entre  x  et  y.  Ces  formules 
seront 

d'x 

djr  I  d'^j dy^ 

dx       dx        dx^ 
Ty 

205.  Considérons  maintenant  le  cas  général  où  Ton 
aurait  entre  m  variables  a:, j^, .  .  . ,  1/ ,  Z ,  les  m  —  a  équa- 
tions 

F(a:,  j,  .     .  ,  «,  ^)  =  o, 
/{x,y,..  .,«,/)=  o, 


(ir 


sans  compter  l'équation  qui  donne  y  en  fonction  de  x.  Si 
l'on  différentie  ces  m —  2  équations  par  rapport  à  f ,  on 

dx    dy         r>         ,         ^    du  -, 

pourra  exprimer  ^'  77-  en  fonction  de  -— >  par  la  reso- 
lution d'équations  du  premier  degré. 

Différentiant  de  nouveau  ces  équations,  on  introduira 
les  dérivées  secondes  par  rapport  à  f ,  et  il  y  restera  des 
dérivées  premières  que  l'on  pourra  remplacer  par  leurs 
valeurs  tirées  des  premières  équations.  On  pourra  donc 
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encore,  par  la  résolution  d  équations  du  premier  degré, 

,      .        ,  ,  ^     d^x    d^Y  ^     d^u       du 

tirer  les  valeurs  de  -7-9  -rr  au  moyen  de  -r—  et  -7- 
dt^      dt^  \  dt*        dt 

En  continuant  ainsi ,  toutes  les  dérivées  de  j:  et  de  j^ 

par  rapport  à  t  seront  exprimées  au  moyen  de  celles  de  u 

par  rapport  à  f -,  et  comme  nous  avons  donné  les  formules 

dv     (^  Y 
générales  qui  expriment  -~-i  -j—^t   etc.  ,   au  moyen   de 

d  1*     d^  X  d'Y     dy  'V' 

-—9  — -,  etc.,  -r-1  -~r'i  etc.,  il  s^ensuit  que  Ton  connai- 
dt     dO  ^  dt     do  '  ^ 

dy    d}Y  j    da    d}u  .   ,     .ni 

tra  ~  5  -z—t  •  •  •  au  moyen  de  -r-  5  -tt  v  •  1  ce  qui  était  1  ob- 
dx    dx*  -^  dt     dt^  ^ 

jet  de  la  question. 

Si,  au  Heu  d'équations  finies,  on  avait  des  équations 

différentielles,  il  faudrait  toujours    chercher  à   en  dé- 

,    .        dx      d^x  dy      d^y  ,      du 

duire  -7-9    "Tz-i   etc.,    -7-9    -tt?  etc.,  au  moyen  de  -r-» 
dt       dt^  €lt       dt^  ^  dt 

——9  etc.,  et  Ton  agirait  ensuite  comme  dans  le  cas  pré- 


cèdent. 

Supposons,  par  exemple,  l'équation 


(î)'- (!)'=■  • 


,,  .  dy    d}y  . 

et  proposons -nous  d  exprimer  y  ♦  -ri'  etc. ,  au  moyen  de 

dx       dPx  r  .•  'J    •.      •    •      ^ 

— ,    — -^   etc.    La  question   se    réduit    ici    a    exprimer 

dy      d^y  1      dx     d^x 

— ?    -7-1  etc.,  au  moyen  de  -7-?  -r-t  etc. 

dt       dt^  '  ^  dt       dt^ 

Or  on  aura  d'abord 


dy  j        dx"^ 

dP—y  ^^'^'dF' 


Pour  avoir  —  ?  on  diffcrenliera  Tcqualion  donnée,  et  il 
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viendra 

dx  d^x        dy  d\r 
dt   dt^   "^  di  dV 

=  o. 

d'où 

dx  d^x 

dxd'x 

If- 

dt    de 

~~            ày 

dt   dt' 

1         dx' 

Tt            ^ 

\J'-  dt^ 

d^y  .     . 

Une  nouvelle  difïérentialioii  ferait  connaître  —,  et  ainsi 

de  suite. 

Ce  cas  est  celui  où  Ton  déterminera  une  courbe  par 
une  équation  entre  l'arc  et  l'abscisse. 

206.  Cas  de  plusieurs  variables  indépendanles.  — 
Considérons  maintenant  une  fonction  z  de  deux  variables 
indépendantes  x,  y.  Sa  forme  n'est  pas  connue,  et  Ton 
ne  doit  pas  avoir  besoin  d'en  faire  usage;  maïs  on  doit 
toujours  raisonner  dans  l'hypothèse  qu  elle  existe. 

La  question  que  nous  nous  proposons  est  de  déterminer 
les  dérivées  partielles  de  tous  les  ordres ,  de  z  par  rapport 
à  X  et  j^  au  moyen  de  celles  d'une  autre  fonction  r  par 
rapport  à  deux  autres  variables  indépendantes  ç  et  0,  en 
supposant  qu'il  existe  trois  équations  entrer,  y^  z,  r,  qp,  9, 
savoir 

{\)\  ^(•^>'^' ^'^' ?'')  — ^»    Fi(-^,rj  2,9,  (p,  a)  =  o, 

de  sorte  que  quatre  quelconques  de  ces  six  variables,  peu- 
vent être  regardées  comme  fonctions  des  deux  autres  qui 
seront  entièrement  arbitraires. 

Cela  posé ,  différentions  successivement  r  par  rapport 
à  chacune  des  variables  x  et  y^  la  seconde  étant  supposée 
constante;  et  considérons  /•  comme  dépendant  de  0  et  ç, 
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qui  eux-mêmes  dépendent  de  x  cty.  Nous  aurons  ainsi 

dr  cirdB        drdr^        dr drdO        drdo 

iiv        dB  dx        d(f  dx        dy        dQ  dy        dt^  dy 

Il  faut  maintenant  éliminer  de  ces  équations  les  déri- 

,      dB     dfo     dr      dB     rfw     dr  ,  j.^-, 

vees-r-1  -r-'  -7-'   3-'  -7-^'  -r-'   et  pour  ceJa  nous  ditte- 
dx     dx     dx     dy     dy     dy  "^ 

ren lierons  d'abord   les   équations    (i)    par  rapport  à  j:; 

d'où 

r/F  ^       ilY^d^       dF^dr        dF        dF  dz  _ 
dB  dx        dff  dx        dr    dx       dx         dz    dx  ' 

dFydB      r/F.  r/y       dF.dr       dF,       dF.dz  _ 
dB  dx        d^  dx        dr  dx        dx         dz   dx  '   • 

dF^dB      dF,d(f      dF^dr^      (iFj       ffr,^ii_ 
dB 'dx        d^  dx         dr  dx        dx  dz   dx 

„    ,  .  dB     dQ     dr  o         *        ^     dz 

d  ou  nous  tirerons    —  >  -~  9  -7-9  en  fonction  de  — -    :    et 
dx     dx     dx  dx 

les  reportant  dans  la  première  équation  (2)  nous  en  tire- 

^  1 .  dz         f,         ,        ,    dr      dr 

ions  immédiatement  -—  en  fonction  de  -— »  -r- 
dx  dB     d(f 

Différentîant  de  même  les  équations  (i)  par  rapport  hj 

et  faisant  usage  de  la  seconde  équation  {2) ,  on  obtiendra 

dz  ,    dr     dr  •    .    .    lï  1  •  11        9  f 

—  au  moyen  de  -— ?  —  ;  ce  qui  était  1  objet  quel  on  s  e- 

tait  proposé. 

On  conclurait  facilement  de  là  —9   —   au  moyen   de 

—  '   7~'  P^^  '^  résolution  de  deux  équations  du  premier 

degré;   mais  on  pourrait  d'ailleurs  les   obtenir  directe- 
ment en  suivant  une  marche  inverse. 

On  passera  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  en 

,.^^,  .         dr      dr 

difierenliant  — ?  y  par  rapporta  x  alj  :  on  sera  ramené 
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à  différentier  —  5  —  par  rapport  à  x  ety ,  et  on  les  trai- 
tera comme  on  a  traité  /*,  ce  qui  introduira  les  dérivées 
du  second  ordre  de  rpar  rapport  à  0  et  (p. 

r^  y     iT/-^         •       dB    d^     dQ    do 

On  aura  en  outre  a  ditterentier  -j-j  -p->  -t-9  -p-j    ce 

dx     dx     dy    dy 

qui  introduira  les  dérivées  partielles  du  second  ordre  de  z 
par  rapport  à  x  et  y,  dont  on  aura  ainsi  les  valeurs. 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  méthode  s'applique  à  un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes ,  et  s'é- 
tend aux  dérivées  de  toutes  les  autres. 

207.  Nous  examinerons,  en  particulier,  le  cas  d'une 
fonction  u  de  trois  variables  indépendantes  ^c,  y^  z,  qui 
doivent  être  remplacées  par  trois  autres  variables  indé- 
pendantes r,  y ,  0 ,  liées  à  x  ,  y,  -z  par  trois  équations  con- 
nues*, dans  ce  cas,  il  s'agira  d'exprimer  toujours  les  dé- 
rivées partielles  de  //  par  rapport  àx,j^,  ^,  au  moyen  de 
ses  dérivées  partielles  par  rapport  à  /',  tp ,  0.  Ce  problème 
renferme  celui  de  la  transformation  des  coordonnées  dans 
des  équations  aux  différentielles  partielles  où  la  variable 
principale  est  une  fonction  de  trois  coordonnées. 

Considérons  u  comme  fonction  de  0 ,  (p ,  /',  et  ces  der- 
nières comme  fonction  de  x,  j^,  z\  et  différentioiis  a 
partiellement  par  rapport  à  x,y ,  2,  nous  aurons 


(3) 


Or,  au  moyen  des  trois  équations  entre  a:,  r,  z,  0,  <p,  r, 


du 
dx'' 

dudO        du  d<f        dudr 
~~  'd'éJx'^  T^di'^  Trdi 

da 
Ty- 

du  dB       du  d(f       du  dr 
dQ  dy       d(f  dy       dr  dy 

da 

dz  ~ 

__  du  dB        du  d(f        du  dr 
dB  dz        dr»  dz        dr  dz 
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on  peut  déterminer  les  dérivées  partielles 


d6 

dO 

de 

rf? 

(i^ 

(l^ 

dr 

dr 

dr 

.te' 

^' 

rfT' 

dl' 

T/ 

Tz' 

Tx' 

rfr' 

dz' 

et,  par  conséquent,  les  équations  (3)  donnent  les  valeurs 

des    dérivées  partielles  de   la  fonction  u  par  rapport  à 

x^y^  z^  au  moyen  de  celles  de  la  même  fonction  par 

rapport  à  0 ,  <p ,  /'. 

La  résolution  de  ces  trois  équations  ferait  connaître 

da     du     du  ^     du     du      du 

-7T9  —  »  -y-  au  moyen  de  —  »  —  »  — -,  mais  on  pourrait 

les  trouver  directement  par  une  marche  inverse  de  la 
précédente. 

Eu  différentîant  les  équations  (3)  successivement  par 
rapport  h.  x^y^  z  ,on  exprimerait  les  dérivées  du  second 
ordre  par  rapport  aux  variables  indépendantes  d'un  des 
systèmes,  au  moyen  des  dérivées  du  second  ordre  par 
rapport  aux  variables  de  l'autre  5  et  Ton  continuerait  ainsi 
indéfiniment. 

Ainsi,  par  exemple,  en  différentiant  —  par  rapport 

à  X,  on  serait  ramené  à  former  les  dérivées  partielles  de 

du     du     du  ,  ,  lï         />       . 

-r-î  —9  —  par  rapport  a  Jc,   et  c  est  ce  que  1  on  terait 

du     du     du  •    lî  1      j       •   - 

en  traitant -779  -7-9  -r-'  comme  on  avaitd  abora  traite  m, 
aô     d(^     dr 

ce  qui  introduirait  les  dérivées  du  second  ordre  de  u  par 

rapport  à  0,  op,  r,  tout  le  reste  étant  connu. 

208.  Appliquons  ce  procédé  à  une  transformation  qui 
se  présente  souvent  dans  les  questions  de  mécanique  et 
de  physique  mathématique. 

Soient  a:,  j,  z  les  coordonnées  rectangles  d'un  point, 
et  7',   0,  ^j;  ses  coordonnées  polaires,  de  sorte  qu'on  ait 
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entre  ces  six  variables  les  trois  équations 

z=:  r ces  ô ,     j  -=  '' sin  ô  sin i|/ ,     x  =  rsinQ  cas i|/ , 

on  trouvera,  au  moyen  de  la  méthode  que  nous  venons 
d'exposer, 

du       du   .  ,        du  cos0cos>!>       du    sinJ^ 

-r  =  -r-sinQ  cos  4'  -1-  -rr  ■ rr  — -—^ ' 

dx       dr  dB  r  a  ip  r  sin  G 

du       du   ,         .     .        ^/y  cos  ô  sin  \[/       du    cosJ* 
—  =  --  sin  9  sm  4/  -f-  — ^  +  -7-r  —^5 

du       du        ^       du  sin  ô 
az        dr  dB    r 

d^u       d^u   .         .    .         .       r/'wcos'ôsinJ' cos4/      r/ ' w sin \b cos i 
^o;^/        ^7-2  ^        ^        dB^  r^  d^'    r^sm'O 

c?=*a  sinô  cos9  sin^l^cosip         d^u    /cos'4/ — sin'i|< 


^Ôr/A  r  d-^dr  \  r 

d^u    (cos' 4/  —  sin'"^)  cosô       du  s!n*9  sinij^.cosrî» 


d^^dB  /-'sinô  ^r 

<T?w  cos9  sinipcosi|/  ^^    .^^    ^      i    '^    ^    r/a  ^'sin'\|>  •— cos^f^ 

f/9  i^~ 


/      .    ^  I    \        r/a  /sin'\|>  •— cos^f\ 

2  sin9  -h  -; —  I  H ^—. -]■> 

\  sinBl        d^\'     r'sin'Q     / 


dUi        d^  u        ^  ,       r/' /«  sinG  cosGcoS'J^ 

- — -  =  — --  sm  9  cos9  cos^  —  --— ; 

dxdz       dr^  *        dB^  r^ 

d^u  (ces' 9  —  sin'9)cos^j;         d^u  sini{;cos9        d'^u  sin| 
dBdr  r  d-^dr     /-gin 9  dBd^    r 

du  (sin-  G  —  cos'  9  )  cos  -^  du  sin  9  cos  9  cos>p 

'^Tb  7^  d?  7  ' 

d^  u        d^  u   .    ^       ^    .    ,        r/-«  sin9  cos9  sinJ^ 

-; — -  =  — --  sm  9  cosQ  sin  J/ i 

dfdz       dr""  '         dB""  ;' 

d^u  (cos' G  —  sin' G) sin ip       d^u  cos ^j; cos 9         <i'w  cosy 

dBdr  r  d-^dr     rsinG  ilBd^  /' 

du  (sin^  9  —  cos-  9)  sin  \[<       du  sin  9  cos  9  sin-»}/ 

+  Xb  7'  1?  ~r  ' 
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d"^ il  sin 0  cos 0  cos' 4*  d^  n  s'in-it  cos ^ 

-h  2-7T-r-  » —  2  T  T 


—   2 


dOdr  r  rfi|;  dr  r 

d'^ii    sin  i|;  co >  \|^       du  cos'  0  cos'  tJ^  -4-  sin'>j/ 
5ôl/^   r'  tang0         rfr  /- 


r/tt       ^  /sin'^p  —  2sin'0  cos'>I*\  du  sinrlcos^l^ 

_l cosô  I ~ '. I  4-  2 ^, 1, 

f/0  \  r'sine  /  d^    r^  sin'0 

d^a        d'^u   .     ^    .      .        r/»tt  cos'0sin'>p       d"^ u   cos'  + 

= sm'  0  sm'  4>  H H • — ^- 

dy^  dr^  ^  ^  ^0'  r'      •    ^  ^>|;'  r'sin'0 

d^u    sin 0  cos 0  sin" >(/  d^u    sin^^cos^t/ 

'       dQdr  r  d-^dr  r 

d  '  w   sin  -^  cos  ij'       '^'*  /  cos'  0  sin'  -^  -\-  cos-  ^  \ 


du  fi. 
d?\ 


dBd^   r'tang0         dr  \  r  ] 

du  /  cos'"^  —  2sin'0  sin'i]^\  du  sin^j;  cos^j; 

-H— cos0^  ^^^^ÛTÔ  ;  '^'^d^    r'sin'0  ' 

d'^ii d^u       ^         É?'wsin'0  d^u   sin0cos0       ^  ^^^^ 

d^        d^'  ^°^'     "^  ^  ~'  ^  r/0r/r  i^^         ^-  dr  ~'r 

du  sin  0  cos  0 
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CHAPITRE  V.- 

APPLICATIONS   ANALYTIQUES   DU    CALCUL 
DIFFÉRENTIEL. 


209.  Détermination  des  valeurs  particulières  des  fonc- 
tions qui  se  présentent  sous  les  formes  ->  ^900X0 

1^  ,  00  *^,o°. —  Lorsqu'une  fonction  est  le  quolientdedeux 
autres  fonctions  de  jc ,  et  qu'une  valeur  particulière  Je  x 
rend  ces  deux  dernières  nulles  ou  infinies ,  la  valeur  de 

la  première  se  présente  sous  la  forme  -  ou  —-)  et,  dans  ce 

cas ,  on  peut  se  proposer  de  déterminer  la  valeur  vers  la- 
quelle converge  la  fraction  donnée,  lorsque  x  tend  vers 
cette  valeur  particulière  5  c'est  cette  valeur  limite  que  l'on 
désigne  souvent  sous  le  nom  de  vraie  valeur  àe  la  frac- 
tion qui  se  présente  sous  la  forme  indéterminée -ou— • 

F  ( x\ 
Cherchons  d'abord  la  limite  de  -^~—!  lorsque  x  tend 

vers  une  valeur  Xç^  telle  que  l'on  ait 

Y{x,)  =  o,     f(j:,)=zo. 

Soit  h  une  quantité  tendant  vers  zéro,  on  aura,  d'après 
len"45, 

F(jro-4-A)  _  F^(^o-f-e/f) 

donc 

Inn.  — ^  ==  hm.  ■— ^S 
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lorsque  x  tend  vers  a:^;  et,  par  conséquent,  si  F'  [x,^) 
et  y  (xo)nesont  pas  nuls  ni  infinis,  la  limite  cherchée 


Si  l'on  avait  encore 

la  limite  de  ~— '  serait  la  même  que  celle  de  ~-{^  et 
/  {^)  ^  /   {^) 

ainsi  de  suite 

Si  donc  toutes  les  dérivées  jusqu'à  Tordre  n  exclusi ve- 
inent deviennent  nulles  pour  o:  =  Xo,  la  limite  cherchée 

F"  (x) 
sera  celle  de  ~—'-,  et  si  F"  (x^)  et  /"  (x^)  ne  sont  ni 

/  \^) 
nulles  ni  infinies,  on  aura,  pour  valeur  de  cette  limite,  ; 

Si  l'une  de  ces  dernières  dérivées  est  encore  nulle,  la  li- 
mite sera  o  si  c'est  F"  (x^)  qui  est  nulle,  et  la  fonction 
croîtra  sans  limite  si  c'est/"  (  *'o)- 

210.  Supposons  maintenant 

F(^o)  =  QO,     /(a7o)=QO, 

d'où 


I 

"'      /(x, 

:)="' 

F(*.)~ 

ou 

aura 

idem 

:i([uement 

I 

/'(^, 

,4-9//) 

F(^o 

+  /«)_/( 

^.-h  A)_ 

/(x„ 

-f-  9hy 

/(^•. 

'+*)   _ 

I 

-F'K 

-h  9k) 

F  (x„ -+-/♦)       ¥{x,-i-Ofiy 
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1.    ^                   '                F(a;o-hA)  /,. 

d  ou ,  en  représentant  ~ j-.  par  9  («)  , 

F(x.  +  9A)_y(9A)'_  y(eA) 

/'(x.4-9A)~  ?(A)  -''^      S(A) 

Or,  si  77—^9  ou(f  (A),  a  une  limite  finie,  (f  (Qk)  aura  la 

même  limite,  et  ...  tendra  vers  l'unité;  on  aura 
donc 

hm. -^;^  ===  hm.  ;27-H  • 

Si ,  au  contrai  re ,  1  expression  ^tt-  tend  vers  o  ou  00  , 

elle  finira,  en  général,  par  varier  conslamment  dans  le 
même  sens,  à  mesure  que  x  tendra  vers  Xq]  et  le  facteur 

\rJ  s^ra ,  dans  le  premier  cas,  plus  petit,  et,  dans  le 

second,  plus  grand  que  l'unité.  Donc  -2;77— Mevîentnulou 

,  /  W 

infini  en  même  temps  que  t^^^'  ^^  P^^  conséquent,  dans 
tous  les  cas ,  la  recherche  de  la  vraie  valeur  de  ~-i  se  ra- 
mené  a  celle  de  ^,  ;  <« 

/  w 

Si  donc  F'  (xo)  et/'  (Xq)  ne  sont  ni  nuls  ni  infinis ,  la 
limite  cherchée  sera 

Si  les  dérivées  de  F  (x) ,  f{x)  devenaient  infinies  jus- 
qu'à un  certain  ordre,  on  agirait  comme  dans  le  cas  pré- 
cédent. Mais  si  elles  deviennent  toutes  infinies ,  cette  mé- 
thode ne  sera  plus  applicable;  et  ce  qu'il  y  a  souvent  de 
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mieux  à  faire  dans  ce  cas,  c'est  de  remplacer  x  par  .r^  +  A 
et  d  eflectuei' les  réductions. 

Ainsi  soit ,  par  exemple ,  la  fraction 

ses  deux  termes  deviennent  nuls  pour  0?  =  j^o^  et  toutes  les 
dérivées  deviennent  infinies.  Mais  si  l'on  po»ea:=.ro-l-/î, 
elle  devient 


supprimant  le  facteur  commun   A*,   i!   reste ^^ 

dont  la  limite  est  zéro  quand  h  tend  vers  zéro. 

211 .  La  valeur  Xq  étant  arbitraire  peut  être  supposée 
aussi  grande  que  Ton  voudra,  et,  par  conséquent,  les 
régies  précédentes  s'appliquent  au  cas  où  l'on  a  Xq  =  00  . 
Mais  la  démonstration:  directe  ne  pourrait  plus  se  faire  de 
la  même  manière  dans  ce  cas,  et  il  est  bon  de  l'examiner 
à  part. 

Si  l'on  jK)se  :r  =  -9  on  aura 


/w 


^a)' 


y  tendant  vers  zéro,  il  n'y  aura  aucune  difliculté,  et  Ton 
aura,  par  la  démonstration  précédente, 

lim.  — ^  =  lim.       f-y    =  lin.,  — X  f  • 

I.  19 


200  LIVBE    II. 

On  aura  donc  aussi 

X  croissant  indéfiniment. 

212.  Considérons  maintenant  le  produit 

et  supposons 

nous  aurons  identiquement 

ce  qui  ramène  au  premier  cas  ;  et  l'on  trouve  alors 

Si  la  seconde  expression  rentre  dans  un  des  cas  examinés , 
on  la  traitera  par  les  procédés  déjà  indiqués. 

213.  On  peut  encore  donner  une  autre  règle  pour  trou- 
ver la  limite  de  la  fraction 

dans  laquelle  on  suppose  x  infini. 

En  effet,  h  étant  nne  quantité  finie  quelconque,  on  a, 
quel  que  soit  :r ,  * 

n  ' 

faisant  croître  x  indéfinimenl  ,  le  second  membre   tend 
vers  F'  (oc  ) ,  qui  est  la  limite  de  la  fraction  —^9  d'après 
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une  des  règles  précédentes.  Donc 

x  à 

et  si ,  pour  plus  de  simplicité,  on  fait  A  =  r, 

lim  J-^^  =  lim.  [F  (jc  ^  i)  —  F(jc)]. 

Ce  ihoérème  a  été  démontré  d'une  autre  manière  par 
M.  Cauchy,dans  son  Cours  d* Analyse  algébrique, 

214.  Considérons  maintenant  une   expression   de    la 
forme 

F  (x)/:*); 
son  logarithme  est 

/(x)logF(x), 

et  rentre  dans  une  expression  que  nous  avons  examinée. 
Si  donc  on  peut  déterminer  par  les  règles  précédentes  la 
vraie  valeur  de  ce  logarithme,  dans  le  cas  singulier  où  les 
fonctions  log  F  [x)  eif[x)  seraient  Tune  infinie  et  Fautre 
nulle,  on  en  conclura  immédiatement  celle  de  Texpression 
proposée. 

Examinons  en  particulier  l'expression 

1 

dans  le  cas  de  ar=  oo  ,  et  supposant  F  (oo  )  r=:  oo  .  Le  lo- 
garithme de  cette  expression  est 

logFW 
, 

X 

et  sa  limite  est  celle  de  —j-^)  que  Ton  peut  traiter  par  les 

règles  précédentes. 

,,  .      ,  ,,             ,.          ,  loi'  F  (.r    ,        ,   ,  .1.. 

Mais  si  1  on  applique  a  ^—  la   règle  particulière 

du  n^  212,  on  trouvera  que  sa  limite  est  la  mênl(^  que 

'9 
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celle  de 

logF(^4-i)-logF(^),     ou      \o^lSf^. 

Donc   la  limite   de   F  (x)'    est  la  même  que   celle  de 

, ,  ,    •  quand  x  devient  infini.  Celte  rèele  avait  encore 

F  (x)     ^  ^ 

été  démontrée  par  M.  Cauchy. 
Si  l'on  a  F  (00  )  =  o,  on  posera 

^("^)  =  7Î:;\'   "^'^^  F(x)'=-^. 

Mais  (p  (  00  )  =  ûo  ,  donc 

lim.,G.)'=.lim.  ^i^ 


et 


,i^.F(..}i=lim.-îi^  =  lim.^("-^'^ 


(p(^-M)  F(jc) 

215,  L'application  de  ces  diverses  règles  conduit  à 
quelques  résultats  particuliers  qui  méritent  d'être  re- 
marqués : 

—  =:  00  pour  07  =  00  si  1  on  a  «  >  1 . 

^  loff  .r 

— 2—  =.  o  pour  X  =  00  , 

j;  log  j:  ==  o  pour  a;  =  o , 
,re^  =.  00  pour  o:  =  o , 

T 

•r^rr  I  pour  0;=^  00  , 

(  A  jc^-f  B  x'"-'  -H ...  -I-  Il  j"^  =  I  pour  ^  ~  00  , 
.i*r=:  I  pour  j:  =  o, 

I 

(  cos///.r)^"  1=:  1  pour  .r  m  o , 
[i-{-  œY  =z  e  pour  o:  =:  o . 
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Série  de  Taylor  pour  les  fonctions  d'une  seule 
variable» 

216.  La  série  que  nous  allons  faire  connaître  a  pour 
objet  de  développer  une  fonction  quelconque  de  la  somme 
x-\-h  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  l'une 
des  parties,  par  exemple  de  A;  elle  a  été  découverte  par 
Taylor,  et  a  conservé  le  nom  de  son  inventeur.  Maclaurin 
en  a  déduit  une  autre  qui  donne  le  dcv€^loppement  d'une 
fonction  suivant  les  puissances  de  la  variable,  et  qui  a 
été  employée  avant  lui  par  Slirling.  Il  suffit,  en  effet,  de 
faire  x=:o  dans  la  première  pour  obtenir  le  développe- 
ment d'une  fonction  de  la  variable  h  suivant  les  puis- 
sances de  II.  Cette  série  de  Maclaurin  n'est  doue  qu'un 
cas  particulier  de  celle  de  Taylor,  et  c'est  pour  cela  qu'on 
la  désigne  ordinairement  sous  le  même  nom. 

Soit  F  [x-hh)  la  fonction  qu'il  s'agit  de  développer 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  /i. 

Commençons  par  écrire  un  nombre  quelconque  n  des 
termes  déduits  suivant  la  même  loi  que  si  la  fonction 
était  entière  et  rationnelle,  et  désignons  par  y  (A)  la 
fonction  de  x  et  de  A,  qui,  ajoutée  à  ces  termes,  repro- 
duit F  [x  +  li)  :  nous  aurons 


1,1,  ..  [n  —  i) 

Les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  h  étant 
nécessairement  identiques,  on  reconnaît  sans  peine  que 
f[h)  et  ses  [n  —  i)  premières  dérivées  deviennent  nulles 
pour  A  =  o ,  et  que 

Donr,  d'après  une  formule  démontrée  précédemment ,  on 
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aura 

fi  h  \  — 

À" 

JK"-)—  j 

.  s». .  .  .  /? 

et,  par  suite, 

F"(a:-f-Ô//), 


F  r.r  -h  //)  =  F  (^)  +  //  r  {x)  -+.  -^  F"  (x)  -4- . .  • 
(0        {  ''"" 

I  .2.  .  .   (/2  — l)  '  I  .2..  .  «  ^ 

Cette  formule  donne  la  solution  de  la  question ,  et  montre, 
dans  quel  cas  elle  est  possible.  En  effet,  si  l'expression 

^        F"  (^4-0/0 

I  .2.  .  ./7         ^  ^ 

tend  vers  zéro  à  mesure  que  n  augmente,  F  (j: -{-//)  est 
la  limite  de  la  série 

et  l'on  peut  poser  la  formule  suivante,  qui  est  celle  de 
Taylor  : 

t       F  (x  -f-  A  )  =  F  (^)  -h  //  F'  {x)  H-  --  F''  (or)  -h . .  . 
(2)    < 

F''(.r)H- 


Mais  il  faut  bien  faire  attention  que ,  d'après  la  formule  sur 
laquelle  est  fondée  cette  série,  elle  ne  peut  être  substituée 
à  F(xH-//)  que  lorsque  F  (a:)  et  toutes  ses  dérivées  sont 

continues  entre  x  et  a:  -|-  A,  et  que      F"  (a?-f-9  /iV 

^        1 .2. .  ./i        ^  ' 

lend  vers  zéro  quand  n  croît  indéfiniment. 

La  fonction  F  [x-\-li)  ne  peut  être  développée  suivant 

les  puissances  de  h  autrement  que  par  la  formule  (2)  -,  car 

deux  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances 
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entières  et  positives  d'une  même  variable,  et  dont  les 
sommes  sont  égales ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  cette  va- 
l'iable,  sont  les  mêmes,  terme  pour  terme. 

217.  Il  est  facile  de  reconnaître  que  le  terme 

F-for  +  e/i), 

i .1. , .n       ^  ' 

qui  donne  la  valeur  exacte  du  reste  de  la  série ,  après  les 
//  premiers  termes,  tend  vers  zéro  toutes  les  fois  que 
F"  (a:)  reste  fini,  lorsque  n  augmente  indéfiniment  :  et 

pour  cela  il  suffit  de  faire  voir  que  tend    vers 

^  ^  1.2     .  ./î 

zéro  quel  que  soit  A.  En  ellct,  quand  n  aura  dépassé  la 
valeur  de  A,  et  qu'on  l'augmentera  indéfiniment,  l'expres- 

si  on   sera   multipliée   par   les   fractions 


1  .2.  .  ./i  ^  ^  /i  +  I 

^î-'-î  qui  diminuent  de  plus  en  plus.  Mais  quand 

même  elles  resteraient  égales  à  la  première,  qui  est  plus 
petite  que  l'unité,  on  sait  que  le  produit  aurait  pour  li- 

mite  zéro.  Donc  il  en  est  de  même  de quand   n 

1  . 2 ...  «     * 

croîtra  indéfiniment^  et  la  série  de  Taylor  peut  être  em- 
ployée lors([ue  F  (x)  et  loules  ses  dérivées  sont  continues 
et  finies  entre  x  et  jr-hA. 

Limites  de  Veneur.  — La  formule  (i)  a  l'avantage 
de  donner  des  limites  de  l'erreur  commise  en  s'arrê- 
lant  à  un  terme  quelconque  de  la  série  de  Taylor.  En 
effet,  si  l'on  prend  les  n  premiers  termes,  la  quantité 
exacte  qu  il  faudrait  y  ajouter  pour  obtenir  ¥[x-{-h)  est 

//" 

F"(x  +  0/i).  Si  donc  on  désifi;ne  par  A  et  B  la 

I  .  2 ...  «         ^  '  ♦-        i 

plus  petite  et  la   plus  grande  valeur  que  pieud  F"(jr) 

<|uaud  X  passe  par  toutes  les  valeurs,  de  x  à  x-^/i^  l'er- 
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reur  commise  en  prenant  les  n  premiers  termes  de  la  série 

A  A"                          .                B  A" 
sera  plus  grande  que -,  et  plus  petite  que 

218.   La  formule 

h" 


I  .2.  .  ./î 


n'exige  aucune,  condition  relative  aux  dérivées  d'un 
ordre  supérieur  au  /i'^'"*.  Ces  dernières  pourraient  être 
discontinues  dans  l'intervalle  de  x  à  x-4-A,  sans  que  la 
formule  cessât  d'être  exacte.  Ainsi  ce  développement  peut 
être  exact  quand  on  l'arrête  à  un  certain  terme,  et  deve- 
nir inexact  si  l'on  voulait  le  pousser  au  delà. 
Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait 

P 

m  étant  un  nombre  entier  positif,  et  -    compris  entre  o 

et  I .  Si  l'on  considère  pour  x  la  valeur  particulière  0*0? 
les  dérivées  seront  finies  jusqu'à  F'"  [xq)  inclusivement, 
en  supposant  que  celles  AGf[x)  et  ^  [oc)  le  soient; 
mais  au  delà  elles  deviendront  infinies.  Le  développe- 
ment ne   devra  donc  être   poussé  que  jusqu'au    terme 

F"'   *  (Xo)  tout  au  plus:   et  il  pourra  être 

complété  au  moyen  d'un  terme  renfermant  la  dérivée 
suivante. 

219.   Dév>eloppement  deF{x).  —  Sij,   dans   la    for- 
mule (i)  ,   on  fait.r=o,  et  qu'on  remplace  ensuite    la 
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lettre  h  par  la  lettre  x,  on  obtient 

l       F(x)=F(o)-4-^F'(o)-f--^r'(o)  +  ... 

(3)  ; 

'.  I  .  2 ...(«  —  I  )  ^     '  I  .  2 ...  «         ^         ' 

On  peut  ainsi  développer  une  fonction  de  x  suivant  les 
puissances  de  a:,  pourvu  que  cette  fonction  et  ses  dérivées 
jusqu'à  Tordre  w  soient  continues  entre  o  et  je.  Si,  à  mesure 

fin 

([ue  n  augmente  indéflni  ment,  l'expression F"  {Bx) 

tend,  vers  zéro,  la  fonction  F  (x)  pourra  ôtre  exprimée 
par  la  formule 

(4)  F(^)  =  F(o)4-^F'(o)+— F''(o)  +  ...; 


('est-à-dire  que  la  limite  de  la  somme  dos  termes  du  se- 
cond membre  est  F  (x).  Celte  dernière  formule  est  celle 
de  Maclaurin. 

Si  on  l'avait  obtenue  avant  celle  de  Taylor,  on  en 
déduirait  celle-ci  en  considérant  F(jr+A)  comme  une 
fonction  de  h  et  la  développant  par  la  formule  de  Ma- 
claurin. 

Formule  pliis  générale.  —  On  peut  encore  déve- 
lopper F  (.r)  d'après  la  formule  de  Taylor,  en  rempla- 
çant X  par  Xq-}-(x — Xo)\  on  trouve  ainsi 

F(.r):3zF(^o)-^(^'-.ro)F(^o)+^'^7r'''^''^^'''"^"^'--> 

et  l'on  peut  toujours  choisir  Xq  de  telle  sorte  que  F  [xq)  , 
F'  (xo) ,  etc.,  ne  soient  pas  infinies.  Mais  cela  ne  suffira 
pas ,  et  il  faudra  toujours  s'assurer  que  le  reste  de  la  série, 
dont  nous  connaissons  l'expression,  a  pour  limite  o. 
u4utre  formule.  —  Enfin  la  série  de  Taylor  a  conduit 
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BernouUi  à  une  autre  forme  de  développement  peu  em- 
ployée. Si  l'on  y  suppose  /i  =  —  x,  elle  devient 

F(o)  =  F(x)-xF'(.r)  +  -flF"(x)--^3F"'(^)4-..., 

d'où 

(5)F(.r)=F(o)+xF'(^)--^F"(x)+7^F"'(^)— •- 

Les  coefficients  des  différentes  puissances  de  x  sont 
eux-mêmes  des  fonctions  de  .r^  de  sorte  que  l'ou  ne 
trouve  pas  dans  ce  développement  le  principal  avantage 
que  Ton  cherche,  qui  est  de  remplacer  la  fonction  par  un 
polynôme  entier  et  rationnel.  On  s'assurerait  de  son 
exactitude,  comm^  dans  les  formules  précédentes, 

220.  Il  faut  bien  se  garder  de  croire  que  les  séries  de 
Taylor  et  de  Maclaurin  puissent  être  employées  toutes 
les  fois  qu'elles  sont  convergentes  5  car  elles  pourraient 
converger  vers  d'autres  limites  que  les  fonctions  qu'elles 
4ev raient  représenter. 

f 

Ainsi,  par  exemple,  la  fonction  a  "^  devienlnulle, 
ainsi  que  toutes  ses  dérivées,  pour  x=o,  et  cependant 
elle  n'est  pas  identiquement  nulle.  Il  suit  de  là  que  si 
F  (j:)  est  une  fonction  développable  par  la  série  de  Ma- 

claurin ,  F  (a?)  -f-  e  "^  ,  développée  par  la  même  formule, 
donnera  lieu  à  une  série  convergente,  mais  qui  représen- 
tera F  (x) ,  et  sera,  par  conséquent,  inexacte. 

L'exactitude  du  développentent  ne  peut  jamais  être 
établie  que  par  la  considération  de  T expression  qui  en 
complète  la  valeur  après  un  nombre  quelconque  de 
termes. 

221.  Aulre  forme  pour  le  reste,  —  Il  est  quelquefois 
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Utile  de  donner  au  reste  de  la  série  de  Taylor  une  autre 
forme  que  nous  allons  faire  connaître. 

Considérons  d'abord  le  développement  de  F  [x)  ^  nous 
pouvons  poser,  en  remplaçant  .r  par  z  -h  [x  —  z) , 

F(x)  =  F(2)-H(.r--3)F'(z)4-^^^^=^r'(z)4-...      • 


1 .2. .  .(/i  —  i)  1 .2.  . ,« 

Si  Ton  représente  le  dernier  terme  par /^(z),.  et  qu'on 
différentic  les  deux  membres  de  l'équation  par  rapport 
à  ^,  on  obtient,  toute  réduction  faite, 

Celte  équation  détermine  la  dérivée/'  (z)  de  la  fonction  ' 

1.2.../? 


el  donn^ 


-^     ^     ^  I  .2.  .  .(;?  —  !)  '     ^ 


Or  on  peut  exprimer/ (z)  au  moyen  def  [z)  par  la  for- 
mule 

et  l'on  peut  observer  que/(x)=o,  puisqu'en  faisant 
z  ==  J?  dans  la  fonction  représentée  pary(^),  on  trouve 
identiquement  zéro.  La  dernière  équation  donne  donc 

^^'^ = 7.l!'.T(.!-.)  (®')"~'  ^"  [•'^ + «■  (^  -  ^)]« 

et  Ton  a  ainsi  une  nouvelle  expression  du  reste  de  la  série 
qui  donne  le  développement  de  F  (.r). 

Si  Ton  suppose  ^  =  o,  on  a  le  développement  àv  Ma- 
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claurin ,  sous  la  forme  suivante,  eu  faisant  i  —  0i  =  6  : 


x^ 


i   FW  =  F(o)4-xF'(o)4-  — r'(o)4-... 

-+- % .  F-  (o)  +    "^  ^'    /^       . P ( Ox) , 

l  I.2...(/«  —  l)  ^^  1.2.  ..(/î  —  l) 

ô  étant  compris  entre  o  et  i . 

Dans  le   développement  semblable  donné  précédem- 
ment 5  le  reste  est  exprimé  par 

-^ F"(ô.r), 


0  désignant  une  fraction  difterente.  La  nouvelle  forme 
donnée  à  ce  reste  est  quelquefois  plus  propre  à  manifester 
la  convergence  de  la  série  vers  F  [x). 

Si  dans  la  formule  (6)  on  suppose  F  [x)  =f(li-\-x)^ 
on  aura 

/(A  +  x)=/(/,)  +  .r/'(A)-4-^/"(A)+...         '        .     ' 


I.2...(/2  —  Ij  ^  I.2...(/î  —  l) 

OU,  en  changeant  les  lettres  h  et  x  Tuue  dans  l'autre, 
/(x  -h  A)  =/(.r)  +  'If  (^)  -f-  il/"  (x)  +  .  .  . 

.  /"-'W  +    ^       /^      ,  /» (-r  4-  9/.), 


1.2...    [fl  —  l)  ^  1.2     .     (« —  l) 

e'est  la  série  de  Taylor,  le  reste  étant  présenté  sous  une 
nouvelle  forme. 

Appli(iuons  les  formules  précédcnies  à  quel<iues  exem- 
ples. 
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222.   Applications.  —  i^.  Soit  F  (x)  ==  a',  on  aura 

F'(x)  =  a*\a..  .,      F«(.r)  =  a'l'»«, 
F(o)  =  i,     F'(0)  =  lrt.    .,     F»(o)=:l''«, 

et,  par  suite, 

a'=  I  H-a;l/iH h.. .H 1 «^^, 

1.2  I.2.../Î  —  I  1.2...W 

L.e  reste a      tendant  vers  zéro,  a  mesure  que  fi 

I  .2.  .  ./î  ^» 

augmente,  la  série  indéfinie  a  pour  somme  a^. 
2^.   Soient 

F  (a;)  =  1  (i  4-  :r),        F'  {x)  =  (1'+  x)-\ 

F'''(j:)=:— (i-hx)-',   F''(jr)=±:i.2.  ..(/i— i)(i  4-  a:)-", 

d'où  résulte 

F(o)=:o,  F'(o)  =  i,  F'' (o)  =-.!,...,  F''(o)  =  rbi.2...(,i-i), 
et,  par  conséquent, 

2«3  m3  jwi  y/i 

\{i-^x)  =  x 1_— ^4-..  .±  —  (1-4-00?)-". 

^  '  234  '^ 

La  série  seraitcomposée  de  termes  indéfiniment  croissants 
si  l'on  supposait  x'^i,  parce  que  la  limite  du  rapport 
d'un  terme  au  précédent  est  or,  lorsque  leurs  exposants 
augmentent  indéfiniment  (voir  à  la  fin  la  Note  sur  les  sé- 
ries). Il  suffit  donc  de  s'assurer  si  le  reste  tend  vers  zéro 
quand  on  a  x  <  1  ;  et  pour  cela  il  faut  distinguer  deux 

cas.  Si  X  est  positif,  on  a —  <^  i    si  x  <^  1  5   et  par 

conséquent  le  reste  tend  vers  zéro,  et  la  série  converge 
vers  1  (i  +  .r). 

Si  X  est  négatif  et  qu'on  le  représente  par  —  z^  le  reste 

— ^~vi  ^^  ^^*  présente  pas  sous  une  forme  propre  à 
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faire  reconnailre  s'il  tend  vers  zéro  ^  parce  que  l'on  n'a- 
perçoit pas  lequel  est  le  plus  grand  des  deux  termes  de  la 

fraction  — ^^-  Mais  si  l'on  prend  la  seconde  forme  que 

nous  avons  indiquée  pour  le  reste ,  on  trouvera  pour  le 

cas  actuel  —r ttA — ?  ou,  abstraction  faite  du  signe, 


/z  —  Bz\' 

\l  —  02/ 


I  —  Bz 


2,  —  05 

Or  la  fraction —  est  moindre  que  l'unité  si  z  <^\\ 

donc  le  reste  tend  vers  zéro,  et  la  série  représente  1  (  i  -\-x) . 
Cette  série  peut  donc  être  employée  pour  toutes  les  va- 
•  leurs  de  x  comprises  entre  H-  i  et  —  i. 

On  peut  obtenir  des  séries  plus  convergentes  que 
la  précédente  et  plus  applicables  au  calcul  des  loga- 
rithmes. 

Si  dans  la  formule 

2  0 

on  change  x  en  —  x ,  on  obtient 

i(,-x)=-x-|_|,..., 

et ,  en  retranchant  la  seconde  de  la  première , 


I  —  .r 


/  x'       x'     '        \ 


Posant 


XI  I 

=r  I  H — ,     d'où     x  =  - 


i    -    X  y  2  J  -I-  1 
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il  vient 

=  ^  [2J  +  1  "^ 3(274-1)'"*"  5(5r-M)^"^'"J' 

Celte  série  irès-coiivergcnte  donne  la  différence  des  lo- 
garilhmes  de  deux  nombres  entiers  consécutifs,  et  fait 
connaître,  par  conséquent,  les  logarithmes  de  tous  les 
nombres  entiers  depuis  l'unité. 

Connaissant  les  logarithmes  dans  la  base  e,  on  les  ob- 
tiendrait dans  toute  autre  base ,  en  les  divisant  par  le  lo- 
garithme de  la  nouvelle  base  pris  dans  la  base  e. 

Nous  ferons  connaître  plus  tard  des  procédés  plus  com- 
modes pour  la, construction  des  Tables  de  logarithmes. 

3*^.  Soit  maintenant 

F(a')  =  (i  +  x)«, 
on  aura 

F'{x)  =  m(i-4-.r)'«-',..  .. 


et ,  par  suite , 

// 

m  {m  —  !)...(/»  —  n  -r-  i] 


m  [m  —  I ) 

(i  4-  x)'"  =  i  4-  w-c  H ^^ -x'^'Jt-  .  . , 

^  ^  1.2 


I  .  2  ...  « 


jc»(i  H-ôa;)™ 


Pour  que  la  série  indéfinie  représente  (i  +  a*)"*,  il  est  d'a- 
bord nécessaire  qu'elle  soit  convergente.  Or  le  rapport  du 


m 


—  p-¥i 


terme  de  rang  p  au  précédent  est x,  et  tend 

vers  — a:  à  mesure  que  p  augmente  5  donc  la  série  n'est 
pas  convergente  si  x  e.ft  en  dehors  des  limites  -j-  i  et  — i . 
Il  suffit  donc  de  reconnaître  si  le  reste  tend  vers  zéro  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  ces  limites. 
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Ce  reste  peut  se  décomposer  dans  les  deux  facteurs 
m  [m —  i). . .  (/72  —  /i  +  i) 


I .2. , .« 


x"     et     (i-+-ô^)'"- 


Le  premier  tend  vers  zéro,  parce  que  si  n  augmente 
d  une  unité,  il  se  trouve  multiplie  par  x  qui   s  ap- 
proche de  plus  en  plus  de  —  x  dont  la  valeur  absolue  est    • 
moindre  que  1  unité  \  et  quant  au  second  lacteur^ — r^  » 

si  Ton  suppose  d'abord  x  positif,  il  tend  aussi  vers  zéro, 
à  moins  que  0  ne  s'approche  indéfinimeïit  de  zéro,  mais 
dans  tous  les  cas  ce  facteur  reste  plus  petit  que  Tunilé, 
et,  par  conséquent,  le  reste  de  la  série  tend  vers  zéro. 
Donc  elle  représente  {i-{-  x)"'  pour  toutes  les  valeurs 
'de  X  comprises  entre  o  et  +  i . 

Mais  si  X  est  négatif,  rien  ne  prouve  que  le  second  fac- 
teur ne  croîtra  pas  indéfiniment  avec  w,  et  cela  arrivera 
môme  certainement ,  à  moins  que  Q  ne  tende  vers  zéro  ^ 
car  l'expression  (i-\-QxY  tendrait  vers  zéro  si  la  frac- 
tion i-i-Qx  ne  s'approchait  pas  indéfiniment  de  l'unité. 
Il  faut  alors  avoir  recours  à  la  seconde  forme  du  reste, 
qui  est 

1 .2.  .  .(«  —  i)  ^  ^ 

_      ^  7W  (//î  —  i).  .  .(m  —  « -h  i)  jc"  j 

Le  lactenr  — ^ ^ —  tend  encore  vers 

I  .  2  ...  «  —  1 

zéro^  l'autre  facteur  devient ,  en  remplaçant  x  par  —  z^ 

Or  on  a —  <^  i ,  puisque  -s  <;  i  :   donc   ( —  | 

tendra  vers  zéro,   à  moins  que  6  ne  tende  vers  zéroj  et 
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dans  ce  cas  même  celte  expression  est  toujours  moindre 
que  Funité.  Donc  le  reste  de  la  série  tend  vers  sséro,  et, 
par  conséquent,  celle-ci  peut  être  employée  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  -f- 1  et  —  i . 
4°.  En  prenant  successivement 

F(j?)  =  sinx,      F(x)  =  cosa:, 

on  est  conduit  aux  séries  suivantes  qui  sont  exactes,  quel 
que  soit  a:  : 


sin  X  =:  X  —  -  - 


.2    3  1.2    3.4.5  1.2.3.4.5.6.7  '* 

x^  x^  x^ 

'  1.2       1.2.3.4       1.234-5.6 

Elles  supposent  le  rayon  égal  à  l'unité,  c'est-à-dire  que  x 
désigne  le  rapport  de  Tare  au  rayon  du  cercle;  et  sinx, 
cosx  désignent  les  rapports  des  lignes  auxquelles  elles 
correspondent,  à  ce  mêmiô  rayon  :  dans  le  cas  où  il  se- 
rait désigné  par  R,  on  remplacerait  dans  les  seconds 

membres  x  par  -  9  R  étant  le  rayon  ;  et  dans  les  premiers 

sinx    cosj:    r^     %  1 

sino:  et  cosa:  par  -^-^  -jr~*  (Quelque  grand  que  soit  x, 

les  termes  finissent  par  aller  constamment  en  diminuant, 
et  comme  ils  sont  alternativement  positifs  et  négatifs. 
Terreur  commise  en  arrêtant  la  série  à  un  terme  quel- 
conque est  moindre  que  le  suivant. 

5^.  Considérons  maintenant  des  fonctions  de  x  -+-  A , 
et  soit  d'abord  F  (.r)  =  x*"  ;  on  trouvera ,  quel  que  soit  m, 

jn[m  -^i) 

{jc  -i-  h  Y  =  x"^  -h  ///x"-'  h  H i i  x'"-^»  /!'+... 

^  '  1.2 

m  [m  —  I ) .  .  .  /w  —  n  -^  1 


I  .2  ...   (/I  —  I 

m.  .  n  [m  —  «  -f-  I 


A"(j:-f-  0//)'"-". 
I .2  ...  «  ^ 


20 
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Le  rapport  du  terme  de  rang  p  au  prëc^enl  est ^ 

et  tend  vers quand  p  augmente  indéfiniment;  la  sé- 
rie ije  sera  donc  convergente  que  si  l'on  a  A  <^  j:,  abstrac- 
tion faite  des  signes.  Quant  au  reste,  on  reconnaîtra, 
comme  dans  le  cas  de  (i  -+-  j:)"*,  que  si  h  est  compris 
entre  +  a:  et  —  x^  il  tend  vers  zéro;  et  la  série  repré- 
sente par  conséquent  (a:  -|-  A  )'". 
6^.  Soit  encore 

F(^)  =  logx, 
d'où 

on  trouvera 

log{.  +  A)  =  log.  +  Icg.  [^  -  Jt  + . .  .±__i;_  j. 

La  convergence  de  la  série  exige  encore  h<^x\  dans  ce 
cas ,  on  reconnaîtra,  comme  dans  le  cas  de  log  [i-h  x)^ 
que  le  reste  tend  vers  zéro ,  à  mesure  que  n  augmente ,  et 
que,  par  conséquent,  log  (x-f-A)  peut  se  développer 
par  la  formule  de  Taylor,  lorsque  h  est  compris  entre 
-f-  x  et  —  X, 

On  déduirait  le  développement  de  log  (a:  +  A  )  de  celui 
de  log  (i  -f  x) ,  en  observant  que 

log  (.r  + /i )  —  logx  =  log  n  H- i  j - 

et  de  même  on  aurait  déduit  le  développement  de  [x-^-hy 
de  celui  de  (i  -h  t)"*,  en  observant  que 


{x-{-?i) 


'.=.^(,+^)" 


On  développerait  aussi  a"""^^^  en  remarquant  que 
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et  il  resterait  à  développer  ah  par  la  formule  donnée  ci- 
dessus. 

223 .  Extension  de  la  formule  de  Taylor  aux  fonctions 
de  plusieurs  variables.  —  Proposons-nous  maintenant  de 
développer  F  (a: -h  A,  J^H-^)  suivant  les  puissances  de 
A  et  /r,  ¥  [x^  y)  éunt  une  fonction  donnée.  Pour  cela 
nous  considérerons  d'abord  la  fonction  F  [x-hht^y-^ki)^ 
et  nous  la  développerons  suivant  les  puissances  de  t  par  la 
formtde  de  Maclaurin  :  il  suffira  ensuite  de  faire  f = i  pour 
avoir  le  développement  cherché.  Or,  pour  avoir  les  coeffi- 
cients des  différentes  puissances  de  r,  il  faut  prendre  les 
dérivées  successives  de  F  [x+ht^y-^ht)  par  rapport  à  t , 
puis  y  faire  t=:o.  On  trouvera  par  la  règle  des  fonctions 
composées  de  fonctions  linéaires ,  en  entendant  que  dans 
toutes  les  dérivées  partielles  de  F  (a:,  y)  on  remplace  x 
ei  j^  par  jc -f- Aa  ,  y-^-ht^ 

r/F       ^F ,       fi¥  , 
dt        dx  dy 

eU^        dz^  dxdy  dy^      ' 


—r-  =  -T-  /*"  4-  «  -î ;-/*"*'  X-  -h  ...  H-  -7—  k'*. 

dt^        djf"  djf"-'  dy  dy*" 

Si  Ton  fait  t  =  o  dans  toutes  ces  dérivées  partielles ,  elles 
deviennent  celles  de  la  fonction  même  ¥  [x^y).  On  aura 
donc 


r-+-. 


t"        /d"F  ,  cf"F  ,  \ 

I  .2.  .  .  /î  \  ^/x«  r/j«       Jx-i-Ohi,  y-^Okt, 

X  el  y  étant  remplacés  par  a:  -f-  6A^  et  y-^-  6kt  dans  le 
coefficient  de  f.  Faisant  maintenant  t=:i,  on  aura  le 
développement  cherché  : 

20. 
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pourvu  que  toutes  les  dérivées  partielles ,  jusqu'à  l'ordre  n 
inclusivement ,  soient  continues  entre  x-\-hel  y-^h- 

On  aurait  une  formule  analogue  si  au  lieudeF  (ir,  y)  on 
avait  une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

Pour  que  cette  série,  poussée  indéfiniment,  représente 
F  (a:  -I-  /i ,  j^  -I-  A),  il  faut  que  l'ensemble  des  termes  qui 
expriment  le  reste  tende  vfers  zéro  \  et  Ton  pourra  s'en 
assurer  en  prenant  la  valeur  de  6  qui  rendrait  ce  reste  le 
plus  grand  possible ,  et  cherchant  si  cette  valeur  maximum 
tend  vers  zéro  lorsque  n  croît  indéfiniment.  Quand  il 
arrivera  que  chaque  terme  du  reste  tende  vers  zéro ,  quel- 
que valeur  qu'ait  6  entre  o  et  i,  il  sera  prouvé  que  le 
reste  lui-même  diminue  indéfiniment^  et  la  fonction 
F  (jc-f-A,j^-|-fc)  sera  développable  en  série  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de  h  et  A*. 

Si  dans  la  formule  précédente  on  fait  a:  =  o,  j^  =  o , 
on  a  le  développement  de  F  (A ,  A)  -,  et  si  Ton  change  h  et  k 
en  X  et  j-,  on  obtient 


/^F\  /^/'F\ 


fi*'¥ 


d)"   I.2.. 


'0,  ey. 


Dans  toutes  les  dérivées  partielles  de  F{x,  y)  ou  doit 
remplacer  x  et  y  par  o,  excepté  dans  les  termes  du  reste, 
où  ils  doivent  être  remplacés  par  6x^  9y,  Si  ce  reste  tend 
vers  zéro  quand  n  augmente,  F  (jtr,  j)  peut  se  développer 
en  série  indéfinie  suivant  les  puissances  de  o?  etj'.  On  a 
ainsi  la  formule  de  Maclaurîn  étendue  aux  fonctions  de 
deux  variables  ;  et  on  retendrait  semblablement  aux  fonc- 
tions d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

Les  deux  formules  (i)  et  (  2)  peuvent  être  écrites  comme 
il  suit,  a,  a, , . . . ,  a„  tendant  vers  zéro  avec  h  eih  : 


3io 


LIVRE  II. 


■  4Sn 


■    I    5N 


GAICUL    DES   DÉRIVÉES    ET    DES   DIFFÉRENTIELLES,     ETC.  3 II 


Des  maxima  et  minima  des  fondions  d'une  seule 
variable» 

3SA.  On  dit  qu'une  fonction  F  (x)  prend  une  valeur 
maximum  pour  la  valeur  x^àex^  lorsque  x  croissant  ou 
décroissant  à  partir  de  Xq  dans  un  intervalle  déterminé, 
quelque  petit  qu'il  soit,  la  fonction  F  (x)  est  toujours 
moindre  que  F  (xo  ) .  La  valeur  de  la  fonction  est  minimum 
lorsque ,  dans  les  mêmes  circonstances  9  F  (a:)  est  toujours 
plus  grand  que  F  (xo). 

Il  résulte  de  là  que,  pour  que  x^  donne  un  maximum 
ou  un  minimum  pour  F  (x) ,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  F  (xo  4-  A)  —  F  (xo)  soit  constamment  négatif  ou 
constamment  positif,  quel  que  soit  le  signe  de  h ,  pourvu 
que  sa  valeur  soit  suffisamment  petite.  Il  n'y  a  de  règles 
générales,  pour  s'en  assurer,  que  quand  F'  [x)  est  con- 
tinu dans  le  voisinage  de  x^ ,  et  c'est  le  seiil  cas  que  nous 
examinerons. 

On  aura  alors   ^ 

F  (-To  +  A)  -  F (*•«)  =  /'  F'  (x,  4-  0//  ). 

Lorsque  A  tend  vers  zéro,  F'  (xo-h5A)  tend  versF'(a:o)  •,  et 
si  cette  dernière  valeur  n'étai  t  pas  nulle,  le  second  membre 
changerait  de  signe  avec  A:  la  différenceF{j'o4-A) — F(xo) 
ne  serait  donc  pas  de  signe  constant ,  quel  que  fût  le  signe 
de  h ,  et  par  conséquent  F  (x)  ne  serait  ni  maximum  ni  mi- 
nimum, pour  x  =  Xo.  Une  condition  commune  au  maxi- 
mum et  au  minimum  est  donc  F'  (xo)  =  o,  et  c'est  seule- 
ment parmi  les  racines  réelles  de  l'équation  F'  (x)  =  o 
qu'il  faut  chercher  les  valeurs  de  X  propres  à  rendre  F  (x) 
maximum  ou  minimum.  La  valeur  Xo  étant  ainsi  choisie, 
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on  aura 

La  limite  de  F''  (xo+6h)  est  F''(to)  lorsque  h  tend  vers 
zéro,  et  si  F'^  [xq)  n'est  pas  nul,  il  est  évident  que  pour 
toutes  les  valeurs  de  h  positives  ou  négatives ,  comprises 
dans  des  limites  suffisamment  petites,  le  second  membre 
et,  par  suite,  la  différence  F  {a:© -h  A)  —  F(.Xo)  conservent 
toujours  le  même  signe.  La  valeur  F  {xq  )  est  donc  maximum 
ou  minimum.  Elle  est  maximum  lorsque  l'on  a  F''  (xq)  <[o, 
et  minimum  si  F''(.ro)>o.  Mais  si  par  hasard  on  a 
F''{j:o)==o,  on  ne  peut  plus  rien  conclure,  et  il  faut 
mettreladifTérence  sous  une  autre  forme.  On  pourra  écrire 
dans  ce  cas 

et  comme  A*  change  de  signe  avec  h ,  on  voit  que  si  F"^{xt) 
n'est  pas  nul ,  la  différence  changerait  de  signe  avec  /r,  il 
n'y  aurait  donc  ni  maximum  ni  minimum. 
Mais  si  F'"(a:o)  =  o,  on  a 

F(.rp-f-//)--F(.rO  = ^F-(^o-hÔA), 

I. .  2  •  <^  •  ^- 

et  il  est  clair  que  sî  Ton  a  F"^  {xo) <  o,  la  différence  est 
constamment  négative,  et  F  (xo)  sera  maximum 5  tandis  • 
que  si  l'on  a  F""  (xo)  >  o,  elle  sera  constamment  posi- 
tive, et  F  (xo)  sera  minimum. 

Les.  mêmes  raisonnements  étant  continués  jusqu'à  ce 
que  l'on  obtienne  une  dérivée  qui  ne  devienne  pas  nulle 
pour  x=iXo,  on  arrive  à  celte  conclusion  générale,  que, 
pour  que  0*0  rende  maximum  ou  minimum  une  fonction 
(font  les  déiwccs  sont  commues  j  il  faut  que  cette  va- 
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leur  de  x  annule  un  nombre  impair  de  déri\^ées  consé- 
cutii^es,  à  panir  de  la  première ,  et  lorsque  cette  con^ 
dition  est  remplie,  on  a  un  maximum  si  la  dériva ée 
suivante  est  rendue  négatii^e  par  cette  ^valeur  de  x^  et 
un  minimum,  si  elle  est  positivée, 

La  recherche  des  maxima  et  mini  ma  est  ainsi  ramenée 
à  la  détermination  des  dérivées  d'une  fonction  d'une  seule 
variable,  et  des  racines  réelles  d'une  équation  à  une  in- 
conni:^. 

Si  cette  fonction  n'est  pas  donnée  d'une  manière  expli- 
cite, on  formera  ses  dérivées  par  les  règles  connues,  puis 
on  appliquera  la  théorie  qui  vient  d'être  exposée ,  et  qui 
est  indépendante  des  moyens  à  employer  pour  former  ces 
dérivées.  Nous  allons  montrer  quelle  est,  dans  ce  cas ,  la 
marche  du  calcul. 

225.  Cas  des  fonctions  implicites,  —  Considérons  une 
fonction  liée  km  —  i  variables  par  m  —  i  équations 
données  :  soient,  pour  fixer  les  idées ,  les  trois  équations 

y[x,y,  z,u)z=o,     F,(x,7,  z,  ;«)—  o,     F,(.r,  r,  z,  '0  =  ^, 

If  étant  la  fonction  dont  il  faut  trouver  le  maximum  ou  le 
ininimum. 

En  les  différentiant,  on  trouve 

^F       (IV  dy^       'IK—       d¥_(lu^_ 
dx  dy  d.r         dz  d.c         tin  dx 


0) 


Ir/F,  dY.dY  r/F,  Vz  dV,dji_ 

dx  dy  dx  dz   dx  du  dx 

rfF,  dj^  dy  dF,  dz  dF,  du  _ 

(ix  dy  dx  dz  dx  du  tix 


j  ,  .  /T     .  dy    dz         , 

au  moyen  de  ces  équations,  on  éliminera  y-'  -.  ^  et  Ja  va- 
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du 
dx 


leur  de  —  qu'on  en  tirera,  devra  ensuite  être  égalée  à  zéro-, 


ou,  plus  simplement,  on  remplacera  —  par  zéro  dans  ces 

équations,  puis  on  éliminera  ~->  —  entre  les  équations 
résultantes,  qui  sont 

rfF  cl^dy  dFdz_' 

dx  djr  dx  dz  dx  • 

Jd¥,  dF,  df  dF,  dz^^ 

^  ^  ^  dx  ily  dx  dz   dx         ^ 

dF^  rfF,  dy  dF-,  dz 

dx  dy   dx  dz   dx 

Eliminant  -—  et  —i  on  obtiendra  une  équation  qui ,  jointe 

aux  trois  autres  F=o,  Fi  =  o,  Fj  =  o,  déterminera 

x,y,z,  li. 

On  difTérentiera  de  nouveau  les  équations  (i)  et  Foo 

d^  Il 
obtiendra  la  valeur  de  — -  ;  on  v  substituera  les  valeurs 

ax* 

trouvées  de  x,  j",  ^,  m,  et  l'on  reconnaîtra  au  signe  de 
cette  expression,  s*il  y  a  maximum  ou  minimum.  Si  Ton 

avait  -— ,  =  o ,  on  chercherait  les  dérivées  suivantes  de  m 

par  rapport  à  a:,  et  l'on  y  appliquerait  la  théorie  précé- 
dente, 

226.  Pour  éliminer  ^9  -^  des  équations  (2),  on  peut 

se  servir  de  la  méthode  des  multiplicateurs .  Pour  cela  on 
multipliera  les  deux  dernières  par  des  facteurs  indéter- 
minés X,  fx,  et  on  les  ajoutera  à  la  première;  puis  on  éga- 
lera à  zéro  les  coefficients  de-j-'^  —  .  elle  terme  indépen- 
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dant  :  ce  qui  conduit  aux  trois  équations 


r/F      ,  dh\         dF, 
dx           dx        ^  dx 

=  0, 

dF       ,  r/F,           dF, 
dx             djr         *^    (if 

=  u, 

dz-^^  dz   -^^  dz- 

=  Q, 

d^où  l'on  éliminera  X  et  p;  ce  qui  conduira,  comme  on  le 
sait  par  les  théories  deFalgèbre,  à  la  même  équation  que 

si  l'on  avait  éliminé  autrement —■»  -7—  Ce  procédé  de  cal- 

dx   ax         ^ 

cul  a  souvent  des  avantages  sur  Tautre. 

227.  Considérons  maintenant  une  fonction  de  m  va- 
riables, liées  par  m  —  i  équations  :  ce  cas  renferme  le 
précédent,  qui  s'en  déduit  en  supposant  que  la  fonction 
se  réduise  à  Tune  des  variables.  Soient,  par  exemple,  les 
trois  équations  , 

F(a:,r>2»")=o>      F^[x,y^Zya)  =0,      F,  {x,^,  «, /*)  =  0, 

et  soit  proposé  dq  trouver  le  maximum  de  la  fonction 
/(x,  y,  2,  a).  Dans  ce  cas  aux  équations  (i) ,  dans  les- 
quelles —  ne  serait  plus  zéro ,  on  joindrait  la  suivante  : 

^  ^  î:^  ^ -f.  £^  ^  4. '-^  ^  =  o 

dx       dy  dx       dz  dx       du  dx 

,  ,         .         X        ,^.     •  »    dy     dz     du    -., 

et  de  ces  quatre  équations  [on  eiimmerait  --«»  —,  ---Il 

•  en  résulterait  une  équation  entre  x,  j^  z^  a,  qui ,  jointe 
aux  équations  données,  déterminerait  ces  quatre  quantités. 
On  chercherait  ensuite  la  dérivée  seconde  dey(a:,  y^  z,  u) 
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par  rapport  a  X'^  elle  renfermerait  — ^^,   --i  -— ,  qui  se- 

%ttAj  CitZf  €€,Â0 

ront  faciles  à  trouver  au  moyen  des  trois  équations  (i); 

et  l'on  reconnaîtrait,  au  sîgn^de  celte  seconde  dérivée, 

si  la  fonction  y*  (^Tjj^,  z^  u)  est  minimum  ou  maximum. 

On  peut  remarquer  que  les  équations  entre  lesquelles 

,   ,1.     .        dr    dz   da         .1         A  -n 

on  a  a  éliminer  -7-9  -7-  »  -r  seraient  les  mêmes  si  1  on  avait 
dx   dx   dx 

à  chercher  le  maximum  de  l'une  des  fonctions  F,  Fi,  Fj, 

les  deux  autres  étant  égales  à  zéro,  ainsi  que/. 

Des  maxima  et  rmnima   des  fonctions  de   plusieurs 
"variables, 

228.  On  dit  qu'une  fonction  F  (a:,  y)  des  deux  varia- 
bles indépendantes  x^y  acquiert  une  valeur  maximum, 
pour  certaines  valeurs,  x^^  /09  de  x  et  y,  lorsqu'on  chan- 
geant ces  variables  en  ar-o  4-  A ,  j^o  4-  ^ ,  /*  et  A:  étant  des 
quantités  arbitraires  comprises  entre  o  et  des  limites  po- 
sitives ou  négatives  aussi  petites  que  l'on  voudra ,  la  fonc- 
tion est  constamment  moindre  que  pour  les  valeurs  jr©?  Jo- 
Sî ,  au  contraire,  elle  était  constamment  plus  grande,  on 
dirait  qu'elle  est  minimum  pour  ces  mêmes  valeurs. 

D'après  cela,  la  diflFérence 

F(a:-f-/i,r-l-  >?)-F(a:,j) 

doit  être  constamment  négative ,  quels  que  soient  les  va-^ 
leurs  et  les  signes  des  quantités  infiniment  petites  h  et  J, 
si  F  {x^y)  est  maximum  5  et  elle  doit  être  constamment 
positive  dans  le  cas  du  minimum.  De  sorte  que  ce  sera  un 
caractère  commun  au  maximum  et  au  minimum,  qu'elle 
soit  invariable  de  signe. 

Nous  ne  considérerons  que  le  cas  où  la  fonction  et  ses 
dérivées,  jusqu'à  Tordre  dont  on  aura  besoin,  sont  con- 
tinues. Les  cas  de  discontinuité  ne  donnent  pas  lieu  à  des 
règles  générales,  et  se  discuteront  suivant  la  question. 
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D'après  une  formule  précédente ,  nous  aurons,  en  dési- 
gnant par  a,  «i  des  quantités  infiniment  petites, 

Si  -7-  et  -7-  sont  différents  de  zéro ,  le  signe  du  second 

dx      dy 

membre ,  lorsque  A  et  A  tendront  vers  zéro ,  finira  par  être 
constamment  le  même  que  celui  de 

dY^^       d¥^ 
fia:  df 

Or  cette  expression  change  de  signe  si  Ton  change  hetk 
de  signes,  sans  changer  leur  grandeur;  donc  F  (x,  /)  ne 
serait  ni  maximum  ni  minimum,  et,  par  conséquent,  pour 
qu'elle  puisse  être  Fun  ou  l'autre ,  il  est  indispensable 
que  l'expression  précédente  soit  nulle;  comme  A  et  %  sont 
indépendants  l'un  de  l'autre,  on  devra  avoir 

dF_         dF  _ 

dx         '      dy 

Si  ces  conditions  sont  remplies^  on  aura 

et  si  les  trois  dérivées  du  second  ordre  ne  sont  pas  toutes 
rendues  nulles  par  les  valeurs  x^y^  le  signe  du  second 
membre ,  et  par  suite  de  l'accroissement ,  finira  par  être 
le  même  que  celui  du  trinôme 

d^F  h'         d'F  (TFA^ 

ilx'^  2  dxdf  dy^   2 

Il  faut  que  cette  expression  soit  constamment  négative , 
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quels  que  soient  h  et  h^  pour  que  F  (x,  j')  soit  maximum, 
et  constamment  positive  pour  qu'elle  soit  minimum.  Si 

on  la  divise  par  —9  ce  qui  n'en  change  pas  le  signe,  on 

obtient 

d'Y  fkY  d^F    /A        rf'F 


df'  \h)   ^     dxdy  \h)  ^  dx^  ' 

et  pour  que  ce  trinôme  ne  change  pas  de  signe,  quel  qae 

soit  j9  et  ne  soit  jamais  nul,  il  faut  que  Ton  ait 

/rf^F\       d'Y    d'Y 
\dxdp)  ^  dy^  *  dx"  ' 


^'F        d'Y 
condition  qui  entraine  que  -j-^  et  -7-^  soient  de  même 

signe. 

Si  elle  est  satisfaite  par  les  valeurs  de  x  et  /  tirées  des 
deux  équations 

dY  dY 

^  =  0,     -  =  o, 

la  fonction  F  (x,  r)  sera  maximum  si  -7--  et  -r-  sont  né- 
^      "^  ^  dx'       dy' 

gatifs,  et  minimum  s'ils  sont  positifs. 

Si  les  trois  dérivées  du  second  ordre  étaient  nulles ,  il 

faudrait  que  toutes  celles  du  troisième  le  fussent ,  et  que 

le  signe  d'un  polynôme  du  quatrième  degré  par  rapport 

k 
à  -j  fut  constant  :  ce  qui  conduirait  à  des  conditions  plus 

compliquées.  On  continuerait  semblahlement  si  les  déri- 
vées du  quatrième  ordre  étaient  encore  toutes  nulles. 

229.  Ces  raisonnements  s'étendent  facilement  à  une 
fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables  indépen- 
dantes^ seulement  les  conditions  se  compliquent  de  plus 
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en  plus.  Dans  le  cas  de  trois  variables  par  exemple,  on 
aura  les  trois  équations 


^F  dF  dF 

et  il  faudra  que  le  polynôme 

d^F ,         d'F  ,        d^F 

d'F  ^,  d'F  ,.  d'F 

djcay  dxdz  dydz 

soit  constamment  de  même  signe,  quels  que  soient  A,  /r,  /. 

Pour  exprimer  cette  condition ,  on  divisera  d'abord  par 

k  l 

h*  5  et  si  Ton  pose  -  =  p,  j  z=:  ^,  on  aura  un  polynôme 

de  la  forme 

A^'+  B;?»4-  2Cpq  4-  2D<7  -f-  aE/?  -f-  F. 

En  le  considérant  relativement  à  la  variable  q  seulement, 
il  faudra,  pour  qu'il  ne  change  pas  de  signe,  que  Ton 
ait,  quel  que  soit  ;;, 

(C— AB);?'H- 2  (CD  —  AE)/?  4-D'— AF<o. 

On  posera  sans  difficulté  la  condition  pour  que  ce  poly- 
nôme soit  de  même  signe  quel  que  soit  p,  et  l'on  y  ajou- 
tera ,  pour  qu'il  soit  négatif, 

C'— AB<o. 

De  même  que  le  cas  de  deux  indéterminées  /?,  q  se  ramène 
à  une  seule ,  on  ramènerait  celui  de  trois  à  deux,  et  ainsi 
de  suite. 

230.  Cas  d'une  fonction  intplicàe.  —  Proposons-nous 
de  trouver  le  maximum  d'une  fonction /(x,  y,  z)  en  sup- 
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posant  les  variables  x,  j,  z  liées  par  une  équation 

F(a:,jr,  3)  =  o, 

en  vertu  de  laquelle  z  est  une  fonction  implicite  des  deux 
variables  indépendantes  x^  y, 

La  théorie  précédente  exige  que  les  dérivées  partielles 
de/(a:,  /,  z)  par  rapport  à  x  eiy  soient  nulles  séparé- 
ment ;  ce  qui  donne 

dx       dz  dx  ^     dy       dz  dy  ' 

équations  dans  lesquelles  on  mettra  pour—  »  —leurs  va* 
leurs  tirées  des  deux  suivantes  : 


dV       dY  dz 

JF       r/F  dz 

..j_, ...     ..    — ■ 

o, 

.„___    \   ^___  

dx        dz  dx 

^'j 

dy        dz  dy 

On  aura  ainsi  deux  équations  entre  x^y^  z^  qui,  jointes 
à  F  (a:,  y^  z)  =  Oj  détermineront  x^y^z.  On  formera  en- 
suite les  dérivées  partielles  du  second  ordre  def(x^f^  z)  : 
elles  dépendront  de  celles  de  z ,  qui  seront  déterminées 
par  les  règles  de  la  différentiation  des  fonctions  implicites 
à  deux  variables. 

En  général,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  qui 
entrent  dans  la  fonction ,  et  le  nombre  des  équations  qui 
les  lient,  il  suffira  de  reconnaître  les  variables  indépen- 
dantes ,  et  d'égaler  à  zéro  les  dérivées  partielles  de  la  fonc- 
tion par  rapport  à  ces  variables.  Les  équations  qui  en 
résulteront,  jointes  aux  équations  données ,  seront  tou- 
jours en  même  nombre  que  les  variables ,  et  les  détermi- 
neront. On  formera  ensuite  facilement  les  dérivées  par- 
tielles successives  de  la  fonction  par  rapport  aux  variables 
indépendantes,  et  on  les  soumettra  aux  épreuves  établies 
dans  la  théorie  précédente. 
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On  peut  donner  une  avilre  forme  au  calcul  du  maxi- 
mum ou  du  minimum  d'une  fonction  de  m-h  n  va- 
riables, liées  par  n  équations,  ce  qui  est  le  cas  le  plus 
général. 

Il  y  a  alors  m  variables  indépendantes,  et  Ton  devra 
égaler  à  zéro  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  par 
rapport  à  chacune  d'elles  5  ce  qui  revient  à  dire  qu'on  éga- 
lera à  zéro  la  différentielle  totale  de  cette  fonction,  quelles 
que  soient  les  valeurs  des  différentielles  indépendantes. 
Et,  pour  cela ,  on  tirera  des  équations  données  les  valeurs 
des  différentielles  des  variables  dépendantes  en  fonction 
de  celles  des  variables  indépendantes;  on  les  substittiera 
dans  la  différentielle  totale  de  la  fonction  proposée,  puis 
on  égalera  à  zéro  les  coefficients  de  toutes  les  différen- 
tielles qui  y  seront  restées. 

Soityia  fonction  des  m-^  n  variables  x, y,  z,  ?/,  etc., 
qui  sont  liées  par  les  n  équations 

L=:o,     M  =  o,     N=:o,..., 

on  aura  les  w  -+- 1  équations  suivantes  : 

-f-rfx  -I-  ~-  r(r  -+-  -f-  û?z-h .  . .  =  o, 
ftx  dy  dz 

dL  ,         dL  ^         dL  , 

-—  fl^.r  H-  ---  rtT/  -h  -—  ^z  + .  .  .  =  o , 

dx  «T  -.  "^ 

dM   ,  ^M  ,         r/i>I 

dx  dy  dz 

^/N   ,  ^N  ,         rf  N  ^ 

-—  rfx  -h  — -  rf/  +  -7-  ^z  -h  .  .  .  =  o>, 

dx  dy  dz 


et  l'on  doit  tirer  des  n  dernières  les  valeurs  des  différen- 
tielles des  n  variables  dépendantes ,  les  reporter  dans  la 
première,  et  égaler  à  zéro  les  coefficients  des  m  differen- 
I.  21 
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lielles  arbitraires  qui  y  resteront.  En  cVautre^  termes,  il 
faut  éliminer  n  différentielles  de  ces  n  -h  i  équations,  et 
égaler  à  zéro  les  coefficients  de  celles  qui  subsisteront 
dans  l'équation  finale. 

Pour  faire  cette  élimination  ,  on  multipliera  les  n  der- 
nières équations  par  des  facteurs  indéterminés,  X,|ui,  v,elc.. 
on  les  ajoutera  à  la  première,  et  l'on  égalera  à  zéro  les 
coefficients  des  «différentielles  des  variables  dépendantes, 
ce  qui  déterminera  i,  |:/,  v,  etc. ,  puis  on  égalera  à  zéro 
les  coefficients  des  in  autres  variables  ;  ce  qui  revient  évi- 
demment à  annuler  les  coefficients  des  m  -\-7i  différeo- 
tielles,  après  l'addilion  des  équations,  et  à  éliminer  i,  |i, 
V,  etc.,  de  ses  m-\-n  équations;  ce  qui  conduira  à  m 
équations  entre  x,  y^  z,  etc.,  qui,  jofntes  aux  n  équa- 
tions données,  déterminent  les  valeurs  de  ces  variables 
qui  peuvent  donner  les  maxima  et  minima  de  la  fonction 
proposée.  On  les  distinguera  ensuite  au  moyen  des  se- 
condes dérivées  partielles  de  la  fonction,  comme  nous  Pa- 
vons fait  connaître  ci-dessus. 

On  peut  remarquer  que  le  calcul  serait  le  même  si  Ton 
s'était  proposé  de  trouver  le  maximum  ou  le  minimum 
absolu  de  f-^  XL-f-  f;.M  +  • .  . ,  en  ayant  égard  ensuite 
aux  équations  L  =  o ,  M  =  o. 

231 .  Remarque. —  Quelquefois  les  variables  qui  entrent 
dans  l'expression  dont  on  clierclie  le  maximum  ou  le  mini- 
mum ,  au  lieu  d'être  liées  par  des  équations ,  sont  assujet- 
ties à  des  inégalités.  On  ne  peut  en  tenir  compte  de  la  même 
manière  que  des  équations ,  et  l'on  agit  suivant  les  cas. 

Quelquefois  un  changement  de  variables  dispense  de 
tenir  compte  des  inégalités*,  nous  en  citerons  un  exemple. 

Supposons  qu'on  demande  le  maximum  ou  le  mini- 
mum de  la  distance  d'un  point  donné  B  [fig,  84)  5  aux  dif- 
férents points  d'un  cercle  dont  le  centre  est  A  et  le  rayon 


CALCUL    DES    DÉRIVÉES    KT    DES    DIFFERENTIELLES,     ETC.  3^.3 

R  -,  et  que  Ton  exprime  la  distaiiee  BM  au  moyen  de  l'ab- 
scisse MP  du  point  M  du  cercle 5    on  aura,  en   faisant 

BM'  =  fl'  -h  R'  —  2  a.r. 

Si  l'on  ne  remarquait  pas  que  x  est  assujetti  à  la  condi- 
tion d'être  compris  entre  —  R  et  -f-  R,  et  qu'on  appliquât 
la  règle  ordinaire,  on  écrirait  2 a  =  o  -,  ce  qui  ferait  pen- 
ser que  le  problème  est  impossible.  Une  discussion  bien 
simple  montre  qu'en  faisant  passer  .r  de  —  R  à  H-  R,  le 
maximum  a  lieu  pour  x  =  —  R  et  le  minimum  pour 
^i?  =-|-  R.  Mais  dans  d'autres  cas  ce  pourrait  être  très- 
difficile. 

Si  l'on  posait  x  =:R  costp,  cf  serait  l'angle  MAB,  et  il 
n'y  aurait  plus  aucune  condition  d'inégalité  à  exprimer. 
On  aurait  alors 

BM»  =  «^  -h  R'  —  2  âf  R  cosy, 

•et  la  règle  ordinaire  donnerait  sinç  =  o,  d'où  l'on  tire- 
rait 9=05  ç  ==  TT,  qui  donnent  le  minimum  et  le  maxi- 
mum de  BM, 
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CHAPITRE  VI. 

APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES     DU    CALCCIL 
DIFFÉRENTIEL. 


Tangentes  et  normales  aux  cowhes  planes ,  Expression 
générale  de  la  longueur  de  la  tangente,  de  la  sous- 
tangente  y  de  la  normale  et  de  la  sous-normale, 

232.  Plusieurs  des  questions  que  nous  allons  considérer 
n'auront  pour  objet  que  l'application  des  notations  du 
calcul  différentiel  à  des  questions  étudiées  dans  le  premier 
livre ,  ou  l'extension  et  la  généralisation  de  ces  mêmes 
questions.  Nous  commencerons  par  les  tangentes  et  les 
normales. 

Nous  avons  appelé ,  en  général ,  tangente  à  une  courbe 
la  limite  vers  laquelle  tend  la  direction  d'une  sécante  qui 
passe  par  un  point  constant  de  cette  courbe ,  et  dont  un 
second  point  d'intersection  se  rapproche  indéfiniment  du 
premier. 

Soit  F  (x,  j^)  =  o  l'équation  d'une  courbe  quelconque, 
et  x\  y  les  coordonnées  du  point  de  cette  courbe,  auquel 
ou  veut  mener  une  tangente  5  l'équation  de  la  sécante 
menée  par  ce  point  et  par  celui  dont  les  coordonnées  sont 
x'-h  Ax',  y  -h  A',  et  qui  appartient  aussi  à  la  courbe ^ 
sera ,  dans  un  système  quelconque  d'axes  , 


\ 
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A  mesure  que  le  second  point  d'intersection  se  rap- 

Ar' 
proche  du  premier,  — y  tend  vers  la  dérivée  de  y  par  rap- 
port à  a:,  correspondante  à  la  valeur  particulière  x^\  il 
existe  donc  une  direction  limite  pour  la  sécante,  comme 
nous  l'avons  déjà  établi 5  et,  d'après  les  notations  conve- 
nues, l'équation  de  cette  droite  que  nous  appelons  tari" 
gente  est 

Le  coefficient  -— ,  sera  déterminé  en  fonction  de  x\  r\ 

d'après  les  règles  du  calcul  différentiel,  au  moyen  de  l'é- 

d¥ 

quation  F  (x ,  y  )  =  o ,  qui  donne  ~,  =  —  ^,  • 

^' 
L'équation  de  la  tangente  devient  ainsi 

On  appelle  normale  la  perpendiculaire  à  la  tangente, 
menée  par  le  point  de  contact.  Si  les  axes  sont  rectangu- 
laires, son  équation  sera 

j-^/c=— ^(^  — y),    ou     /— /'  =  — ^,(ar-^'), 

ou  encore 

(•^*--^)^-^"-~"^^  =  ^- 

Si  les  axes  des  coordonnées  font  entre  eux  un  angle 
quelconque  6 ,  l'équation  de  la  normale  aura  la  forme  sui* 
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vante  : 

,JdY      iiF         \       .  ,Jd¥       dF         \ 

Si  les  coordonnées  or',  y  n'étaient  pas  données  et  que 
la  tangente,  ou  ïa  normale,  fût  assujettie  à  passer  par  un 
point  donné ,  ou  bien  à  être  parallèle  à  une  droite  donnée, 
on  obtiendrait  immédiatement,  d'après  les  équations  pré- 
cédentes ,  une  équation  entre  x'^y'.  qui ,  jointe  à  celle  de 
la  courbe,  déterminerait  ces  deux  inconnues.  Si,  au  lieu 
de  cherclier  les  solutions  réelles  de  ces  deux  équations,  on 
construisait  les  lieux  géométriques  qu'elles  représentent, 
en  y  regardant  x\  y'  comme  variables,  les  points  d'inter- 
section de  ces  lieux,  dont  l'un  est  la  courbe  proposée,  • 
seraient  les  points  de  contact  cherchés. 

233.  On  appelle  sous-tan gentc  et  sous-normale  les  par- 
lies  de  l'axe  des  x  comprises  respectivement  entre  le  pied 
de  l'ordonnée  du  point  de  contact  et  les  points  où  cet  axe 
est  rencontré  par  la  tangente  et  la  normale.  Elles  ont  pour 
expression  la  valeur  de  j:  —  x'  relative  à  j^  ==  o  dans  les 
équations  respectives  de  la  tangente  et  delà  normale.  Elles 
seront  dirigées  vers  les  x  positifs  ou  négatifs ,  à  partir  du 
pied  de  l'ordonnée,  suivant  que  x  —  arasera  positif  ou 
négatif. 

Nous  appellerons  longueurs  de  la  tangente  et  de  la 
normale  les  parties  de  ces  lignes  comprises  entre  le  point 
de  contact  et  les  points  où  elles  coupent  respectivement 
l'axe  des  a:. 

Il  est  facile  d'obtenir  l'expression  de  ces  différentes  li- 
gnes. Nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  les  axes 
rectangulaires ,  et  nous  représenterons  par  T  la  tangente , 
par  N  la  normale ,  par  S^  la  sous-tangente ,  et  par  S„  la 
sous-normale.  Cela  posé,  on  trouvera  facilement  les  for- 
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mules  suivantes  : 
dx' 


^=-^V'^^^'   N--,Yi+ 


EXEMPLES. 


Ellipse  et  hyperbole.  —  Si  Ton  applique  loules  ees  for- 
mules à  Tellipse  et  à  l'hyperbole,  renfermées  dans  Té- 
q  nation 

on  trouvera  les  résultats  suivants  : 

^^'y'  [y  —  x')^l^'^  {^  —  ^'  )  —  o\ 

ou  \  ,  équation  de  la  tangente; 

«'//  ±  b'  xx'  =±a'b^  ) 

b'^x'  [y  —  y')zç:a^ y'  {x  —  jc')  =  o,  équation  de  la  normale; 

X  ^^    a^    ' 

Parabole.  —  Si  l'on  considère  la  parabole  ayant  pour 
équation  y^  =  2px^  on  trouvera 

ou  >,  équation  de  la  tangente; 

j-y=pi^'^^')  I 

y 

y  —  /'  = {Jc  —  ^'),  équation  de  la  normale  , 

S/ =  20:',  S«=/7, 

T  =  y^2ar'(2^'-f-  p\     N  =  ^p(2x''^p). 
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Logarithmique.  —  Considérons  maintenant  la  logarith- 
mique ayant  pour  équation  j^  =  al-— ^aetm  sont  des  li- 
gnes données,  et  les  logarithmes  sont  relatifs  à  la  base  de 
Neper,  ce  qui  ne  diminue  en  rien  la  généralité  de  l'équa- 
tion. On  aura,  dans  ce  cas, 

dx       X  ' 
y  —  y'  zzz—^i^x  —  jt') ,  équation  de  la  tangente^ 

,           x'  ,        , 

y  —  y  = [x  —  x') ,  équation  de  la  normale  ; 

b/  =  — -  J?    I  —  ,        Si,  =  ;-  =  r—  • 

m  X  X 

Si  l'on  prend  la  sous-tangente  et  la  sous-normale  sur 
Taxe  desy  au  lieu  de  l'axe  des  x ,  elles  auront  pour  expres- 
sion la  valeur  de  j^ — y'  relative  à  :p  =  o. 

On  trouvera  ainsi 


X 


11 


a 

Cycloïde.  —  Considérons  encore  la  cycloïde,  qui  jouit 
de  plusieurs  propriétés  très-remarquables. 

Elle  est  engendrée,  comme  nous  l'avons  vu ,  par  un  point 
de  la  circonférence  d'un  cercle  qui  roule ,  sans  glisser,  sur 
une  droite  indéfinie  à  laquelle  il  est  tangent.  Elle  se  com- 
pose d'une  infinité  de  branches  superposafcles ,  ayant  cha- 
cune pour  base  une  partie  de  la  droite  égale  à  la  circonfé- 
rence du  cercle  mobile. 

Prenons  la  droite  donnée  pour  axe  des  x ,  et  l'origine 
en  un  quelconque  des  points  où  elle  est  rencontrée  par  la 
courbe.  Soient  B  (  fig.  85  )  le  point  de  contact  du  cercle 
générateur  avec  l'axe  des  x,  et  l'arc  MB  égal  à  AB5  le 
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point  M  appartiendra  à  la  cycloïde.  Désignons  par  &> 
l'angle  MOB  qui  pourra  prendre  toutes  les  valeurs  de- 
puis o  jusqu'à  ±  00  ;  il  est  facile  d'établir  les  équations 
suivantes,  dans  lesquelles  a  désigne  le  rayon  du  cercle  : 

x=za[vs  —  sinw),     j=za[\  —  cosw). 

Ces  équations  ont  lieu  dans  toute  Fétendue  de  la  courbe. 
L'équation  entre  x  el  y  sera 


./'— / 


x=  a  arc  ces sj^ciy  — j^'  j 

mais  il  faudra  avoir  soin  de  changer  alternativement  le 
signe  du  radical  dans  les  deux  moitiés  de  chacune  des 
branches  successives.  Différentiant  ces  équations ,  on  aura 

dx  =  a(i  —  CQS(ù)d(ù  =xci(,>,     rf;- ==  a  sin  w rf« , 


dx^y 


—  y 

—  j 


y  —  j' =  4  / ——(07  — .r'),  équation  de  la  tangente; 

y  —  j'  =  —  i  / — -,  [x  —  a?'),  équation  de  la  normale  ; 

La  valeur  de  S»  ou  de  N  prouve  que  la  ligne  MB  est  la 
normale,  et,  par  suite,  que  la  tangente  est  MC. 

Formules  analogues  en  coordonnées  polaires. 
234.  SoitTéqualion  F  (0,  r)  =  o  entre  les  coordonnées 


33o  LIVRE   II. 

polaires  ô  et  r  d'une  courbe  à  laquelle  on  veut  mener  la 
tangente  au  point  M  {fig-  86).  Nous  avons  déjà  vu  com- 
ment on  détermine  l'angle  (x  que  fait  celte  tangente  avec 
le  rayon  vecteur  OM ,  le  triangle  KMN  donne 

KM_     sinN 
KN  ~"  sin  KMN  ' 

d'où,  en  passant  aux  limites, 

rd9  r 

—  =  tangp: 


m 


La  sous-tangente  et  la  sous-normale  se  rapportent  à  la 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur,  menée  par  le  pôle.  Od 
trouvera  immédiatement  les  formules  suivantes  : 


=y,+..^,  n=y/ 


Exemples» —  i^.  Soit  d'abord  la  spirale  d'Archimède  : 

On  voit  que  la  sous-normale  est  constante  et  que  la  courbe, 
tangente  à  l'axe,  au  pôle,  tend  de  plus  en  plus  à  être  per- 
pendiculaire au  rayon  vecteur. 

Soit  maintenant  l'équation  r  =  ~  de  la  spirale  hy- 
perbolique 

dr  a  ^      r* 

dQ^^Ô^'     tangp=;-Ô,     S,=  -fl. 

Ainsi,  dans  cette  courbe,  c'est  la  sous-langenle  qui  est 
constante. 
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2^.  Considérons  encore  la  spirale  logarithmique  dont 
l'équalion  est 


m 


e        dr 


me 


tancra  =  -  >     h,  =  — ?      bn  =  w> 


^  V  ï  -H  /w^        ^,  / r 

/w 

La  valeur  de  tangfjL  montre  que  le  rayon  vecteur  est  tou- 
jours également  incliné  sur  la  tangente. 

Les  valeurs  de  S,  et  S„  prouvent  que  les  extrémités  de  la 
normale  et  de  la  tangente  décrivent  des  spirales  identi- 
ques avec  la  première,  et  semblablement  situées  par  rap- 
port à  des  axes  différents  passant  par  le  même  pôle. 

Les  mêmes  formules  s'appliquent  très-simplement  aux 
sections  coniques. 
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CHAPITRE   VIL 

THÉOIUE    DES    ASYMPTOTES. 


235.  On  appelle  asymptote  d'une  branche  de  courhe 
infinie  une  droite  telle ,  que  les  points  de  cette  courbe 
s'en  approchent  indéfiniment  sans  jamais  la  rencontrer, 
à  mesure  qu'ils  s'éloignent  indéfiniment  sur  la  branche 
que  l'on  considère. 

Toute  asymptote  non  parallèle  à  l'axe  des  y  aura  une 
équation  de  la  forme 

jr  =  A-x  4-  /, 

A  et  /  ayant  des  valeurs  finies. 

La  branche  de  courbe  aura  pour  équation 

j  =  Xa:  -4-  /  4-  V, 

V  étant  une  fonction  connue  ou  inconnue  de  x^  mais 
qui  tend  vers  zéro  à  mesure  que  x  augmente.  On  en  déduit 

À  =  lim.-5  /  =  lim.  [y  —  hx).  Réciproquement,  des  va- 
leurs de  A:  et  /  ainsi  déterminées  pour  une  branche^réelle 
de  courbe  correspondront  nécessairement  à  une  asymp- 
tote de  cette  branche,  puisque  j^  —  hx  —  /a  pour  limite 
zéro ,  pour  les  points  de  cette  branche  dont  Vx  croît  indé- 
finiment. 

Les  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  x  correspondront 
aux  valeurs  de  k  égales  à  zéro.  Pour  trouver  les  asymp- 
totes parallèles  à  l'axe  des  y,  on  considérerait  réquation 
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X  =  li'j  -h  V  et  Fon  ne  s'occuperait  que  des  valeurs  de 
h'  égales  à  zéro. 

236.  Appliquons  ces  considérations  à  une  courbe  dont 
Téquation  peut  se  partager  en  plusieurs  parties  homo- 
gènes par  rapport  à  x,  j",  et  peut  être  mise,  par  consé- 
quent, sous  la  forme  suivante,  où  nous  supposerons  les 
exposants  de  x  décroissants  : 


j:'»F 


(s) --/(s 


Soit  -  =  p,  d'oùj^  =  px;  il  faudra  d'abord  trouver  la 

limite  de  p  pour  x  =  <x> . 
La  substitution  donne 

x-F  (;>)-+-«"/(;>) -H...  =o, 
d'où 

et  à  mesure  que  x  augmente ,  F  (p)  s'approche  de  zéro  : 
donc  les  valeurs  limites  de  p,  c'est-à-dire  les  valeurs  de  A, 
sont  des  racines  réelles  de  l'équation 

F{A)  =  o. 

Il  reste  à  trouver  la  valeur  de  /  correspondante  à  une 
valeur  de  k  5  pour  cela  on  posera  y  —  kx  =  t^ei  l'on  cher- 
chera la  limite  de  t. 

L'équation  de  la  courbe  devient,  par  cette  substitution, 

^«FU-h- j  -hx"/f^-h^)  -h  ...  =  0; 
mais  puisque  F  {k)  =  o ,  on  a 
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0  élant  compris  entre  o  et  -h  i;  on  a  donc 


OU 


=  0, 


=  G. 


Si  m  =  n  +  iyX  =  co  donnera  pour  limite  de  f ,  c'est- 
à-dire  pour  valeur  de  /, 

Si  m  >  71  4-  I,  on  a 

/=o. 

Si  m  <^  «  -h  I ,  t  n'a  pas  de  limite ,  et  il  n\  a  pas 
d'asymptote  pour  cette  valeur  de  k.  Ainsi ,  en  général,  l'é- 

f(k) 
quation  de  l'asymptote  sera  y  =  kx  —  érrk'*  fW  ^^ 

rapportant  aux  termes  de  degré  m  —  i ,  et  devenant  nulle 
si  n  <^ m  —  I  :  il  n'y  a  pas  d'asymptote  si  n^  m —  i. 

Si  n<^m  —  I ,  l'équation  de  l'asymptote  est  de  la 
formey  —  hx  =  o. 

Si ,  dans  le  cas  de  «  =  m  —  i ,  la  valeur  de  k  tirée  de 
F  (fe)  =  o  satisfaisait  aux  équations  F'  (k)  =  OyJ'{k)  =o, 
l'équation  de  T  asymptote  deviendrait  indéterminée  5  et 
Tonne  pourrait  en  tirer  l'équation  cherchée,  parce  que  le 
terme  en  x^"^  devient  du  même  ordre  que  les  deux  pre- 
miers, et  ne  peut  plus  être  négligé. 

Dans  ce  cas,  Téquation  qui  détermine  la  limite  de  t  se 
mettrait  sous  cette  forme  : 


x'^-U 


.r«-'cp  M:  4-*-+...  =0, 


CALCUL   DES    DÉBIVÉKS    ET    DES    DIFFÉRENTIELLES,     ETC.  335 

.r'"~'(p  l-\   étant  le  troisième  terme  de  l'équation  pro- 
posée. 

Divisant  par  a:'""'  et  passant  à  la  limite,  /  sera  déter- 
miné par  l'équation 


r^lM 


^/'(^•)+?(/')=o. 


On  agirait  semblablement  si  ces  trois  nouvelles  fonc- 
tions devenaient  nulles,  pour  cette  valeur  particulière 
de^. 

Si  n<im  —  I,  et  F'  (A)  =  o,  on  n'a  plus  nécessaire- 
ment /  =  o. 

237.  Si  la  courbe  est  rapportée  à  des  coordonnées  po- 
laires, on  connaîtra  toutes  les  directions  qui  peuvent 
donner  des  asymptotes ,  en  cherchant  toutes  les  valeurs 
de  B  qui  donnent  à  /'  une  valeur  infinie. 

Soit  a  une  de  ces  valeurs  de  0,  qn  cherchera  la  limite 
de  r  sin(9  —  a)  qui  est  l'expression  de  la  perpendiculaire 
abaissée  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  sur  la  droite 
menée  par  le  pôle  sous  Tangle  a  avec  Taxe.  Cette  limite 
sera  la  distance  de  cette  droite  à  Tasymptote,  et  le  signe 
dont  elle  sera  affectée  fera  connaître  de  quel  côté  elle  se 
trouve.  Si  le  produit  r  sin  ((5  —  a)  croît  indéfiniment ,  il 
n'y  a  pas  d'asymptote  dans  cette  direction. 

On  trouvera  le  même  résultat  en  cherchant  la  limite 

de  r  (9  —  a)  ou  celle  de  r  sin  (ô  —  a),  puisque  la  limite  de 

sin  (9  —  a)        ,, 

— i ^est  lunité. 

9  —a 

Soit  pour  exemple  l'équation  générale 

F(Ô)/^-f./(9)  /"»-'  -I- A^r^-^-h  ...  -f.A„  =  o, 
Aa ,    A3 ,  . . . ,  A,„  étant  des  fonctions  quelconques  de  â. 
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L'équation  F  (6)  =  o  fera  connaître  toutes  les  directions 
possibles  des  asymptotes.  Soit  a  une  des  racines  réelles  de 
cette  équation  et  0  =  a  H-  5-,  puisque  F  (a)  =  o,  oa  aura 
F  (a  -h  cî)  =  (ÎF'  (a  -h  Od) ,  et  Féquation  de  la  courbe 
devient  alors,  en  divisant  par  r"*~% 

Lorsque  r  devient  infini ,  il  ne  reste  plus  que  les  deux 
premiers  termes ,  et  l'on  trouve 


lim.r  (0 —  a)  =  lim.r(î  = 


F'(«) 


Si  Ton  avait/(a)  ==  o,  F'  (a)  =  o,  on  agirait  comme 
dans  le  cas  précédent. 

Exemples,  —  i^.  Soit  proposé  de  trouver  les  asymp- 
lotes  de  la  courbe  ayant  pour  équation 

a/'  -+■  bxf  -H  cjc'  -h  df  +  ex  +/=  o  ; 

on  a ,  dans  ce  cas , 

F  (/Jr^fl^'-h  bk  +  c, 

f[k)r=:dk  ^e. 


k= -^—^ —  9  ce  qui  exclut  Tellipse. 

L'équation  de  ces  asymptotes  devient 

dk  -h  e 


X  =  kx- 


2ak- 


Le  dernier  terme  devient  infini  dans  le  cas  de  la  para- 
bole, et,  par  conséquent,  Thyperbole  est  la  seule  courbe 
du  second  degré  qui  ait  des  asymptotes. 

2^.  Soit  maintenant  y  =  ae*"^,  équation  de  la  loga- 
rithmique ,  qui  ne  rentre  pas  dans  la  classe  générale  con- 
sidérée ci-dessus ,  parce  que  e'"^  n'est  pas  d'un  degré  fini 
par  rapport  à  x. 
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y* 

On  cherchera  toujours  la  limite  de  -t  et  ensuite  celle  de 

y  —  hx. 

On  trouve  immédiatement  /r  =  o*,  ensuite  la  limite  àej 
est  zéro,  et  correspond  aux  or  négatifs.  L'asymptote  est 
donc  Taxe  des  x,  et  dans  la  direction  seule  des  x  négpitifs. 

3^«  Dans  le  cas  de  la  courbe,  appelée  folium  de  Des- 
cartes,  et  dont  l'équation  est 

y^^-^jc^  —  ^^axy  .=  o, 
on  trouvera  une  asymptote  ayant  pour  équation 

4**.  L'équation  j*=  cos  -  conduit  à/r  =  Oj/  =  ±:i.La 
courbe  a  donc  pour  asymptotes  les  deux  droites 

D*'.  L  équation  j=a représente  une  courbe  qui 

a  Taxe  des  x  pour  asymptote,  et  qui  a  cela  de  remar- 
quable, qu'elle  passe  alternativement  d'un  côté  et  de 
l'autre  de  son  asymptote,  jusqu'à  l'infini. 

6°.   L'équation  y'=-  a  sin ~  donnera  encore  y  =::  o  pour 

l'équation  d'une  asymptote. 

Elle  offre  en  outre  une  particularité  remarquable  :  elle 
s'approche  indéfiniment  de  l'axe  desy  dans  la  partie  com- 
prise entre j)^  =  —  a,  j^  =  4-  a.  C'est  donc  là  un  véritable 
asymptotisme,  puisque  la  longueur  de  la  courbe  augmente 
sans  limite,  en  se  rapprochant  indéfiniment  d'une  droite 
fixe. 

Cette  courbe  ne  diffère  pas  de  celle  qu'on  obtiendrait 
en  enveloppant  sur  un  cylindre  une  hyperbole  équilatère 
I.  22 
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dont  une  asymptote  serait  parallèle  au  plan  de  la  base,  et 
projetant  la  courbe  résultante  sur  un  certain  plan  passant 
par  l'axe  du  cylindre. 

7^.  Soit  maintenant  Téquation  polaire  d'une  hyper- 
bole ,  par  rapport  à  un  de  ses  foyers , 

(«.— cco9  0)r  =  ^»,     c=  s/a'^^  b^'^ 

on  trouvera 

a 
cos OL  = -f      Mm,  r§  =  b. 
c 

Les  deux  asymptotes  se  trouvjeronl  ainsi  déterminées. 
Soit  encore  la  spirale  hyperbolique 

(0  —  w)  r  =r  «; 

on  trouvera 

a  =  w,     lira.  r§  ==  a. 

Des  asymptotes  considérées  comme  limites  des 
tangentes. 

238.  En  partant  de  l'équation  ci-dessus 

qui  renferme  non-seulement  toutes  les  courbes  algé- 
briques, mais  encore  toutes  celles  dont  les  termes  ont  des 
degrés  déterminés  par  rapport  à  x  et  y,  on  arrive  à  une 
propriété  remarquable  des  asymptotes ,  qui  consiste  en  ce 
qu'elles  peuvent  être  considérées  comme  limites  des 
tangentes  à  la  branche  de  courbe  à  laquelle  elles  se  rap- 
portent. 

Nous  pouvons  supposer  à  Taxe  des  y  une  direction  ar- 

Y 

bitraire,  et  alors  -  tendra  vers  une  limite  finie  jt  qui  sera 

racine  de  T équation 

F(>f)  =  o.  ' 
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Cela  posé,  soit  (f  (x,y)  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i) ,  on  aura 

dx         ,'(r)' 

t'w=-5H(S)+-"/'(ï)-»---] 

,'(r)=i[.-F'(j)+.-/'(^)+...], 

d'où  l'on  Jîre 

wx--'  F  ( -^  )  -+-  nx^-'f  ( -^  )  4- . .  - 

(2)      ir^z, W W__. 

Or,  si  l'on  fait  croître  x  indéfiniment,  ^  ("  )  ^^ï^^'**  '^***'* 
zéro,  et  Téquation  (2)  donnera 

Ainsi  d'abord ,  lorsqu'une  branche  de  courbe  a  nue  asym- 
ptote, sa  direction  est  la  limite  de  celles  des  tangentes  à 
cette  même  branche. 

Cherchons  maintenant  la  limite  du  point*où  la  tan- 
gente renconlre    l'axe  des   j^    et    dont  l'ordonnée    esx 

dy 
^  dx 


L'équation  (2)  donne 

r(S)+^/'(S)-.. 


mx 

(4)     y—£ 


21, 
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Supposons  d'abord  n  =  m — i  ou  n<C,m  —  i,  auquel 
cas  la  biaDche  de  courbe  aura  une  asymptote-,  on  aura 
alors 


lim. 


Or  cette  expression  peut  être  simplifiée  au  moyen  de  l'é- 
quation, (i).  En  effet,  en  divisant  cette  dernière  par  x^'^^ 
et  supposant  d'abord  n  =i  m  —  i ,  on  obtient ,  en  faisant 
croître  x  indéfiniment, 

L'équation  (5)  donne  ainsi 

et,  par  suite, 

donc  la  tangente  coupe  l'axe  des  y  en  un  point  dont  la 
limite  coïncide  avec  celui  o\\  ce  même  axe  est  coupé  par 
l'asymptote. 

Si  l'on  avait  n<Cirn  —  i ,  la  fonction/^n'existerait  pas, 
et  l'on  trouverait 

L'asymptote  et  la  limite  des  tangentes  passeraient  alors 
par  l'origine. 
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Supposons  enfin  n^m  —  i ,  alors  la  branche  de  courbe 
infinie  n'a  pas  d'asymptote.  Faisons  n  =  m  —  i  -f-  ^  5  Fé- 
quation  (1),  divisée  parx",  donnera 


li 


'■['-''©MS)]=- 


et,  en  introduisant  cette  condition  dans  Téquation  (4), 

on  trouvera  ^Q  J — ^ T"  deviendra  infini  avec  x,  et, 

par  conséquent,  qu'il  n'y  a  pas  de  limite  pour  le  point  de 
rencontre  de  la  tangente  avec  l'axe  des  y. 

On  arrivera  donc,  dans  tous  les  cas,  au  même  résultat, 
soit  en  cherchant  l'asymptote  d'une  branche  infinie,  soit 
en  cherchant  la  limite  des  tangentes. 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que  nous  entendons  ici , 
par  limite  des  tangentes,  la  droite  qui,  menée  sous  l'in- 
clinaison limite,  coupe  l'un  des  axes,  celui  des  j^  par 
exemple,  au  point  limite  où  cet  axe  est  coupé  par  la  tan- 
gente variable.  Ce  ne  serait  pas  déterminer  une  droite, 
que  de  dire  simplement  qu'elle  est  la  limite  d'une  droite 
mobile  qui  ne  reste  pas  toujours  parallèle  à  elle-même. 
En  effet,  cette  droite  est  située  de  la  même  manière  par 
rapport  à  des  droites  parallèles  entre  elles ,  quoiqu'elle 
les  coupe  en  des  points  qui  peuvent  être  fort  éloignés  les 
uns  des  autres^  et  si  elle  s'approche  indéfiniment  de  l'une 
de  ces  parallèles,  elle  s'approche  également  des  autres,  à 
partir  des  points  respectifs  où  elle  les  coupe. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner  se  déduit 
si  simplement  de  la  forme  de  l'équation  (i)  pour  laquelle 
nous  avions  calculé  l'équation  générale  des  asymptotes, 
que  nous  avons  cru  ne  pas  devoir  l'omettre.  Mais  préci- 
sément parce  qu'elle  est  fondée  sur  cette  forme,  elle  n'a 
pas  toute  la  généralité  qu'on  pourrait  désirer,  et  nous 
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allons    traiter  la   question,   indépendamment  de   toute 
forme  particulière  d'équation. 

239.  Une  asymptote  est,  en  général,  la  limite  des 
tangentes.  Considérons  une  branche  infinie  de  courbe 
quelconque  ayant  une  asymptote  AX  (/ig.85)]  cette 
courbe  n'étant  pas  donnée  par  une  équation ,  il  est  néces- 
saire d'en  connaître  certaines  conditions  géométriques 
bien  déterminées ,  sur  lesquelles  le  raisonnement  puisse 
se  fonder.  Nous  admettrons ,  comme  seule  définition  de 
cette  courbe,  qu'elle  est  telle,  que  depuis  un  certain 
point  B  jusqu'à  Tinfini ,  ses  points  aillent  constamment 
en  s'approchant  de  AX,  et  que  l'inclinaison  de  sa  tangente 
sur  AX  varie  toujours  dans  le  même  sens.  Il  est  d'abord 
évident  que  depuis  le  point  B  la  courbe  est  convexe  vers 
AX  :  car  la  tangente  en  un  point  quelconque  rencontrera 
AX  au  delà  de  son  point  de  contact ,  puisque  les  distances 
à  AX  vont  en  diminuant  de  ce  côté  5  si  donc  la  courbe 
était  concave  vers  AX ,  et ,  par  suite ,  comprise  entre  AX 
et  sa  tangente ,  elle  couperait  AX ,  ce  qui  est  contre  l'hy- 
pothèse. 

Cela  posé,  menons  une  droite  fixe  quelconque  AY; 
prenons  sur  celte  droite  un  point  P  plus  rapproché  de  AX 
que  ne  Test  le  point  B ,  et  menons  la  droite  indéfinie  PU 
parallèle  à  AX-  Elle  coupera  nécessairement  la  courbe 
en  un  seul  point  M,  qui  sera  d'autant  plus  éloigné  de  AY 
que  AP  sera  plus  petit. 

Si  maintenant  on  joint  le  point  P  successivement  aux 
différents  points  de  la  courbe  situés  au  delà  de  M,  cette 
droite  coupera  nécessairement  AX,  et,  par  conséquent, 
rencontrera  auparavant  la  courbe  en  un  second  point. 
Celte  sécante,  tournant  continuellement  autour  de  P,  de- 
viendra tangente  dans  une  position  unique  PQ,  et  le 
point  de  contact  N  sera  au  delà  de  M,  Or  les  tangentes  aux 
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points  situés  au  delà  de  ]N  couperont  nécessairemetit  PQ 
entre  N  et  Q ,  et  AX  au  delà  de  Q  ]  elles  couperont  donc 
A  Y  entre  A  et  R;  et  comme  PA  peut  être  supposé  aussi 
petit  qu'on  voudra,  il  s'ensuit  ({ue  les  tangentes  à  la 
courbe  couperont  A  Y  en  des  points  qui  iront  constamment 
eu  s'approchant  de  A ,  et  que  leur  distance  à  ce  point  a 
pour  limite  zéro.  Comme  d'ailleurs  Tangle  qu'elles  font 
avec  AX  a  zéif)  pour  limite ,  on  peut  énoncer  la  proposi- 
tion suivante,  qu'il  faut  entendre  avec  les  restrictions 
indiquées  ci- dessus  : 

Lorsqu'une  branche  infinie  a  une  asymptote,  les  tan- 
gentes à  cette  branche  coupent  une  droite  fixe  non  pa- 
rallèle à  r asymptote,  en  des  points  gui  ont  une  limite 
à  mesure  que  le  point  de  contact  s^ éloigne  indéfiniment ^ 
leur  direction  a  de  même  une  limite ,  et  si  Pou  mène  par 
le  point  limite  une  droite  dans  cette  dernière  direction  y 
elle  coïncidera  avec  V asymptote* 

240.  Si  les  conditions  géométri([uos  que  nous  avons 
admises  n'existaient  pas ,  il  serait  possible  que  la  branche 
de  courbe  eut  une  asymptote,  et  que  les  tangentes  n'eussent 
pas  de  limite. 

En  effet ,  si  rinclinaison  de  la  courbe  ne  variait  pas  tou- 
jours dans  le  même  sens,  les  tangentes  aux  points  situés 
au  delà  de  N  pourraient  ne  pas  couper  PQ  entre  P  et  Q , 
et,  par  suite,  AY  entre  P  et  A  ^  rien  ne  prouverait  alors 
que  leur  point  de  rencontre  avec  AY  aurait  une  limite^ 
et  il  est  même  facile  de  trouver  des  cas  ou  cela  n'a  pas 
lîeu. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

a  -I-  sin  a: 
m  étant  positif  et  «>  i.  La  courbe  est  tout  entière  au*» 
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dessus  de  Taxe  des  x  ^  de  plus ,  elle  s' eu  approche  indéfini- 
ment 5  et ,  par  conséquent ,  cet  axe  en  est  une  asymptote. 
Cherchons  maintenant  le  point  où  la  tangente  coupe  Taxe 

des  y.  Son  ordonnée  j  —  x  —  a  la  même  limite  que — x  j-  ? 

puisque  l'ordonnée  j-  du  point  de  contact  tend  vers  zéro. 

Mais  on  a 

dr                             m  {a  -f-sino:) 
jc  -~-=  x'-*"  CCS  j: ^^ ■  9 

expression  dont  le  dernier  terme  tend  vers  zéro.  11  reste 
donc  à  trouver  la  limite  de  x*"*"  cos  x.  Or  cette  limite  est 
zéro  lorsque  l'on  a  m^  i ,  et  alors  la  tangente  a  une  limite, 
qui  se  confond  avec  l'asymptote.  Mais  si  Ton  a 

/w  =  I ,     ou     /w  <^  I  , 


dy  I 

x-r-  sera  indé'terminé ;  il  pourra  avoir  toutes  les  valeurs         ! 

dx  ^  I 

comprises  entre  deux  limites  finies  dans  le  premier  cas,         | 
et  infinies  dans  le  second.  D'où  Ton  voit  qu'wwe  branche 
de  courbe  peut  av^oir  une  asymptote j  sans  qu  il  existe  une 
limite  pour  ses  tangentes. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  la  tangente,  considérée  à 
partir  de  son  point  de  contact,  tendrait  indéfiniment  vers 

l'axe  des  x ,  parce  que  y  et  —  tendent.vers  zéro  \  mais  si  on 

la  prolonge  jusqu'à  l'axe  des  .y,  elle  s'écarte  de  Taxe  des  x, 
de  cpiantités  finies,  ou  même  croissant  indéfiniment, 
comme  nous  venons  de  le  démontrer.  Or,  dans  ce  cas,  on 
dit  qu'une  droite  n'a  pas  de  limite,  parce  que  c'est  tou- 
jours à  l'origine  et  aux  axes  fixes  qu'on  la  rapporte. 

241.  Toute  limite  des  tangentes  est  asymptote.  — 
Cette  réciproque  de  la  proposition  précédente  peut  être 
démontrée  comme  il  suit. 
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Soît  X'X  [fig*  86)  une  droite  vers  laquelle  convergent 
les  tangentes  à  une  branche  de  courbe  infinie  5  et  par  là 
nous  entendons  que  ces  tangentes  font  avec  X'  X  un  angle 
qui  tend  vers  zéro  à  mesure  que  les  points  de  contact  s'éloi- 
gnent indéfiniment  \  et  que  si  par  un  point  A  pris  sur  X'X, 
on  mène  un  axe  fixe  AY,  il  est  toupé  par  la  tangente  va- 
riable en  un  point  dont  la  limite  est  A. 

Considérons  maintenant  une  tangente  quelconque  PQ  : 
il  est  admis  qu'à  partir  d'une  certaine  position  du  point  de 
contact  jusqu'à  Tinfini,  le  point  P  va  en  se  rapprochant 
indéfiniment  de  A ,  et  que  l'angle  AQP  tend  vers  zéro ,  ces 
deux  quantités  conservant  leurs  signes,  ou  en  changeant 
d'une  manière  quelconque.  Or  il  est  évident  que  si  le  point 
de  contact  M  est  toujours  situé  dans  la  partie  PQ  de  la 
tangente,  quel  que  soit  l'angle  des  axes  dans  lequel  elle  se 
trouve,  sa  distance  Mï  à  X'X  est  moindre  que  PA,  et, 
par  conséquent,  il  s'approche  indéfiniment  de X'X,  puis- 
que la  limite  de  PA  est  zéro  par  hypothèse.  Donc ,  dans  ce 
cas,  la  ligne  X'X  est  une  asymptote. 

Ce  cas  est  celui  qui  aura  lieu,  par  exemple,  lorsqu'à 
partir  d'une  certaine  position  de  la  tangente,  le  point  Q 
ira  toujours  en  s'éloignant,  et  le  point  P  en  se  rappro- 
chant de  A  ;  car  les  intersections  successives  des  tangentes 
se  feront  toujours  dans  l'angle  YAX,  et,  par  suite,  les 
limites  de  ces  points ,  ou  les  points  même  de  la  courbe,  y 
seront  renfermés. 

Il  reste  donc  à  considérer  le  cas  où  le  point  de  contact 
serait  en  dehors  de  la  partie  PQ.  Or  nous  allons  démon- 
trer que  la  tangente  ne  pourrait  alors  avoir  pour  limite 
X'X,  à  moins  que  les  points  de  cette  branche  de  courbe 
ne  s'approchent  indéfiniment  de  celte  même  ligne  X'X, 
qui  sera  par  conséquent  encore  une  asymptote. 

Concevons,  en  effet ,  une  branche  de  courbe  i  nfinie  dont 
l'ordonnée  ne  tende  pas  vers  zéro,  et  dont  la  tangente 


346  LIVRE    II. 

fasse  avec  l'axe  AX  {fig*  87)  un  angle  ayant  zéro  pur 
limite. 

L'ordonnée  pourra  croître  indéfiniment  ou  rester  li- 
mitée :  dans  ce  dernier  cas,  elle  pourra  tendre  vers  une 
valeur  déterminée  5  elle  pourra  même  osciller  entre  des 
limites  déterminées,  de  idlle  sorte  que,  quelque  grand  que 
soit  x^  la  courbe  reste,  où  du  moins  revienne,  à  cer- 
tains intervalles,  au-dessus  d'une  parallèle  située  à  une 
distance  finie  de  AX.  Or  nous  allons  démontrer  que ,  dans 
ces  différentes  hypothèses,  AX  ne  peut  être  la  liniite  des 
tangentes. 

En  effet ,  supposons  d'abord  que  l'ordonnée  croisse  in- 
définiment, et  menons  à  AX  une  parallèle  CV,  à  une  dis- 
lance AC  aussi  grande  que  l'on  voudra  de  AX5  cette  pa- 
rallèle rencontrera  nécessairement  la  courbe  en  un  certain 
point  M,  et  la  distance  CM  pourra  dépasser  toute  gran- 
deur donnée.  Si  maintenant  par  le  point  C  et  un  point  M' 
de  la  courbe,  situé  au-dessus  de  CV  à  une  distance  aussi 
petite  qu'on  voudra  de  M,  on  fait  passer  une  ligne  droite, 
on  sait  que,  quelque  petit  que  soit  l'angle  qu'elle  fera 
avec  AX ,  elle  finira  par  rencontrer  la  courbe  en  un  se- 
cond point  au  delà  de  MM',  puisque  l'angle  de  la  tangente 
à  la  courbe  avec  AX  tend  vers  zéro.  Donc,  en  faisant 
tourner  cette  droite  dans  le  même  sens,  elle  finira  par 
devenir  tangente  en  un  point  situé  au  delà  de  M.  Donc, 
en  prenant  des  points  assez  éloignés  sur  la  courbe,  la  tan- 
gente coupera  AY  en  des  points  C  situés  à  des  distances 
aussi  grandes  qu'on  voudra  de  A.  Donc  enfin  les  tangentes 
n'ont  pas  pour  limite  AX. 

Supposons  maintenant  que  l'ordonnée  ne  croisse  pas 
indéfiniment,  et  que  les  points  de  la  courbe  restent  con- 
stamment au-dessus  d'une  droite  BU  menée  parallèlement 
à  AX  à  une  dislance  déterminée  différente  de  zéro,  ou  bien 
passent  au-dessus  et  au-dessous  de  lîU  à  des  intervalles 
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quelconques.  Considérons  un  point  M  de  la  courbe  situé 
au-dessus  de  BU  à  une  distance  de  AY  plus  grande  qu'une 
quantité  donnée  quelconque,  et  menons,  par  ce  point, 
MD  parallèle  à  AX  [fig-  88).  En  raisonnant  comme  dans 
le  cas  précédent,  nous  démontrerions  qu'il  existe  une 
tangente  en  un  point  situé  sur  la  courbe ,  au  delà  de  M ,  et 
rencontrant  A  Y  en  D ,  et ,  par  conséquent ,  au-dessus  de  B  5 
d'où  il  suit  que  AX  n'est  pas  la  limite  des  tangentes. 

Donc  enfin  AX  ne  serait  pas  la  limite  des  tangentes  si 
les  points  de  la  courbe  étaient  situés  en  dehors  de  la  partie 
de  la  tangente  comprise  entre  les  deux  axes ,  et  qu'en  même 
temps  leur  distance  à  AX  ne  tendit  pas  vers  zéro.  Mais  si 
cette  distance  tend  vers  zéro ,  AX  est  asymptote.  D'où  il 
résulte  enfin  que ,  quelque  part  que  soit  situé  le  point  de 
contact  sur  la  tangente  variable,  si  cette  droite  tend  vers 
une  limite,  dans  le  sens  précédemment  défini ,  cette  limite 
estime  asymptote. 
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CHAPITRE  VIII. 

DIFFÉRENTIELLES  ET  DÉRIVÉES  DE  l'aRC,  DE  L'aIRE, 
ET  DE  l'inclinaison  d'uNE  COURRE  PLANE.  USAGE 
DES  DÉRIVÉES  POUR  RECONNAITRE  LA  CONCAVITÉ 
OU    LA    CONVEXITÉ. 


242.  Désignons  par  s  la  longueur  de  l'arc ,  prise  à 
partir  d'un  certain  point  de  la  courbe  :  nous  avons  vu  que 
son  accroissement  infiniment  petit  A^  ne  pouvait  diflérer 
que  d'un  infiniment  petit  du  second  ordre ,  de  la  partie 
delà  tangente  terminée  à  l'ordonnée  extrême,  c'est-à-dire 

/  dy^  A  s  I  dy^ 

de  Ax  1  /  I  H-  "T-;*  Donc  la  limite  de  - —  est  i  /  i  +  -j^  ; 

V  dx^  ùix         y  dx^ 

et  l'on  a 


dx       V 


dy' 


+  -~^      ds  =  sj dx' -i- dx\ 


Dans  un  système  de  coordonnées  polaires  on  aura 

"?9"^V   '"'"*"  S'     ''"     ds=.slr'd^--^dr\ 

243.  L'aire  comprise  entre  deux  ordonnées,  l'axe desj: 
et  l'arc  d'une  courbe,  croît  d'une  quantité  comprise  entre 
deux  parallélogrammes  dont  la  limite  du  rapport  est 
l'unité,  à  mesure  que  A.r  tend  vers  zéro  ;  on  peut  donc, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit,  prendre  l'un  quelconque 
des  deux  au  lieu  de  l'accroissement  même  de  l'aire,  sans 
altérer  la  limite  du  rapport  à  Ax.  Si  donc  on  désigne 
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Taire  par  A,  on  aura 

-r-  =  y  sin  ô,     ou     dk  =  ydx  sin  0, 
dx 

d  désignant  F  angle  des  axes. 

Dans  un  système  de  coordonnées  polaires,  les  deux  pa- 
rallélogrammes seront  l^emplafîés  par  des  secteurs  sembla- 
bles, et  l'on  trouvera 

^=:-,     ou     £/A  =  ir»^e. 

244.  L'inclinaison  ç  de  la  tangente  sur  l'axe  de  x  est 
déterminée  par  l'équation 

dy 
laDgf  = 

d'où 


iang,=  -; 


d}y 
dx 


ou 


df^  ,    d-'y  dx' 

dx  ^  dx'         ^    ^    dy' 

dx' 

^^dx 
dx' 


dy' 


Cette  valeur  de  d(f  est  ce  que  nous  nommerons  angle  de 
contingence;  il  peut  être  pris  pour  Aç,  qui  est  celui  des 
deux  tangentes  aux  points  dont  les  abscisses  diffèrent  de 
dx^  sans  que  les  limites  des  rapports  soient  altérées. 

Dans  un  système  de  coordonnées  polaires ,  Tangle  de 
deux  tangentes  consécutives,  ou  la  différence  infiniment 
petite  de  l'inclinaison  (f  de  la  tangente  sur  l'axe  fixe ,  est 
égal  à  l'angle  des  deux  rayons  vecteurs  correspondants , 
plus  l'accroissement  de  l'inclinaison  de  la  tangente  sur  le 
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rayon  qui  passe  au  point  de  contact.  On  trouvera  ainsi 

dr''          d^r 
rf,  = ^, d9. 


Cojicas^ité  et  com^exité. 

245,  On  dit  qu'une  courbe  est  concave  en  un  de  ses 
points  par  rapport  à  une  droite  donnée,  lorsque,  à  partir 
de  ce  point,  ses  deux  branches  commencent  par  être 
comprises  dans  l'angle  aigu  formé  par  la  droite  donnée  et 
la  tangente  à  la  courbe  au  point  que  Ton  considère.  Lors- 
que, au  contraire,  les  deux  branches  commencent  par 
être  en  dehors  de  cet  angle ,  on  dit  que  la  courbe  est  con- 
vexe en  ce  point  par  rapport  à  la  droite. 

Nous  allons  faire  connaître  les  caractères  analytiques 
qui  correspondent  à  ces  deux  circonstances ,  en  suppo- 
sant qu'on  ait  pris  la  droite  donnée  pour  axe  des  x.  Dans 
le  cas  de  la  concavité,  l'ordonnée  orthogonale  de  la  courbe 
doit  être  moindre  en  grandeur  absolue  que  celle  de  la  tan- 
gente au  point  que  l'on  considère,  pour  les  valeurs  de  x 
infiniment  voisines  dç  celle  qui  correspond  à  ce  point. 
Ainsi  l'ordonnée  de  la  courbe  sera  plus  petite  que  celle 
de  la  tangente  lorsqu'elle  sera  positive,  et  plus  grande 
lorsqu'elle  sera  négative.  L'inverse  aura  lieu  pour  la  con- 
vexité.. 

Or,  en  désignant  par  x\  y'  les  coordonnées  du  point 
donné,  et  par  h  une  quantité  positive  ou  négative,  qui 
peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée ,  on  a 
pour  les  points  de  la  courbe , 

,     dy  ^      h'  /d'r\ 
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et  pour  la  tangente  au  point  [x^fj') , 

donc,  si  j'  est  positive,  la  courbe  sera  concave  si  le  terme 
_  / — Z\  ^est  négatif,  et  convexe  s'il  est  positif.  Or, 

si  l'on  n'a  pas --7—  =  o,  le  signé  du  terme  eu  question 

^       dx  ' 

sera  le  même  que  celui  de  -j^  quel  que  soit  le  signe  do/i. 

Les  deux  branches  de  la  courbe  commencent  donc  par 
être  d'un  même  côté  de  la  tangente  5  ce  qui  montre 
que  notre  définition  des  tangentes  renferme  celle  des 
anciens;  et  l'étude  des  points  singuliers  nous  fera  voir 

qu'elle  est  plus  générale.  Supposant  donc  que  -^-7^  ne 

soit  pas  nul ,  on  voit  que  pour  les  points  de  la  courbe 
qui  sont  du  côté  desj^  positifs,  la  condition  de  concavité 

est  — —  <1  o,  et  la  condition  de  convexité  est  -rr-j-  >  o. 
dx''^  d^ 

C'est  l'inverse  pour  les  points  situés  du  côté  des  j  néga- 
tifs. 

Si  ^^  =  o,  il  faudra  que  l'on  ait  —^^  =  o  pour  que 
dx  ^  ,  "•'^ 

les  deux  branches  de  la  courbe  soient  d'un  même  côté  de 
la  tangente  dans  le  voisinage  du  point  que  l'on  considère, 

et  c'est  au  signe  de  -7^  qu'on  reconnaîtra  la  concavité  ou 

la  convexité.  De  même,  si  -^  =  o,  il  faudra  qu  on  ait 

-^L-  =0,  et  ainsi  de  suite. 
dx'^ 
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CHAPITRE  IX. 

POINTS    SINGULIERS. 


246.  Lorsque  la  concavité  se  change  en  convexité,  —^ 

doit  changer  de  signe  et,  par  conséquent,  passer  par  zéro 
ou  l'infini;  les  points  où  s'opère  ce  changement  se  nom- 
ment pomr5  iTinJlexion, 

Mais  il  ne  suffit  pas  que  -7—^  soit  nul  pour  qu'il  y  ait 

inflexion  \  car  il  faut ,  pour  qu'il  change  de  signe,  que  — 

d^  y 
ne  soit  pas  nul,  ou  que  -3-^  le  soit  en  même  temps,  et 

ainsi  de  suite.  De  même ,  si  -^  est  infini ,  il  faudra  s'as- 

surer  s'il  change  de  signe. 

Points  multiples,  —  On  appelle  ainsi  ceux  où  passent 
plusieurs  branches  de  courbe,  et  où  l'on  peut  mener, 
par  conséquent ,  plusieurs  tangentes.  On  peut  les  déter- 
miner par  des  règles  très-simples  pour  toutes  les  courbes 
algébriques.  Soit  F  (a:,  y)  =  o  une  équation  algébrique 
et  rationnelle  ;  on  en  tirera 

,  ,  dY       dYdy 

Or,  cette  équation  devant  être  satisfaite  par  plusieurs 

valeurs  de  ---9  tandis  que  — »  —  n'en  auraient  qu'une 

1  ,         .       .    rfF  d¥ 

seule,  on  devra  avoir  —  =  o,  —  =  o,  conjointement  avec 
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F  (x^j)^=  o.  Si  Ton  trouve  des  solutions  réelles  corn- 
er 
munes  à  ces  équations,  les  valeurs  de  -^  seront  données 

par  l'équation 


d'F  d'F  df       d'F  /drV 

dx  '  dxdjr  dx        dj- 


m 


que  l'on  obtient  en  différentiant  Téquation  (i),  et  rem- 

1         .  ,     dF      dF 

plaçant  ensuite  -r-  et  -—  par  zéro. 
^     *  dx       dy^  ♦ 

Si  trois  branches  passaient  au  même  point ,  les  coeffi- 
cients de  cette  équation  seraient  encore  nuls,  et  Ton  au- 
rait recours  à  la  troisième  dérivée  de  l'équation  5  et  ainsi 
de  suite. 

Les  deux  branches  seraient  tangentes  si  deux  valeurs 

de  —  étaient  égales. 

Si  l'équation  était  résolue  par  rapport  ky^i  renfermait 
des  radicaux  à  double  signe,  on  reconnaîtrait  les  points 
multiples  en  cherchant  les  valeurs  de  x  qui  font  dispa- 
raître un  de  ces  radicaux  de  j^  sans  le  faire  disparaître 

dy 
de  -—;  car  en  ces  points  deux  branches  de  courbe  se  cou- 
rte ' 

peront,  et  leurs  tangentes  seront  différentes. 

247.  Points  de  rehroussement.  —  Si  en  un  point  mul- 

dy 
tiple  deux  valeurs  de  y-  sont  égales ,  et  que  les  deux 

branches  s'arrêtent  en  ce  point,  on  a  un  point  de  rebrous- 
sement.  Il  est  du  premier  genre  lorsque  les  deux  bran- 
ches sont  de  côtés  différents  de  la  tangente  commune,  et 
du  second  genre  lorsqu'elles  sont  du  même  côté.  On  re- 
connaîtra que  les  branches  s'arrêtent  en  ce  point ,  lors- 
qu'en  faisant  varier  x  d'un  côté  seulement,  leurs  ordon- 
nées deviendront  imaginaires.  Il  faut  cependant  excepter 
I,  ?3 
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le  cas  où  -^  serait  infini  en  ce  point ,  on  considérerait 

alors  l'abscisse  au  Heu  de  l'ordonnée. 

r/V 
Le  rebroussement  sera  du  premier  genre  lorsque  — 

sera-de  signe  différent  pour  les  deux  branches  5  il  sera  du 
second  quand  ce  signe  sera  le  même. 

284.  Points  conjugués,  —  On  appelle  ainsi  despoinis 
isolés  dont  les  coordonnées  satisfont  à  Téquatiou  d'une 
courbe,  sans  qtt'on  en  puisse  supprimer  ces  solutions. 
Pour  ces  points,  le  Ay  doit  être  imaginaire,  et,  par  suite, 

le  plus  souvent  le  — •  Dans  ce  cas,  comme  Iç  —-?  tiré 

d'une  équation  du  premier  degré ,  ne  saurait  être  imagi- 
naire, les  coordonnées  des  points  conjugués  satisferont 

dY  d¥ 

aux  équations  —  =  o,  —  =  o. 

On  les  trouvera  ainsi  en  même  temps  que  les  points 
multiples.   Mais  Ay  peut  être  imaginaire  sans  que  la 

T     .      j    A  r ,        .  .... 

limite  de  —  le  soit ,  parce  que  sa  partie  imaginaire  pour- 
rait avoir  pour  limite  zéro. 

249,  Points  d* arrêt.  —  On  donne  ce  nom  à  tout  point 
où  s'arrête  brusquement  un  branche  unique  de  courbure. 

On  les  déterminera  en  cherchant  les  valeurs  de  a:  à 
partir  desquelles  y  commence  à  devenir  imaginaire ,  s'il 
était  réel  auparavant;  ou  à  devenir  réel,  s'il  était  imagi- 
naire. 11  faudra,  de  plus,  s'assurer  qu'il  n'y  a  qu'une  seule 
branche  de  la  courbe  à  passer  en  ce  point ,  et  que ,  par 
conséquent,  les  valeurs  voisines  de  x  ne  donnent  pas  plu- 
sieurs valeurs  voisines  pour^. 

250.  Points  saillants  ou  anguleux.  —  On  appelle 
ainsi  les  points  où  s'arrêtent  deux  branches  de  courbe, 
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sans  y  avoir  la  même  tangente.  Us  rentrent  dans  la  classe 
des  points  multiples.  On  les  distinguera  des  points  mul- 
tiples ordinaires,  à  ce  que,  comme  dans  le  cas  des  points 
de  rebroussement ,  les  deux  branches  ne  se  prolongent  pas 
au  delà  de  leur  point  de  rencontre. 

Lorsque  l'équation  d'une  courbe  ne  donne  qu'une  seule 
valeur  dey  pour  chaque  valeur  de  x^  toute  valeur  de  x 

qui  donnera  deux  valeurs  pour  -^  déterminera  évidem- 
ment un  point  saillant. 

Exemples  de  points  singuliers. 

poiQt  multiple ,  inflexion. 

2°.  jr=:suix,jr=cos.r,  jr^tangx,  y  =  — 2-,  jrz=:x  tangx, 
inflexions. 

2p-hf 

rebroussement  du  premier  genre ,  si  l'on  a 
rebroussement  du  second  genre ,  si  l'on  a 
en  supposant  qu'on  n'ait  pas 

23, 
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Cas  paniùuliers  de  cette  formule. 

j»  =  ^%     j  =  a:  ±  :c  sfxy     y  =  ar'rt  ^'  V^ , 


4». 

^-i.gx'  ^--'«g-' 

poil 

it  d'arrêt  à  Torigine; 

r  = :, 

14-^ 
peint  saillant  ou  anguleux ,  à  Torigine  -, 

point  conjugué,  ayant  pour  abscisse  a,  si  a<^  ftj  point 
multiple ,  ayant  pour  abscisse  a ,  si  a  >  ft . 
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CHAPITRE   X. 

EXPRESSION  DIFFÉRENTIELLE  DU  RAYON  DE  COURBURE. 

COURBES   OSCULATRlCES    EN    GÉNÉRAL. 

CONTACTS   DE   DIVERS   ORDRES. 


251 .  La  courbure  en  un  point  d'une  courbe  étant  la 
limite  du  rapport  de  V angle  des  tangentes  extrêmes  à 
Tare  correspondant ,  aura  pour  valeur 


Av  d^ 

lim.  — i      ou     -V» 
Ls  as 

(f  désignant  l'angle  de  la  tangente  avec  Taxe  des  x  ^  et  si 
l'on  appelle  R  le  rayon  de  courbure  qui  est  aussi  le  rayon 

du  cercle  osculateur,  nous  avons  vu  que  -  est  la  mesure 

de  la  courbure  5  on  aura  donc 

df 

et,  d'après  les  formules  des  n*^'  242 ,  243,  on  aura  dans  un 
système  de  coordonnées  rectangles 


..tm. 


dy 

dx" 


l't  dans  un  système  de  coordonnées  polaires, 


^  dr'  (fr 
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Les  réciproques  des  valeurs  de  R  seraient  celles  de  la 
courbure. 

Si  l'on  prenait  pour  variable  indépendante  une  quan- 
tité quelconque  t  différente  de  l'abscisse,  on  déduirait 
l'équation  suivante  des  formules  générales  par  lesquelles 
on  opère  cette  transformation  : 


ou     R  =- 


dx  d^jr       dy  d^x  dxd^y  —  dyd^x 

It  1?'^  li  dF 

On  aurait  pu  passer  aussi  à  la  valeur  de  R  exprimée  en 
coordonnées  polaires  »  en  partant  des  coordonnées  rectan- 
gulaires. On  aurait  trouvé  la  formule  obtenue  ci-dessus 
d'une  manière  directe. 

Appliquons  cette  transformation  au  cas  où  la  courbe 
serait  donnée  par  une  équation  entre  l'ordonnée  et  l'arc , 
et  prenons  Tare  pour  variable  indépendante  5  on  a 


dt 

d^X 
ds^ 

dy 

ds 

d^x       \ds] 
ds^ 

dx  d}x   ^    dy  cPy 

ds    ds'    ^    ds   ds^  ""  ^ 

d'oui 

on  tire 

R  = 

■        d'y 
ds' 

m-m='- 


Il  serait,  du  reste,  très-facile  de  trouver  directement 
cette  dernière  formule.  On  déterminerait  l'angle  de  con- 
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tingence  r/ç,  en  parlant  de  la  formule  sîn(p  =  —-?    croù 


donc 


R  = 


\/'-'£ 


formule  qui  coïncide  avec  celle  que  Ton  avait  obtenue 
par  le  changement  de  la  variable  indépendante. 

Courbes  osculatrices . 

252.  Si  Ton  considère,  au  lieu  d'un  cercle,  une  courbe 
représentée  par  une  équation  donnée  de  forme,  et  conte- 
nant un  certain  nombre  de  coefficients  indéterminés,  on 
pourra  lui  donner  autant  de  points  communs  avec  la 
courbe  proposée ,  qu'il  y  a  de  ces  coefficients.  Si  Ton  fait 
ensuite  tendre  tous  ces  points  vers  le  premier,  la  limite 
vers  laquelle  tend  la  courbe  variable  se  nomme  la  courbe, 
os  eu  lattice  delà,  proposée,  relativement  à  celles  qui  sont 
renfermées  dans  l'équation  indéterminée. 

Ces  conditions  géométriques  peuvent  être  exprimées 
par  des  relations  très-simples  entre  les  coefficients  difie- 
renliels  successifs  des  ordonnées  des  deux  courbes  :  soient 
Xi,  x^^  x^^,,.^x,„  les  abscisses  de  m  points  communs  à 
deux  courbes,  croissant  par  degrés  inégaux  suivant  une 
loi  quelconque  5  on  supposera ,  pour  mettre  le  plus  de  gé- 
néralité possible  dans  la  question  ,  que  l'on  prenne  pour 
variable  indépendante  une  quantité  quelconque  f,  dontx, 
et  par  suite  j^,  seront  des  fonctions  connues. 

Soient  ji, 72,^3,...,/,,,  les  valeurs  de j^  relatives  aux 
points  communs  5  les  différences  successives  dej^i  jusqu'à 
l'ordre  m  —  i  peuvent  s'exprimer,  comme  on  le  sait,  au 
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moyen  des  valeurs  ji,yj,...3j^^,  et  il  est  évident  qu'elles 
seront  les  mêmes  pour  les  deux  courbes,  puisque  les  or- 
données y,,  y  ,,...3  y,„   sont  les    mêmes.    Les  rapports 

-Zl ,  _ji-' , ,  •  •  ? ^seront  donc  identiquement  les  mêmes 

de  part  et  d'autre,  et,  par  suite,  leurs  limites  seront 
aussi  les  mêmes. 

Les  m  —  I  premières  dérivées  de  j"  par  rapport  à  t  au- 
ront donc  les  mêmes  valeurs  au  point  commun,  dans  les 
deux  courbes ,  et  il  en  sewi  dç  même  de 

dx       iPx  d'"-^œ 

~dt'     liF''"'      dr-'' 

Or  on  sait,  d  après  les  formules  relatives  au  changement 
de  la  variable  indépendante  ,  que  les  valeurs  de 

dy        d}y  d'^~^y 

di^     5^'*"'      djf"-' 

ne  dépendent  que  des  dérivées  de  x  et  de j^  par  rapport 
h  t^  depuis  le  premier  ordre  jusqu'à  celui  que  l'on  consi- 
'  dère ,  inclusivement. 

Donc ,  quelle  que  soit  la  loi  continue  suivant  laquelle 
les  points  communs  se  rapprochent  du  premier,  la  courbe 
limite  sera  telle  ,^que  pour  x  =  x^  les  quantités 


^'>      -JZ^ 


dx         dx"^  dx"*-^ 


auront  la  même  valeur,  si  on  les  tire  de  son  équation  ou 
de  l'équation  de  la  courbe  donnée. 

Donc ,  pour  déterminer  les  m  coefficients  de  l'équation 
de  la  courbe  osculatrice,  il  suffira  d'égaler  les  valeurs  des 

dv  cf" —  '  Y 

m  quantités  ji,  -r-*'  *  •  •  '     ,  J_\^  que  l'on  tirera  des  équa- 
ctx  ctx 

lions  des  deux  courbes ,  et  dans  lesquelles  on  donnera  à  x 
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et  y  les  valeurs  x^^y^^  du  point  que  l'on  a  choisi  sur  la 
première  courbe. 

Mais  on  formera  plus  simplement  ces  m  équations  en 
différentiant  m  —  i  fois  l'équation  qu'il  faut  déterminer, 
et  remplaçant  dans  celle-ci  et  dans  ses  m  —  i  dérivées , 
X  çXy  par  x^^  /i,  et  les  dérivées  de  y  par  celles  qu'on 
tirera  de  l'équation  connue. 

Telle  est  la  méthode  générale  au  moyen  de  laquelle  on 
trouve  l'équation  de  la  courbe  osculàtrice  d'une  espèce 
donnée. 

Contacts  de  divers  ordres, 

253.  Lorsque  deux  courbes  ont  un  point  commun ,  et 
que  l'on  augmente  l'abscisse  de  ce  point  d'une  quantité 
infiniment  petite ,  la  différence  des  ordonnées  est  généra- 
lement du  premier  ordre. 

Si  cette  différence  est  du  deuxième  ordre ,  on  dît  que 
les  courbes  ont  un  contact  du  premier  ordre  5  si  elle  est 
du  troisième  ordre ,  on  dît  que  le  contact  est  du  second  ; 
et,  en  général,  il  y  a  un  contact  du  n'^'^*  ordre  entre  deux 
courbes ,  lorsque  la  diÔerence  de  leurs  ordonnées,  à  partir 
dupoiut  commun,  estun  infiniment  petit  de  l'ordre  n-f-i  : 
d'où  il  suit  qu'entre  deux  courbes  qui  ont  un  contact 
d'un  certain  ordre,  il  est  impossible  qu'il  en  passe  une 
autre  dans  le  voisinage  du  point  commun,  si  son  con- 
tact avec  l'une  quelconque  des  deux  est  d'un  ordre  infé- 
rieur. 

Pour  qu'il  n'y  ait  rie  a  d'incertain  dans  cette  définition 
des  contacts  de  différents  ordres ,  il  est  nécessaire  de  dé- 
montrer que  l'ordre  du  contact  est  indépendant  de  la  di- 
rection des  axes  5  or  c'est  ce  que  l'on  établit  facilement  en 
prouvant  que,  pour  un  point  quelconque  de  l'une  des 
courbes,  les  différences  des  ordonnées  des  deux  courbes 
considérées  relativement  à  des  axes  différents  sont  dan» 
un  rapport  fini.  Cette  différence  est  la  plus  petite  possible 
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quand  les  ordonnées  sont  perpendiculaires  à  la  tangente 
au  point  commun. 

La  seule  direction  qu'on  doive  excepter  pour  les  ordon- 
nées est  celle  de  la  tangente  au  point  commun. 

Maintenant,  si  Ton  développe  en  séries  les  ordonnées 
des  deux  courbes  suivant  les  puissances  de  Faccroisseraent 
de  l'abscisse  du  point  commun,  on  reconnaît  immédia- 
tement que  le  contact  entre  ses  courbes  sera  de  Tordre  n , 
si  les  71  premières  dérivées  de  l'ordonnée  par  rapport  à 
l'abscisse  sont  respectivement  égales  pour  chacune  des 
courbes,  quand  on  y  substitue  l'abscisse  du  point  com- 
mun :  car,  dans  ce  cas ,  la  différence  des  ordonnées  expri- 
mée au  moyen  des  deux  termes  qui  complètent  respecti- 
vement les  deux  séries ,  est  un  infiniment  petit  de  Tordre 
^4-  I. 

C'est  là  le  caractère  analytique  auquel  on  reconnaît  Tor- 
dre du  contact  de  deux  lignes  qui  ont  un  point  commun. 

Autre  manière  d'envisager  les  courbes  osculatrices. 

254.  Il  résulte  de  ce  qui  vient  d'être  dit  sur  le  contact 
des  courbes ,  que  pour  avoir  la  courbe  d'une  espèce  don- 
née, qui  a  le  contact  de  Tordre  le  plus  élevé  avec  une 
courbe  dont  l'équation  est  connue,  il  suffit  de  déterminer 
les  coefficients  arbitraires  de  l'équation  générale  des 
courbes  dont  l'espèce  est  donnée ,  en  exprimant  que ,  pour 
Tabscisse  que  Ton  considère,  les  ordonnées  sont  respecti- 
vement égales,  ainsi  que  leurs  dérivées  successives  jus- 
qu'à Tordre  le  plus  élevé  possible.  On  établira  ainsi  au- 
tant d'équations  qu'il  y  a  de  coefficients  indéterminés. 
L'ordre  du  contact  sera  le  nombre  de  ces  équations ,  moins 
une. 

On  voit  par  là  que  la  courbe  osculatrice  et  la  courbe 
qui  a  le  contact  de  Tordre  le  plus  élevé  sont  identiques. 


CALCUL    DES   D^RIviES    ET    DES    DIFFERENTIELLES,    ETC.         363 

Pour  la  ligne  droite ,  dont  l'équation  n'a  que  deuy  coef- 
ficients arbitraires ,  le  contact  ne  sera ,  en  général ,  que  du 
premier  ordre ,  il  sera  du  deuxième  pour  le  cercle.  Mais  il 
pourra  arriver  qu'en  certains  points  particuliers  le  con- 
tact soit  d'un  ordre  plus  élevé. . 

Lorsque  l'équation  de  la  courbe  osculatrice  cherchée 
n'est  pas  résolue  par  rapport  à  j^,  on  forme  ses  équations 

différentielles  successives  et  l'on  y  substitue  à  y\  —-, ,  etc. , 

les  valeurs  tirées  dfe  l'équation  de  la  courbe  donnée.  Les 
seules  inconnues  sont  alors  les  coefficients  \  et  s'ils  entrent 
tous  au  premier  degré ,  on  trouvera  un  seul  système  de 
valeurs ,  et ,  par  conséquent ,  une  seule  courbe  osculatrice. 

Lorsque  le  nombre  des  dérivées  communes  est  pair,  la 
différence  est  d'un  ordre  impair,  et,  par  conséquent, 
change  de  signe  avec  l'accroissement  de  x'  :  donc  alors  les 
courbes  se  coupent.  C'est  ce  qui  arrive,  en  général,  pour 
le  cercle  osculateur. 

Si ,  au  contraire,  le  nombre  des  dérivées  communes  est 
impair,  la  différence  est  d'ordre  pair  et  ne  change  pas  de 
signe  avec  raccroissement  de  x'  :  les  lignes  ne  se  coupent 
donc  pas.  C'est  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  de  la  ligne  droite, 
excepté  aux  points  d'inflexion. 

255.  Les  courbes  les  plus  simples  que  l'on  puisse 
mettre  en  contact  avec  une  courbe  donnée  sont  celles  qui 
sont  renfermées  dans  l'équation 

^  =  A-f-Bar-+-Cj:'H-.  .  .■+-Ra?«. 

On  peut  établir  un  contact  de  l'ordre  m  —  i  entre  les  deux 
courbes,  et  Ton  aura  immédiatement  Téquation  de  la 
courbe  osculatrice  en  développant  son  ordonnée  parla  for- 
mule de  Taylor,  après  avoir  remplacé  x par  x' 4-  {x — a:') . 
Cette  équation  est  la  suivante,  dans  laquelle  les  dérivées 
de  j''  sont  remplacées  par  celles  que  donne  l'équation  de 
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la  courbe  connue , 

dx'^  '       dx^      1.2  dx'"*  1,1,6,,.  m^ 

si  w  =  I ,  on  a  la  droite  osculalrice  dont  l'équation  est 


256.   Cercle  osculateur.  — L'équalion  générale  du  cer- 
cle est 

a,  6  étant  les  coordonnées  du  centre,  et  R  le  rayon. 
D'après  les  théories  précédentes,  on  déterminera  les  con- 
,  stantes  a ,  S ,  R ,  relatives  au  cercle  osculateur  au  pointa/, 
y'  d'une  courbe  donnée ,  au  moyen  des  trois  équations 

dy"      ,    ,     ^,dY 

—,  et  -Ht-  étant  tirés  de  Téquation  de  la  courbe  donnée. 
dx'       dx'^  ^ 

La  seconde  de  ces  équations  montre  que  le  centre  du  cercle 

osculateur  est  situé  sur  la  normale. 

On  tirera  de  là 


dy 


7'-6=- 


dx^^         ,  df 


{-'£-) 


d'y'     '  dx'         d^ 
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et ,  substituant  dans  la  première , 


.=( 


Cette  équation  donne  pour  le  rayon  la  valeur  déjà  trouvée 
par  une  autre  voie  \  et  les  deux  précédentes  font  connaître 
les  coordonnées  a ,  ê  du  centre  de  courbure ,  en  fonction 
dejc'jy'. 

Si  entre  ces  deux  équations  et  celle  de  la  courbe  donnée 
on  élimine  x',;y',  l'équation  résultante  entre  a  et  6  repré- 
sentera le  lieu  des  centres  de  courbure ,  ou  la  développée 
de  la  première. 
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CHAPITRE  XL 


THÉORIE   ANALYTIQUE   DES   DÉVELOPPÉES. 
COURBES   ENVELOPPES. 


-  257 ,  Les  équations  qui  déterminent  les  coordonnées  a , 
S  du  centre  de  courbure ,  ou  du  point  de  la  développée, 
correspondant  au  point  (x',  y)  de  la  courbe  donnée,  sont, 
d'après  le  numéro  précédent, 

(I)  (^'_«)  +  (y_6)g  =  o, 

Ces  équations  ayant  lieu  quel  que  soit  le  point  que  l'on 
considère,  si  l'on  donne  à  x^  un  accroissement  infiniment 
petit,  ^',  a  5  S ,  qui  sont  des  fonctions  de  x\  en  recevront 
de  correspondants,  et  les  équations  (i)  et  (a)  seront  en- 
core satisfaites  -,  les  accroissements  de  leurs  premiers  mem- 
bres seront  donc  nuls,  et,  par  suite,  leurs  dérivées  par 
rapport  à  a:'. 

Or  l'équation  (i),  différenliée  en  considérant  a,  6,  /' 
comme  fonctions  de  x\  et  ayant  égard  à  Téquation  (a), 
donne 

da        rfê   dy    d^ i 

dx' 

d'où  il  résulte,  comme  nous  l'avions  déjà  démontré,  que 
la  normale  à  la  courbe  donnée  est  tangente  à  sa  déve- 
loppée, au  centre  de  courbure. 
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258.  Le  calcul  peut  encore  conduire  à  la  seconde  pro- 
priété ,  qui  consiste  en  ce  que  la  différence  de  deux  rayons 
de  courbure  d'une  courbe  est  égal  à  l'arc  correspondant 
de  sa  développée  :  il  suffit,  pour  cela ,  de  parvenir  à  une 
équation  qui  ne  renferme  que  dB.,  doL^  dS. 

Or,  si  l'on  différenlie  Téquation 

(3)  (^'-«)a_H(/^6)»:=R., 

on  trouvera,  en  ayant  égard  à  Téquation  (i), 


et  si  l'on  remet  pour  a:' — a  sa  valeur  tirée  de  (i),  il  vient 

dK 


,  dy  da 

et ,  remplaçant  ^,  par  —  — , 


fdot^'hdQ^\ 


dK 
do/' 


Pour  éliminer  y  —  6 ,   on   remarquera   que  les  équa- 
tions (i)  et  (3)  donnent 


d'où 


7'-6  = 


\Jd<x'-hd^' 


Reportant  cette  valeur  de  j^'  —  S  dans  l'équation  ci- 
dessus,  il  vient,  abstraction  faite  du  signe  du  radical, 

dK  =z  sJdoL'-hdP, 

ce  qui  démontre  que  la  différentielle  du  rayon  de  cour- 
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bure  est  égale  à  celle  de  l'arc  de  la  développée.  D'où  Ton 
conclut  qu'un  arc  quelconque  de  la  développée  est  égal  à 
la  différence  des  rayons  de  courbure  tangents  à  ses  extré- 
mités. La  description  de  la  première  courbe  d'un  mouve- 
ment continu,  par  le  développement  de  la  seconde,  en 
résulte,  comme  nous  l'avions  fait  voir  précédemment. 

259.  Si  Ton  donnait  l'équation  F  (a,  6)  =  o  de  la 
développée,  et  qu'on  demandât  celle  de  la  développante,  il 
faudrait  éliminer  a  et  6  entre  l'équation  donnée  et  les 
deux  suivantes  : 

dans  lesquelles  —  serait  donnée  en  fonction  de  a  et  6  au 
moyen  de  l'équation  F  (a,  6)  =  o.  Il  en  résulterait  une 
équation  entre  a:,^^,  —  5  et ,  au  moyen  du  calcul  intégral, 

on  trouverait  l'équation  finie  entre  xeXy, 

Les  coordonnées  x^  y  d'un  point  quelconque  de  la 
développante  peuvent  facilement  s'exprimer  au  moyen 
des  coordonnées  a,  6  et  de  l'arc  5  de  la  développée. 

Une  construction  très-simple  conduit  immédiatement 
aux  équations 

dcf.       ^  d^         1,    ^       a  —  «^        da 

a  —  xz=s~9     6— ^  =  j-— ,      d'où =32- 

cls  as  6 — j-        flb 

Si  l'on  en  fait  application  au  cas  du  cercle ,  dont  l'équa- 
tion est  a'  -4-  6*  =  a',  on  trouve  d'abord 


a  o:  -4-  6  r  =  û*,    ou    —  se  -^ — r=a, 
a  a 

équation  qui  donnerait  immédiatement  la  projection  de 
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X  et  jr  sur  le  rayon  a  mené  au  point  de  contact.  Mais 

a  s        ^         .   s  I 

-  =  COS-»     -=::sin-     et      s  m  y  x""- -{-  y^  —  a}, 
a  a       a  a  ir       ^  j 

L'équation  delà  développante  du  cercle  sera  donc 

a:  ces-  ^x^  -f-  /^  —  a'  -h  /  sin  -  \/a?='  -h  r'  —  a*  =  a 
a  a  . 

et  en  coordonnées  polaires 

I     / a 

Ô  =  -  V  r'  —  «'  —  arc  cos-^ 

a  r 

comme  la  figure  le.  donnerait  immédiatement. 

Courbes  ensfeloppes. 

260.  Nous  avons  vu  (n°  154)  que  si  Ton  considère  la 
courbe  représentée  par  une  équation  F  (x,  j",  a)  =  o, 
qu'on  cherche  la  limite  des  points  de  rencontre  de  celte 
courbe  avec  celles  qui  résulteraient  d'un  accroissement 
infiniment  petit  donné  à  a  ;  et  que  Ton  cherche  le  lieu  de 
ces  points  limites  sur  toutes  les  courbes  représentées  par 
l'équation  proposée ,  dans  laquelle  a  varierait  d*une  ma- 
nière continue,  il  suffit,  pour  obtenir  ce  lieu,  A^ éliminer 
la  constante  a  entre  Véquation  de  la  courbe  ^variable  et 
sa  dénuée  partielle  par  rapport  à  cette  constante.  • 

Nous  avons  fait  remarquer  que  les  raisonnements  qui 
ont  conduit  à  cette  règle  supposent  que  la  fonction 
F  (jc:, j-,  a)  n'ait  qu'une  seule  valeur,  pour  un  même 
système  de  valeurs  de  x,  y^  a  -,  car,  sans  cela ,  il  serait  pos- 
sible qu'on  dût  prendre  deux  des  formes  différentes  de 
celte  fonction  dans  les  équations  des  deux  courbes  voi- 
sines. Dans  ce  cas ,  on  ne  pourrait  supprimer  F  (x,/,  a) 
dans  la  seconde,  et  les  valeurs  limites  de  x^y  seraient 
I.  24 
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celles  qui  rendraient  égales  les  deux  valeurs  de  cette 
fonction. 

La  propriété  remarquable  qu'a  cette  courbe  d'être  tan- 
gente à  toutes  les  positions  successives  de  la  courbe  varia- 
ble, et  que  noiis  avons  démontrée  géométriquement,  peut 
être  établie  comme  il  suit  par  le  calcul. 

d¥ 
En  effet ,  si  de  l'équation  —  =  o  on  tire  a  =(f  {^x,  j), 

et  qu'on  substitue  cette  valeur  dans  F  (a:,  j%  a)  =  o ,  on 
aura,  pour  l'équation  du  lieu  cherché, 

(0  F  [j^,  r,  T  (•^,  r)]  ==  o. 

Soit  l'équation  d'une  quelconque  des  courbes  variables 

(2)  F  {x,x,a)  =  o. 

Ces  deux  courbes  (i)  et  (2)  ont  généralement  des  points 

communs,  d'après  la  génération  de  la  première;  or  il  est 

(Ir 
facile  de  démontrer  qu'en  ces  points  la  valeur  de  ~  est  la 

même  d'après  les  deux  équations. 

En  eflbt,  l'équation  (i)  différentiée  donne 

dx        dy  dx        dff  \dx        dy  dx  j 

Mais  —  ne  diffère  de  —  qu'en  ce  que  ç  {x^j)  y  remplace 
a,  et  <f  (x,  y)  est  précisément  la  valeur  de  a  qui  rend  nul 
—  ;  donc  —  est  identiquement  nul  \  et  il  reste  pour  dé- 
terminer ~  7  d'après  l'équation  (i) , 

dx        dy  dx 
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Maintenant  réquation  (a)  différentiée  donne 

dF       d¥  dr 
dx        dy  dx 

équation  qui  ne  diffère  de  la  précédente  qu'en  ce  que  a  y 
remplace  y  {x,y).  Mais  pour  le  point  commun  aux  deux 
courbes,  on  a  a  =  f  {^tj)  5  puisque  cette  équation  n'est 

autre  que  —  =  o  :  donc,  en  ce  point,  la  valeur  de  ■—-  est  la 

même  pour  les  courbes  5  donc  enfin  la  courbe  variable  est 
constamment  tangente  à  la  courbe  fixe  qui  est  le  lieu  de 
ses  intersections  successives ,  et  c'est  pour  cela  qu  on  a 
donné  à  cette  dernière  le  nom  de  courbe  enx^cloppe* . 

Néanmoins  il  ne  faut  pas  croire  que  la  courbe  enveloppe 
soit  nécessairement  tangente  à  toutes  les  courbes  varia- 
bles 5  cela  n'a  lîeu  que  pour  celles  qui  sont  coupées  par 
les  courbes  infiniment  voisines  ,  et  les  raisonnements 
précédents  ne  s'appliquent  qu'à  celles-là.  Or  il  peut  arriver 
que  ce  ne  soit  qu'entre  certaines  limites  de  la  constante 
que  cette  intersection  ait  lieu.  Il  est  donc  plus  exact  de 
définir  la  courbe  enveloppe  par  la  propriété  d'être  le  lieu 
des  intersections  successives  des  courbes  variables ,  que 
par  celle  d'être  tangente  à  ces  courbes  dans  toutes  leurs 
positions. 

261.  Si  l'on  prend  pour  la  ligne  variable  la  normale  à 
une  courbe  donnée,  l'enveloppe  sera  le  lieu  des  centres 
de  courbure,  puisqu'on  a  démontré  qu'ils  sont  les  limites 
des  rencontres  des  normales  infiniment  voisines.  En  ap- 
pliquant à  cette  question  la  théorie  qui  vient  d'être 
exposée ,  il  est  facile  de  voir  que  le  calcul  conduit  à  la 
développée.  &i  effet,  Téquation  d'une  normale  quel- 
conque est 

a4. 
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y^  est  une  fonction  connue  de  x\  et  x^  remplace  ici  la 
constante  a.  Diflerentîant  cette  équation  par  rapport  à  x\ 
il  vient 

dx'^  dx* 

d'où 


dx'  V  dx'^] 


et,  par  suite, 

y  —  r'-' 


X  —  X     =       ^ 

do:'* 


dx'^ 


Ces  valeurs  de  x  et  j^  sont  précisément  celles  de  a  et  6  du 
n**  256.  Pour  obtenir  l'équation  de  la  courbe  enveloppe, 
il  faudrait  éliminer  x'  entre  ces  deux  équations ,  après 
avoir  préalablement  remplacé  j^'  en  fonction  de  x'  :  ce  qui 
revient  à  éliminer  x',  y'  entre  ces  deux  équations  et  celle 
de  la  courbe  donnée.  Ce  calcul  n*est  autre  que  celui  qui 
est  indiqué  n*'  256  pour  obtenir  l'équation  de  la  déve- 
loppée. 

applications  des  théories  précédentes, 

262.  Parabole.  —  Soit  x*  =  'ipy  ;  on  en  tire 

x*        dy X       d^y        i 

2/?       dx      p        dx^       p 

La  valeur  du  rayon  de  courbure  sera 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  seront  données 
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par  les  équations 
et 

/  x'\  JC^ 

\         P")  P" 

Eliminant  x  exy  entre  ces  deux  équations  et  celle  de  la 
parabole ,  on  trouve ,  pour  équation  de  la  développée , 

Cette  courbe  a  un  rebroussement  du  premier  genre  au 
point  pour  lequel  a  =  o. 

Ellipse,  —  L'équation  a}j^  -f-  4"x"  =  a*i*  donne 

•     dx  a^y^      dx^  «y 

^  = '^^ 

Or,  en  désignant  toujours  par  N  la  longueur  de  la  nor- 
male ,  on  a 

^_(a\yl±b^x^ 

^ ;;ï  î 

dohc 

p  désignant  le  demi-paramètre. 

On  trouverait  la  même  formule  pour  l'hyperbole  et  la 
parabole.  Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  seront 
données  par  les  équations 

{a*y'-hb'x^)x  (a* y' -^^  b* x^ ) x 

Si,  au  moyen  de  l'équation  de  Tellipse,  on  élimine  x  de 
la  première,  et  y  de  la  seconde,  on  trouve,  en  posant 
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fl'— Z.»  =  t% 

jr'  = 

OB 

• 

.  j 

4 

--es 

1»^ *:^ 

lia  .,    ^      d^Y  a 

et,  par  suite, 

R  =  2  v^2  flj^  =  ?.  N , 

N  désignant  la  normale^  d'où  l'on  conduirait,  comme 
précédemment ,  que  la  développée  d'une  cycloïde  se  com- 
pose de  deux  demî-cycloïdes  identiques  à  la  première. 

On  peut  déterminer  l'aire  de  la  cycloïde  en  la  considé- 
rant comme  la  somme  des  parties  comprises  entre  les 
rayons  de  courbure  consécutifs. 

Soient  QH,  PR  (^g^  62)  deux  rayons  infiniment  voi- 
sins, S  leur  point  de  concours ,  et  PR  parallèle  à  A  A';  le 

ï^appopt  des  triangles  semblables  SLF,  SRP  est  ^^^5  dont 


et,  substituant  dans  l'équation  de  Tellipse,  on  a,  powr 
l'équation  delà  développée,  # 

^3-g3     _^    ^3^3    _    ^-3. 

l'équation  de  la  développée  de  l'hyperbole  serait 

3        2^  3  2^  4 

h^^/'  ~-  a'^a^  =L  —  c\ 

Elle  se  déduirait  de  celle  de  l'ellipse  en  y  changeant  i* 

en  — 6*  I 

Cycloïde.  —  L'équation  différentielle  de   la  cycloïde  I 

est  ' 
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la  limite  estj-,  de  plus,  QRP  est  iofinimeiit  petit  par 
rapport  à  ces  triangles ,  ainsi  que  l'aire  HSK.  Donc  la  li- 
mite de  la  somme  des  aires  LFPR,  depuis  A' jusqu'à  A, 
est  Taire  comprise  entre  la  cycloïde  AEA'  et  sa  base 5  et 
la  limite  de  la  somme  des  triangles  SLF  est  Taire  com- 
prise entre  A  A'  et  les  arcs  AB,  A'B  :  cette  aire  ajoutée  à 
la  première  forme  le  rectangle  construit  sur  A  A'  et  2  a. 
D'ailleurs  le  rapport  de  LFPR  à  SLF  a  pour  limite  3, 
puisque  le  rapport  de  SPR  à  SFL  a  pour  limite  4*  Donc 
Taire  de  la  cycloïde  AEA'  est  les  trois  quarts  du  rectangle 
qui  a  pour  base  27ra  et  pour  hauteur  20,  et  dont  Taire 
est,  par  conséquent,  4^^*- 

L'aire  de  la  cycloïde  est  donc  3 tt a',  ou  trois  fois  celle 
du  cercle  générateur. 

Spirale  logarithmique,  —  Son  équation  r=:ae  donne, 
comme  on  Ta  vu  ci-dessus , 

N  =  ae"^^  s/i-hm'  =  MO ,  {/ig.  9 1  )  Sr.  =  mae"'^  =  AO- 
On  trouvera^  pour  le  rayon  de  courbure , 


Kzzzae""^  s/i-hm\     ou     R  =  MO. 

Le  centre  de  courbure  est  donc  à  la  rencontre  de  la  nor- 
male avec  la  perpendiculaire  menée  par  le  pôle  au  rayon 
vecteur. 

Si  Ton  pose 

0AX=9S     AO=zT^y 

l'équation  polaire  de  la  développée  sera ,  d'après  ce  qui 
précède , 


r  z=zma{: 


■("-9 
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On  peut  lui  donner  la  même  forme  qu'à  la  proposée, 
en  comptant  le»  angles  à  partir  d'une  droite  faisant  avec 
AX  un  angle  a  tel ,  que  l'on  ait 


m 
me 


(-?) 


l'équation  précédente  devient  alors 
r  =  ae 

La  développée  d'une  spirale  logarithmique  est  donc 

une  spirale  identique,  et  qui  coïnciderait  avec  elle,  si  on 

la  faisait  tourner  autour  du  pôle,  d'une  quantité  angu- 

I  .  ^    1    ,  «■      Iw 

laire  a  escale  a • 

^  2       m 

La  différence  des  deux  rayons  de  courbure  MOy  M'CX 
étant  égale  à  l'arc  OO'  de  la  développée,  il  s'ensuit 
que  si  le  point  M'  tend  indéfiniment  vers  le  pôle ,  ainsi 
que  O',  l'arc  OO'  se  rapprochera  indéfiniment  d'être  égal 
à  MO. 

Ainsi  la  longueur  totale  de  l'arc  d'une  spirale  loga- 
rithmique compris  entre  un  point  quelconque  O  et  le 
pôle  asymptote,  est  égale  à  la  tangente  OM  lermine'e  â 
la  perpeudiculaire  au  rayon  vecteur  AO ,  menée  par  le 
pôle 
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CHAPITRE  XII. 

TANGENTES,    ET    PLANS    NORMAUX   AUX   COURBES   A 

DOUBLE    COURBURE.    PLANS    TANGENTS,     ET 

NORMALES   AUX   SURFACES   COURBES. 


263.  Une  courbe  dont  tous  les  points  ne  sont  pas  dans 
an  même  plan  est  dite  à  double  courbure.  La  tangente  en 
un  quelconque  de  ses  points ,  est  la  limite  vers  laquelle 
tend  une  sécante  qui  passe  par  ce  point  et  par  un  autre 
appartenant  aussi  à  la  courbe ,  et  qui  se  rapproche  indéfi- 
niment du  premier. 

On  appelle  longueur  d'un  arc  la  limite  vers  laquelle 
tend  le  périmètre  d'un  polygone  inscrit,  lorsque  ses  côtés 
tendent  tous  vers  zéro.  Cette  limite  est  indépendante  du 
mode  de  division  de  l'arc ,  parce  que  les  rapports  des  élé- 
ments correspondants  de  ces  polygones,  compris  entre 
des  plans  parallèles  infiniment  voisins ,  ont  pour  limite 
l'unité. 

On  pourra  donc  encore  prendre  la  corde  ou  la  tan- 
gente au  lieu  de  l'arc  infiniment  petit,  et  la  différentielle 
ds  de  l'arc  d'une  courbe  à  double  courbure  aura  pour  ex- 
pression 

fis  =  ^dx^  H-  dj-^  4-  dz\ 

les  axes  de  coordonnées  étant  supposés  rectangulaires. 

264.  Une  sécante  passant  par  les  points  de  la  courbe 
ayant  pour  coordonnées 

a:,x,z,     et     -r-f-A^,     X-^^^y     z-^Az, 
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fait,  avec  les  axes,  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

^x       Hjr       Aa 
Us         As        às 

en  regardant  As  comme  égal  à  sa  corde,  ce  qui  ne  change 
pas  les  limites.  Leurs  signes  apprennent  si  la  droite  diri- 
gée du  premier  point  vers  le  second,  fait  avec  les  axes 
des  angles  aigus  ou  obtus. 

T        1.     .         j  .  dx    dy    dz  , 

Les  limiles  de  ces  expressions,  ou  —  )  -^'^»  sont  les 

cosinus  des  angles  que  fait  la  tangente  avec  les  axes. 

265.  Les  équations  de  la  sécante  passant  par  le  point 
x\y^  z'  de  la  courbe  et  un  autre  point  infiniment  voi- 
sin, sont 

Donc  les  équations  de  la  tangente  seront,  en  prenant  ces 
rapports  différentiels  à  leurs  limites, 

,        Si  la  courbe  est  déterminée  par  les  équations  de  se* 

i   proieclious  sur  les  plans  XZ,  YZ,  on  tirera  ~  et  —,  de 
,  "^  ^ '  dz'       d:/ 

\    chacune  d'elles. 

I        Si  elle  est  donnée  par  deux  équations  à  trois  variables 

F  (^,7,  z)  =  o,    f[x,x,  z)  =  o, 

on  en  déduira 

dx'  dz'  "*"  dy  dz''^  dz'^""'      d?  dz''^dy'di'^d^'-^' 

et  il  faudra  tirer  de  ces  deux  équations  les  valeurs  de 

dx'     dy' 

-77»  ^î  pour  les  reporter  dans  les  précédentes,  ouéli- 
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miner  de  toute  autre  manière  —  ?  -^  »  entre  les  quatre 

équations;  on  obtient  ainsi ,  pour  les  équations  de  la  tan- 
gente , 

Nous  verrons  plus  tard  que  ces  équations  ne  sont  autre 
chose  que  celles  des  plans  tangents  aux  surfaces  repré- 
sentées par  les  deux  équations  données ,  et  dont  la  courbe 
donnée  est  rinlerseclioii. 

266.  On  appelle  plan  normal  celui  qui  est  perpendi- 
culaire à  la  tangente,  au  point  de  contact.  Son  équation 
sera,  d'après  celles  que  nous  avons  données  d'abord  pour 
la  tangente, 

OU 

[x^oif)dx'  -^{y  •^y')dy'  '\~{z—7!)  dz'  =  o. 

On  pourrait  parvenir  à  cette  même  équation  en  cher- 
chant le  lieu  des  droites  menées  par  le  point  Jc\y\  z\ 
perpendiculairement  à  la  tangente.  Soient,  en  effet, x,  y,  z 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  d'une  de  ces 
droites ,  les  cosinus  des  angles  qu  elle  fait  avec  les  axes 
sont  proportionnels  aux  quantités  x  — ^c^'ij — y^z —  z'  ; 
ceux  qui  se  rapportent  à  la  tangente  sont  proportionnels 
à  flx\  dy\  dz'  :  or,  pour  que  ces  deux  directions  soient 
perpendiculaires,  il  faut  que  le  cosinus  de  leur  angle 
soit  nul  ;  d'où  résulte  ,  pour  tous  les  points  du  lieu , 
{x  -  x')  dx'^{y  — /)  dy-^[z  -  z')dz'=z  o. 

267.  On  peut  encore  obtenir  l'équation  du  plan  nor- 
mal en  le  considérant  comme  la  limite  du  plan  qui  ren- 
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ferme  les  points  communs  à  deux  sphères  égales  ayant 
leurs  centres  en  deux  points  de  la  courbe,  infiniment 
voisins. 

Soient  x'^y\  z'  les  coordonnées  du  premier  point, 
x'-4-  Ao:',  j'-4-  C^y'j  z'-h  Az^  celles  du  second,  et  R  le 
rayon  des  sphères  5  Téquation  de  la  première  est 

celle  de  la  seconde  est 

(a:  —  0?'—  Axy  4-  (j  — /—  A/)»+  (z  —  z'-  àz'Y^  K\ 

Elles  ont  lieu  en  même  temps  pour  les  points  communs , 
et  si  on  les  soustrait  l'une  de  l'autre,  on  trouve  ,  en  né- 
gligeant les  infiniment  petits  du  second  ordre  et  substi- 
tuant les  différentielles  aux  différences  , 

{x—  x')dx'^  (r  — /)  ^/-f-(z  - <)  rf«'=  0. 

Cette  équation  étant  du  premier  degré  est  celle  du  plan 
qui  contient  le  cercle  d'intersection  des  sphères,  pris  à  sa 
limite ,  ou  du  plan  normal. 

Toute  ligne  située  dans  le  plan  normal  est  dite  nor- 
male à  la  courbe. 

Tout  plan  passant  par  la  tangente  est  nommé  plan  tan- 
gent à  la  courbe. 

Plans  tangents j    plans  normaux,    et   normales  aux 
surfaces  courbes, 

268.  Plan  tangent.  —  Une  tangente  à  une  surface  est 
la  limite  vers  laquelle  tend  une  sécante  menée  par  un 
point  de  cette  surface ,  lorsqu'un  second  point  d'intersec- 
tion tend  vers  le  premier. 

Ce  second  point  pouvant  tendre  d'une  infinité  de  ma- 
nières vers  le  premier,  il  y  a  une  infinité  de  tangentes  à 
la  surface  en  ce  point.  Nous  allons  démontrer  que  le  lieu 
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de  toutes  ces  tangentes  est  un  plan,  et  nous  lui  donnerons 
le  nom  de  plan  tangent. 

Pour  déterminer,  en  général ,  le  lieu  de  ces  tangentes, 
soit 

F(x,/,  z)  =  o,     ou     «=/(.r,jr) 

l'équation  de  la  surface. 

Les  équations  d'une  tangente  quelconque  au  point  x\ 
y\  z'  seront 

dx'    dr' 
les  quantités  —, ,  —,  sont  indéterminées,  mais  liées  entre 

elles  par  l'équation 

dx'         df 

dans  laquelle  p  ei  q  représentent  les  dérivées  partielles 

(^7  '  (^7  '  ^^^^^^  ^^  l'équation  z  =f[x^y). 

dx'     rfr' 
Si  l'on  élimine  —  >   -j7  entre  les  trois  équations  précé- 
dentes, on  aura  Téquationdulieu  de  toutes  les  tangentes. 
On  trouve  ainsi 

'^     z  —  V  z  —  z: 

ou 

z— z'=p(^-a?')-+-ç(r-/)» 
ou 

-^,  et  — "7  désignant  les  dérivées  partielles  de  la  fonction 
dx       djr 

de  X  ely  qui  exprime  la  valeur  de  r.  Cette  équation  étant 
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du  premier  degré  par  rapport  à  a:  ,^,  ^ ,  il  s'ensuit  que  le 
lieu  des  tangentes  est  un  plan. 

L'équation  du  plan  langent  prend  une  autre  forme 
quand  l'équation  de  la  surface  est  de  la  forme 

F(x,  J,  3)  =  0, 

et  non  résolue  par  rapport  à  z. 

On  déterminera  -7-,  et  —  par  les  équations 

dF       dYclz'  _  ^       ^  ^  __ 

7^''^dPdI'~^'      dy'^d^dP~^' 

et  l'équation  du  plan  tangent  sera 

,  ^dF       ,  ,,dF       ,  ,dF 

269.  Normale.  —  La  normale  est  la  perpendiculaire 
au  plan  tangent,  menée  au  point  de  contact;  ses  équa- 
tions seront  donc 

ou 

Plan  normal.  —  Si ,  au  point  de  contact  d'une  tan- 
gente aune  surface,  on  mène  un  plan  perpendiculaire 
à  cette  ligne,  on  aura  un  plan  normal  à  la  surface.  On 
trouvera  son  équation,  soit  en  partant  des  équations  d'une 
tangente ,  soit  par  l'intersection  de  deux  sphères  égales 
dont  les  centres  se  rapprochent  indéfiniment.  De  cette 
manière  on  aura  pour  Téquation  d'un  plan  normal  quel- 
conque au  point  x\y\  z\ 

{x--a/)dx'+{x—y)dy-h{z'^z')dz'z=o. 

Elle  est  indéterminée  parce  que  les  différentielles  flx\ 
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dy  y  dz'  ne  sont  assujetties  qu'à  la  condition 

dz'  =pda/^  qdf  =  ^,  dx'  4-  '^  r//  ; 
et  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  dz' ^  on  obtient 

+  r/y  [j— /  + J.,(^  -  z')j  =  G. 

Cette  équation  changera  avec  le  rapport  que  l'on  établira 
entre  dx\  dy\  et  représentera  tous  les  plans  normaux  au 
point  donné. 

De  cette  équation  du  plan  normal  on  peut  déduire 
celle  de  la  normale,  et,  par  suite,  du  plan  tangent. 
En  effet,  on  voit  quelle  est  satisfaite,  quel  que  soit  le 
rapport  de  dy'  à  dx\  si  l'on  pose  les  deux  équations 

/       ^2'  ,  ,,  ,       dz'  .  ,. 

X  — x'H-  — (z  — 2')  =  o,     y— j  ^  —  (z~z')=o. 

Donc  tous  les  plans  normaux  se  coupent  suivant  une 
même  droite,  représentée  par  ces  deux  équations.  Cette 
droite  étant  perpendiculaire  à  toutes  les  tangentes,  ces 
dernières  sont  toutes  dans  un  même  plan,  ayant  pour 
équation 

,       dz'  ,  ,,        dz'  . 

'-'=d^(^-'^^'^d^r(^-^^' 

On  trouve  ainsi,  indépendamment  de  la  première  mé- 
thode, les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale. 

Sur  la  distance  des  droites  successwes  d'un  système 
continu, 

270.  Si   Ton  considère  une  série  de  droites  dont  les 
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équations  générales  dépendent  d'une  constante  dont  la  va- 
leur puisse  varier  arbitrairement  et  d'une  manière  con- 
tinue, la  plus  courte  distance  de  deux  de  ces  droites, 
correspondantes  à  des  différences  infiniment  petites  entre 
les  constantes ,  peut  être  du  même  ordre  que  ces  diffé- 
rences, ou  d'un  ordre  différent. 

L'objet  que  nous  nous  proposons  ici  est  de  déterminer 
avec  plus  de  précision  qu'on  ne  l'a  fait  jusqu'ici  l'or- 
dre infinitésimal  de  cette  distance,  et  c'est  ce  que  nous 
ferons  au  moyen  d'une  remarque  curieuse  due  à  M,  Bou- 
quet. Elle  consiste  en  ce  que,  si  dans  une  série  continue 
quelconque  de  droites,  la  distance  de  deux  consécutii^es 
est  généralement  d'un  ordre  supérieur  au  premier,  elle 
est  au  moins  du  troisième. 

Soient ,  en  effet , 

X  =  fl2  4-  a ,     y  z=  bz  -h  ^ 

les  équations  d'une  droite  quelconque  de  la  série ,  a^  b, 
a ,  6  dépendant  d'une  certaine  constante  unique  -,  Aa,  Ai, 
Aa,  AS  les  accroissements  des  constantes,  en  passant  à 
une  droite  infiniment  voisine ,  faisant  partie  de  la  même 
série  :  la  plus  courte  distance  d  de  ces  deux  droites  sera, 
d'après  une  formule  élémentaire  connue , 

àaA^  —  Ai  Aa 


S  = 


Or,  on  a 


^àa^-{'àb^'h(aàb—  bàaf 


àa  =  da  -^-d^a  H -d^a-^, 

2  2.3 

^b  =  db-^^d'b  -h-^dn-\-, 

2  2.3 

Aa  =  doL-^-d'CL  H ^  d^a-h. 

2  2.3 

A6  =  ^6  -f-  i  flf'6  -I-  -Aï  </'6  + . 

2  2.3 
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il  en  résulte 

AaA6  —  MùLaL::^(dadt^dbdaL) 
'h~idad^^-^d^d'a-^dbd'oL-^dad*b)-i- 

Or,  sî  le  premier  terme  dadS  — dbda.  n'est  pas  nul ,  le 
dénominateur  de  i  étant  un  infiniment  petit  du  premier 
ordre,  et  son  numérateur  du  second,  S  sera  du  premier 
ordre.  Si,  au  contraire,  on  a  constamment 

dad^  —  dbda,  =  o, 

le  numérateur  devient  d'un  ordre  plus  élevé  de  deux 
unités,  parce  que  l'ensemble  des  termes  du  troisième 
ordre  n'est  autre  chose  que  la  moitié  de  la  différentielle 
de  dadë  —  dbda^  et  cette  dernière  quantité  étant  con- 
stamment nulle,  sa  différentielle  l'est  aussi. 

D'où  résulte  cette  conséquence  remarquable,  que,  si  la 
distance  de  deux  droites  consécutiv^es ,  prises  dans  une 
série  quelconque ,  est  généralement  d'un  ordre  infini- 
tésimal supérieur  au  premier,  elle  est  au  moins  du 
troisième. 

Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  est  sou- 
mis, comme  presque  tous  les  autres,  à  des  exceptions 
très-particulières-,  il  est  fondé  sur  des  développements 
généralement  possibles,  mais  qui,  pour  certains  points 
singuliers,  pourraient  devenir  illusoires. 

application  aux  tangentes  à  une  courbe. 
271.  Les  équations  d'une  tangente  quelconque  sont 

On  a  donc,  dans  ce  cas, 

dj/      ,      d/  ,      .,dx'      '        ,      ,dy 

I.  25 
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Nous  prendrons  z    pour  la  constante  qui  détermine  la 
position  de  la  droite,  et  dont  x',  y'  sont  des  fondions 
d'après  les  équations  de  la  courbe. 
Cela  posé,  on  aura 


da 
dz' 

db 

d'y 

dz'' 

5 

dz' 

=  — 

,  d^x' 
'     dz-  ' 

r/6 
dz'  ~ 

—  z' 

d'y' 
dz'-' 

et, 

par 

conséquent 

î 

da  rfê  — 

db  dix  = 

G. 

Donc^  en  général^  dans  toute  courbe  à  double  cour' 
bure^  la  plus  courte  distance  de  deux  tangentes  infini- 
ment voisines  est  un  infiniment  petit  du  troisième 
ordre,  si  la  distance  des  deux  points  de  contact  est  du 
premier. 

Application  aux  normales  à  une  surface, 

272.  Les  équations  générales  d'une  normale  sont 

^  —  a?'  =  —  /?(3  —  z'),     r  —  /  =  —  7(2  —  z'), 

p  et  q  désignant  les  dérivées  partielles  —,9  — ,• 

Si  maintenant  on  conçoit  une  courbe  quelconque  sur 
la  surface  en  établissant  entre  od^  j\  z!  une  seconde 
équation  au  moyen  de  laquelle  ces  trois  coordonnées 
dépendront  d'une  seule  d'entre  elles ,  ou  de  toute  autre 
variable  indépendante ,  on  peut  se  proposer  de  détermi- 
ner cette  courbe  de  manière  à  ce  que  la  plus  courte  dis- 
tance de  deux  normales,  correspondantes  à  des  valeurs 
infiniment  voisines  delà  constante,  c'est-à-dire  à  deux 
points  infiniment  voisins  de  la  courbe ,  soit  un  infiniment 
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petit  du  troisième  ordre,  la  distance  des  deux  points  étant 
du  premier. 

Dans  le  cas  actuel,  on  aura 

et  Téquation  dadS  —  db  da  devient 

{dy  -I-  qdz')dp  =  (dx'-^pdz')dq. 

En  remplaçant  dz  par  sa  valeur  ;7<iy  H- ^rf^' -,  et  for- 
mant les  différentielles  dp^  dq  d'après  les  dérivées  par- 

.  ,,      d^z!      d'7!      d'z'  ,,  . 

tielles  ^-7^^       ,  ,  f^  -7-77  que  nous  désignerons  par  r,  5,  f, 

cette  équation  devient 

m 

-\-pqr-^s{i'h  P^)  =  o. 

Cette  condition,  jointe  à  celle  de  la  surface,  détermine 
les  courbes  jouissant  de  la  propriété  demandée ,  et  que 
l'on  nomme  lignes  de  courbure  de  la  surface.  Nous  re- 
viendrons sur  ce  point  quand  nous  aurons  étudié  les 
équations  différentielles.  Nous  nous  bornerons  à  remar- 

d/ 
(juer  que  Féquation  donnant  deux  valeurs  pour  ^>   il  y 

a  en  chaque  point  de  la  surface  deux  directions  jouissant 
de  la  propriété  en  question. 


(sq--^pqt^s)(^,)^[r{i^q^)^t{i^p^)]^£ 


a5. 
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CHAPITRE  XIIL 

PLAN  OSCULATEUR  d'uNE  COURBE.  CERCLE  OSCULA- 
TEUR.  ANGLE  DE  CONTINGENCE.  ANGLE  DE  TORSION. 
SURFACE  POLAIRE.  CENTRE  DE  LA  SPHÈRE  OSCU- 
LATRICE.  CONTACTS  DES  COURBES  A  DOUBLE  COUR- 
BURE. DÉVELOPPÉES  DE  CES  COURBES.  CONTACTS 
DES   SURFACES. 


273.  Plan  osculateur,  —  On  appelle  ainsi  la  limite 
vers  laquelle  tend  le  plan  qui  passe  par  trois  points  d'une 
courbe ,  qui  tendent  indéfiniment  à  se  réduire  à  un  seul. 
Soient  od  ^  y\  z'  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  courbe,  x'-f-Ao:',  j^'h-Aj^',  z'-\-^z'  celles 
d'un  point  infiniment  voisin,  et  a:'-4- 2Aa:'+ A*.r', 
j'-l- aAj'H- A*j',  z'-H  aAz'H- A*z'  celles  d'un  troi- 
sième point  de  la  courbe ,  les  différentielles  étant  déter- 
minées d'après  les  accroissements  égaux  d'une  variable 
quelconque,  dont  x'^  y\  z'  sont  des  fonctions  déter- 
minées. 

Tout  plan  qui  passe  par  le  premier  point  a  pour  équa- 
tion 

2  — «'  =  a(.r  — a:')-h^(r— /); 

pour  qu'il  passe  par  les  deux  autres,  on  aura  les  condi- 
tions 

A2'=:«AJC'-+-^>A/, 

A'z'=ûA'j:'-f-  ^AV; 

et  pour  le  plan  limite  ces  équations  auront  lieu  entre  les 
différentielles 

dx\     dy\     dz\     d'x',     d'y',     d}z\ 
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Les  valeurs  de  a  et  &  tirées  de  ces  deux  équations ,  et 
reportées  dans  celle  du  plan ,  donnent  Téquation  du  plan 
osculateur,  qui  est 

(x  —  x')  {dyd'z'--dz'ipy}  -h  ij  — /)  {dz'd'x'  —  dx^d'z') 
+  (z  —  z')  [da/d^  —  dyc^x')  =  o. 

274.  Si  Ton  cherchait  la  limite  des  plans  passant  par  la 
tangente  en  un  point  d'une  courbe ,  et  par  un  autre  de  ses 
points  tendant  vers  le  premier,  il  est  facile  de  voir  qu'on 
retrouverait  le  plan  osculateur. 

En  effet ,  les  équations  de  la  tangente  sont 

et  le  plan  dont  Féquation  est 

z  —  3'=:fl(jtr  —  x')-f-  ^(j— /) 
contiendra  cette  tangente ,  silon  a 

dx'  dy' 

I  =  a  -—  -*-  ^  -7->  »     OU     dz'  ==  adx'  -f-  bd/^ 

(t  Z  (t  z 

ou ,  prenant  t  pour  variable  indépendante , 

dz'         dx'       ^  dy 
dt  dt  de 

Pour  que  ce  même  plan  passe  par  un  point  ayant  pour 
coordonnées  x'-hAx',  j^'-f-Aj^',  z'-f-Az',  il  faudra 
que  l'on  ait 

Az'=  aàx'^  b^dy. 

Mais  on  ne  pourra,  dans  cette  équation,  négliger  les 
termes  du  second  ordre,  parce  que  toua  ceux  du  premier 
disparaissent ,  en  vertu  de  l'équation  précédente. 

En  effet,  si  l'on  développe  les  différences,  et  qu'on  se 
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borne  au  second  ordre ,  on  aura 

^    ,        dz'  dH'  àt' 

dt  dt'      2 

.  ,     dr\       d^y  Ae 

-^  dt  ^    df"      2 

dx'  d^x'àt^ 

Ax'  =  -7-  àt-h 


dt  de     2 

Substituant  dans  Téquation  ci-dessus,  les  termes  qui 
renferment  Af  au  premier  degré  disparaissent ,  et  il  reste, 
en  négligeant  les  infiniment  petits  du  troisième  ordre,  et 

divisant  par  — > 
^        2 

d^z'  d^  x'  d^r' 

~=.a-^^b^,     ou     d^z'::=ad^x'^bdy. 

Les  coefficients  a  et  b  sont  donc  déterminés  par  les  mêmes 
équations  que  précédemment,  et  Ton  trouve  Téquation 
du  plan  osculateur. 

On  trouverait  encore  le  même  plan  en  cherchaut  la 
limite  de  celui  qui  passerait  par  une  tangente  et  une  pa- 
rallèle à  la  tangente  infiniment  voisine. 

27S.  Angle  de  contingence,  — On  aj)pelle  ainsi  l'angle 
de  deux  tangentes  infiniment  voisines,  ou,  pour  parler 
rigoureusement,  la  différentielle  qui  correspond  à  cet 
angle  infiniment  petit  \  c'est-à-dire  une  quantité  dont  le 
rapport  à  l'accroissement  de  la  variable  indépendante 
soit  égal  à  la  limite  du  rapport  de  Tangle  des  tangentes  à 
ce  même  accroissement.  Ces  tangentes  n'étant  pas  dans  un 
même  plan, 'leur  angle  est  celui  de  deux  droites  qui  pas- 
seraient par  un  même  point  et  leur  seraient  parallèles. 
Soient  a,  i,  c  les  cosinus  des  angles  formés  avec  les  axes 
par  la  première  tangente,  et  «-h  A^z,  h  -^  ùkby  c  4-  Ac 


CALCUL   DES    DÉRIVÉES    ET    DES    DIFFERENTIELLES,    ETC.         3qI 

ceux  qui  se  rapportent  à  la  seconde  ;  le  cosinus  de  l'angle  w 
de  ces  deux  directions  sera 

cosw=  /ï'  +  b"*  -4-  c'  -f-  rtAa  -h  bàb  H-  càc 

De  r équation 

a'  -h  A'  -H  c'  =r  ï 
on  tire 

2a  Art  -h  2^  A/>>  -h  2cAf  4-  Aa'  -h  Aô'H- Ac'  =  o; 

donc 

b>        Afl- -h  Aft' -H  Ac' 
I  —  cos  w  =  2  sm'  -  = '■ • 

2  2 

Si  Ton  remplace  sin  co  par  co,  et  les  différences  par  les 
différentielles,  w  sera  ce  que  nous  avons  appelé  Tangle 
de  contingence,  et  Ton  aura 


w»  =  da'  H-  db""  4-  dc\      ou      (ùz=)/  da^-h  db^  -+■  rfc». 

On  pourrait  encore  établir  cette  formule  par  des  considé- 
rations géométriques. 

Menant  MB  [fig-  92)  parallèle  à  la  seconde  tangente, 
et  prenant  MA  =  MB  =  i ,  on  a 

arc  AB  =r  w. 

Projetant  le  triangle  rectiligne  MAB  sur  les  trois  axes,  et 
appelant  X,  |[x,  v  les  angles  de  la  direction  AB  avec  les 
directions  positives  de  ces  axes,  on  pourra  écrire 

da=z(ù  cos  X ,     db  =z  (^  cos  f* ,     de  =10  cos  v , 

da 


i  =  ^  da^-^  db^  -H  dc\     cos  X  : 


)/ da' '^- db^ -h  de' 


db  de 

cos  p.  =  -  5      cos  V  == 


v/  da'  -f-  db'  +  de'  )/  da'  -H  db'  -+-  de' 

Cela  fait^ connaître  Tanglo  de  contingence  et  les  cosinus 
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des  angles  de  la  direction  prise  du  point  M  vers  le  centre 
de  courbure. 
Or  on  a 


dx  ///  dz 

ds  ds  ds 


d'où  l'on  tire 

dsd^  X  —  dxd^  s  dsd^y  —  dyd^  s 

''"= — d? — '  '"'  =  — d? — ' 

dsd  '  z  —  dzd  '  s 

dc= ^-, ; 

substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  w,  et  observanl 
qu'on  a 

ds^  =  rir*  4-  dy^  ■+-  dz\ 
dsd^s  =  dxd\x  -H  dfd'^y  -h  dzd^z^ 

on  obtiendra 

w  ==-^  sjd^x^  4-  d^y^  +  d^z^  —  d's\ 

On  peut  faire  disparaître  d}s  de  cette  expression ,  en  tirant 
sa  valeur  de  l'équation  précédente  :  on  trouve  ainsi ,  toute 
réduction  faite, 

27t).  Si ,  au  lieu  de  chercher  l'angle  de  deux  tangentes 
en  des  points  M,  M' infiniment  voisins  {fi g-  93),  on  cher- 
chait l'angle  de  la  corde  MM'  avec  la  corde  M'M",  en 
supposant  les  deux  points  M' M"  correspondants  aux 
accroissements  égaux  d'une  variable  quelconque  ^,  on 
trouverait  la  même  expression  pour  l'angle  TM'M''.  En 
effet,  les  cosinus  des  angles  de  Mï  avec  les  axes  sont  les 

rapports  -rr^r,'  tt^»  i^r^Mf^^^  diffèrent  de  quantités  infini- 
*  mal     MM      MM 
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ment  petites,  de  leurs  limites  respectives  —9  ^»  —•  Le 

changement  de  f  en  f  -H  di  donnera  donc  les  mêmes  accrois- 
sements dans  les  uns  et  les  autres,  en  négligeant  les  quan- 
lités  d'un  ordre  supérieur  à  celui  des  accroissements.  Il 
est  donc  inutile  de  recommencer  ici  les  calculs  précé- 
dents^ et  la  valeur  de  TM'M''  aura  la  même  expression 
que  celle  de  l'angle  de  contingence  c#). 

277.  Cercle  oscillateur.  —  Dans  les  courbes  à  double 
courbure ,  comme  dans  les  courbes  planes ,  nous  appelle- 
rons cercle  osculateur  la  limite  du  cercle  qui  passe  par 
trois  points  infiniment  voisins  ;  ce  cercle  limite  se  trou- 
vera évidemment  dans  le  plan  osculateur. 

Soient  M  {fig-  94)  un  point  quelconque  de  là  courbe; 
M',  M''  des  points  qui  s'en  approchent  indéfiniment; 
O  le  point  de  rencontre  des  perpendiculaires  menées  par 
M,  ]VF  à  ces  deux  cordes,  dans  le  plan  qui  les  contient  : 
M'O  sera  le  diamètre  du  cercle  passant  par  M,  M',  M". 
L'angle  O  a  pour  mesure  l'arc  de  cercle  MM' M"  divisé 
par  le  diamètre  M'O.  Or  on  peut  substituer  à  cet  arc  celui 
de  la  courbe,  ou  2^5  -4-  A* 5. 

.  On  aura  donc  M'O  =  -rr-  en  négligeant  A*  j. 

Mais  l'angle  O  est  égal  à  TM'M"  qui  peut  être  remplacé 
par  l'angle  de  contingence  w  relatif  à  l'arc  As.  On  aura 
ainsi,  en  désignant  par  R  le  rayon  du  cercle  osculateur, 

R  =  — ;  d'où,  en  remettant  pour  td  l'une  ou  l'autre  di^ 
&) 

deux  expressions  données  précédemment,  on  tire  les  for- 
mules rigoureusement  exactes 

ds' 
R 


\j  d'^x'^  -^  dy  4-  d'^z'  —  d\s' 


394  LIVBE    II. 

et 

\J{dydU   -  dzd*yY-\-{dsd*x--dxd^By-\'{dxd*y'-dYd'xY 

278.  Angle  de  torsion.  —  On  appelle  ainsi  l'angle  de 
deux  plans  osculateurs  consécutifs,  ou,  pour  parler  plus 
exactement,  la  différentielle  correspondante. 

Soient  a,  ê,  y  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  nor- 
male à  un  plan  osculaleur  ;  on  aura ,  d'après  Téqualion 
de  ce  plan,  x^.j.^  z  étant  les  coordonnées  du  point  de  la 
courbe, 

dyd^  z  —  dzd^y 


ces  6 

C()S7  : 


D 

dzd^x  —  dxd^z 

:  p , 

dxd^y  —  dyd^x 
D ' 


en  posant 


D  =i\J{dyd'z  —  dzd^y  )*  h-  {dzd^x  -  dxd^ zf  -i-  {dxd*y  —  dyâ^x)'. 

La  normale  au  plan  osculateur  infiniment  voisin  fera  avec 
la  précédente  un  angle  égal  à  celui  des  deux  plans*,  si  on 
le  désigne  par  U,  on  aura,  par  un  calcul  semblable  à  celui 
qui  a  donné  l'angle  de  contingence, 

U  =  v/(<'/.cosa)'-f-(rf.cos6)^+(^.cos7)^ 

Mais  il  faut  l'obtenir  en  fonction  des  différentielles  de.r, 
y,  z  j  pour  cela,  posant 

dyd'  z  —  dzd'y  =  X,     dzd^  x  —  dxd^  z  =  Y, 
dxd'^y  —  dyd'^x  =  Z, 
d'où 

dyd^  z  —  dzd^y  z=z  dlL^      dzd^x  —  dxd^z  =  f/ Y, 
dxd^y  -^  dyd^x  ■=.d'Ly 
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on  trouvera 


^{X*-^\'-hZ^){dX*-hd\'-^dZ*)  —  {\d\-hYd\-+-Zd'Ay 


L  = 

_  v/(Y</Z-ZJY)'-h(Z<fX  — X</Z)*>f-(XrfY- Y<fX7^ 
~  X»4-Y'-hZ* 

Mais  on  a 

YdZ-^ZciY  _  Zf/X  —  XffZ  _  X(/Y  — Y^/X 

=  dx{d'xd^z  —  d'zd^x)  -h  dy[d'zd^x  —  rf'  jp^/'z) 
-+  ^z  (  d'xd^y  —  r/'/rf'»  .r  ) . 
Donc 

<Jx (</V W» g  —  àî- zd'j) H- ffr (^ ed' x^d*xd'z)-^de {d*xd'y- d^yd* x) 
{drd*s  —  dzd*j  Yf^dsd^x  -  dxd'zY-h  Çdxd^y.^  dyd^xf 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  représenter  cette  seconde  courbure  par 
celle  d'un  cercle  qui  se  présenterait  aussi  naturellement 
que  le  cercle  osculateur  qui  mesure  la  première. 

On  trouverait  la  même  expression,  en  négligeant  une 
quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  elle-même,  en 
considérant  trois  côtés  consécutifs  d'un  polygone  infinité- 
simal inscrit,  et  cherchant  Tangle  que  le  plan  des  deux 
premiers  fait  avec  le  plan  du  deuxième  et  du  troisième. 

279.  Si  le  rayon  de  la  première  courbure  est  infini 
pour  tous  les  points  d'une  ligne,  tous  les  côtés  du  poly- 
gone infinitésimal  inscrit  dans  cette  ligne  sont  dans  le 
prolongement  les  uns  des  autres,  et,  par  conséquent, 
cette  ligne  est  droite.  La  condition  pour  qu'une  ligne  soit 
droite  pourrait  donc  s'exprimer  par  l'équation  différen- 
tielle 

(dyel^z  —  dzdyy  -f-  (dzd^x  —  dxd^zf  -h  [dxd^y  —  dfd^xY=:  o, 

d'où  Ton  tire  les  trois  équations 

riy€p  z  —  dzd\r  =  o ,   dzd^  x  —  dx€p  z  :n=  o ,   dxd^y  —  drd'^  x  =,  o 
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OU  encore 

dz  (Le                    dy 

cr.  —  =  o,  ^.—-  =  0,     ^. -—  =  0; 

dy  dz                     dx 


d'où  Fou  conclut 


dx  dy       , 


a  et  i  étant  des  constantes  arbitraires.  Et  comme  a  et  i 
sont  les  dérivées  de  az  et  bz^  il  suit  d'une  proposition 
démontrée  précédemment ,  que  les  fonctions  x  t\.  y  ne 
peuvent  être  que  de  la  forme 

X  :=  az  ■\-  v.^     y  z=z  bz  -^  ^, 

a  et  6  désignant  des  constantes  arbitraires.  On  retombe 
ainsi  sur  les  équations  générales  de  la  ligne  droite. 

Si  la  seconde  courbure  est  nulle,  tous  les  plans  oscula- 
teurs  se  confondront ,  et  la  courbe  sera  plane.  La  condi- 
tion pour  qu'une  courbe  soit  plane  est  donc  exprimée  par 
l'équation  différentielle 

dx{d^yd^z  —  d^zd^y)  -+-  dy{d^zd^ x-— d^xd^z) 
-+-  dz[d}xd^ y  —  d*yd^x)  ==  o, 

équation  qui  se  réduit  à 

d^yd^z  —  d}zd^  7  =  Oj 

si  Ton  prend  x  pour  variable  indépendante. 

On  vérifie  bien  facilement  que  cette  relation  existe  pour 
tous  les  points  d'une  ligne  située  tout  entière  dans  un 
plan. 

280.  Surfact:  polaire.  —  Si  Ton  conçoit  un  polygone 
infinitésimal  inscrit  dans  une  courbe  à  double  courbure, 
et  qu'on  élève  des  plans  perpendiculaires  au  milieu  de  ses 
côtés  successifs,  la  ligne  d'intersection  de  deux  de  ces 
plans  consécutifs  sera  le  lieu  des  pôles  du  cercle  passant 
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par  les  trois  sommets  correspondants  du  polygone  5  el  sa 
limite  sera  le  lieu  des  pèles  du  cercle  osculateur,  vers  le- 
quel tend  le  cercle  variable. 

Il  est  facile  de  reconnaître  d'ailleurs  que  l'on  trouverait 
la  même  ligne  en  cherchant  la  limite  de  l'intersection  de 
deux  plans  normaux  consécutifs. 

Si  l'on  agit  de  la  même  manière  en  tous  les  points  de  la 
courbe  donnée ,  on  obtiendra  une  suite  de  lignes  polaires 
qui  formeront  une  surface  qu'on  nomme  surface  polaire. 
Elle  n'est  autre  chose  que  le  lieu  des  centres  des  sphères 
limites  de  celles  qui  ont  trois  points  infiniment  voisins, 
communs  avec  la  courbe.  Cette  surface  est  développable  5 
car  elle  est  la  limite  d'une  surface  qui  se  compose  d'élé- 
ments plans  indéfinis  compris  entre  les  deux  intersections 
successives  de  trois  plans  consécutifs.  De  plus,  ces  élé- 
ments plans  ont  pour  limite  de  leurs  directions,  celle  des 
plans  tangents  :  donc  tous  les  plans  normaux  à  la  courbe 
sont  tangents  à  sa  surface  polaire,  et  cette  dernière  peut 
être  considérée  comme  la  surface  enveloppe  de  ces  plans. 

281.  Sphère  osculairice.  —  On  désigne  sous  ce  nom 
la  limite  des  sphères  qui  ont  avec  la  courbe  quatre  points 
communs  qui  se  rapprochent  indéfiniment.  Le  centre  de 
Ja  sphère  passant  par  quatre  sommets  consécutifs  du  po- 
lygone inscrit,  est  à  la  rencontre  des  deux  droites  suivant 
lesquelles  se  coupent  les  trois  plans  perpendiculaires  aux 
trois  côtés  consécutifs  du  polygone  5  c'est  le  point  commun 
à  deux  droites  polaires  consécutives. 

Les  centres  de  ces  sphères  successives  déterminent  un 
polygone  qui  tend  vers  une  courbe  dont  les  droites  po- 
laires sont  les  tangentes  5  cette  courbe  est  donc  l'enveloppe 
des  polaires.  Elle  est  aussi  l'arête  de  rebroussement  de  la 
surface  développable,  lieu  de  ces  polaires,  c'est-à-dire  de 
la  surface  polaire. 
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282.  Équation  de  la  surface  polaire.  —  Cette  surface 
est  le  lieu  des  intersections  successives  des  plans  normaux, 
ou  encore  des  normales  à  la  courbe  donnée.  Or  l'équatîon 
d'un  plan  normal  quelconque  est 

(i)         [x  -^x')dx' -h  [r—  y'  )dy  +  [z  —  z')dz' ^  o. 

Si  l'on  donne  à  la  variable  indépendante  t^  dont  on  re- 
garde x\y\  z^  comme  des  fonctions  connues,  un  accrois- 
sement infiniment  petit  A/,  et  que  l'on  considère  le  plan 
normal,  au  point  voisin  qui  en  résulte,  son  équation  se 
composera  des  mêmes  termes  que  la  précédente,  plus  les 
termes  résultant  du  changement  des  quantités  x'.  y\  -z', 
djcf^  dy\  dz\  Les  premiers  termes  s'annulent  pour  les 
points  communs  aux  deux  plans,  et  il  reste,  en  négligeant 
ceux  du  troisième  ordre  et  passant  aux  diflerentielles, 

(a)  {x^x')d}a^  '>r{y  —  x')d'Y' -h  (z  — z')d^z' —  ds'' =  0, 

Les  équations  (i)  et  (2)  ont  donc  lieu  entre  les  coordon- 
nées X,  j-,  z  de  tous  les  points  d  une  des  génératrices  de 
la  surface  polaire. 

Donc  on  aura  1  équation  de  la  surface  polaire,  en  éli- 
minante', jk',  z'  entre  les  équations  (i),  (2)  et  celles  de 
la  courbe  donnée. 

283.  Centre  de  la  sphère  osculatrice,  — Ce  centre  est 
la  limite  du  point  de  rencontre  de  trois  plans  normaux 
consécutifs ,  ou  de  deux  droites  suivant  lesquelles  se  cou- 
pent les  deux  premiers  et  les  deux  derniers  de  ces  plans. 
L'une  est  représentée  à  la  limite  par  les  deux  équa- 
tions (i),  (2);  l'autre  par  ces  équations  augmentées  de 
leiurs  diflerentielles.  Pour  la  limite  du  point  commun  aux 
deux  droites,  les  différentielles  des  équations  (i),  (2)  par 
rapport  à  x'^j\  z\  dx\ .  . . ,  seront  donc  nulles,  et  il  en 
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résultera  cette  nouvelle  équation 

{3){x  —  a/)d'x''i' (r — r') ^y-h (2  —  3-  )d'z'—  3ds'éPs'  =  o, 

Les  équations  (i),  (2),  (3  )  donnent  le  centre  de  la  sphère 
osculatrice  correspondante  au  point  {jc\j\  z')  \  et  l'on 
aura  les  équations  du  lieu  de  ces  centres  ,  ou  de  Tarête  de 
rebroussement  de  la  surface  polaire,  en  éliminant  x',j^,  z^ 
entre  ces  trois  équations  et  celles  de  la  courbe  donnée  ; 
d'où  il  résulte  deux  équations  entre  x^y^  z. 

284.  Il  est  facile  de  reconnaître,  au  moyen  des  équa- 
tions (1),  (2),  que  tout  plan  normal  à  la  courbe  est  tan- 
gent à  la  surface  polaire.  En  effet ,  considérons  sur  cette 
dernière  un  point  quelconque  infiniment  voisin  de  celui 
qui  a  pour  coordonnées  x  ^  j^  z  et  qui  se  trouve  dans  le 
plan  normal  déterminé  par  l'équation  (1).  Soient  consi- 
dérés r/x,  dj^  dz  comme  les  dinérences  de  leurs  coordon- 
nées :  les  équations  (i),  (2)  sont  satisfaites  par  les  coor- 
données du  premier  point;  et  elles  le  seront  par  celles  du 
deuxième ,  si  Ton  considère  le  plan  normal  infiniment 
voisin  qui  passe  par  ce  deuxième  point. 

Or,  si  l'on  donne  à  x ,  y^  z,  x\  j\  z'  les  accroisse- 
ments correspondants  dx  ^  dy^  dz.^  dx\  dy\  dz'  dans- 
l'équation  (i),  il  restera,  en  vertu  de  l'équation  (2), 

dxdx*  H-  dydj'  +  dzdz'  =  o. 

Mais  la  droite  qui  joint  les  deux  points  pris  sur  la  sur- 
face polaire,  et  finit  par  lui  être  tangente,  fait,  avec  les 
axes,  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à 
r/jr,  dy^  dz\  l'équation  précédente  prouve  donc  que  cette 
droite  est  perpendiculaire  à  la  tangente  à  la  courbe  au 
point  [x'^y'y  z^)^  et  que,  par  conséquent,  elle  est  située 
dans  le  plan  normal ,  au  même  point  de  cette  courbe , 
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puisqu'elle  a  déjà  le  point  (j:,/,  z)  commun  avec  te 
plan. 

285.  Centre  de  courbure,  —  Le  centre  du  cercle  oscu- 
lateur,  ou  le  centre  de  la  première  courbure ,  se  trouve 
dans  le  plan  osculateur,  et  sur  la  droite  polaire  du  point 
que  Ton  considère  sur  la  courbe.  On  aura  donc  ses  coor- 
données en  cherchant  les  valeurs  de  x^j^  z  qui  satisfont 
aux  équations 

(t  — x')r/x'    ^{y^y')df  -J^  {z  ^,z')dz'  =0, 
{x  —  x')d'x'  4-  [y— y')  d'y'  H-  (^  —  z')  d'z'z^ds'^ 
{x  —  x')[dyd'z'—  dz'd'y')  4-.  {y-^y'){dz'd'x' -^da/d'i') 

4.  (3  —  3')  (  dx'd'f  —  dy  d'x')  =  O. 

Ces  valeurs  de  x,  j^  z  sont  données  par  les  formules  sui- 
vantes : 

z  —  3'  =  ^  [  r<r'  (dy  d'  z'  —  dz'  d'y)'-'dx'  [dz'  d'  x'  —  dx'  d'  3')], 
y-^y  =  -|1  [dx'idx^  d^y  —  dy  d^  x')  ~  dz'  [dy  d-  z'^dz'  rf'/)], 
X  —x'  z=  ^  [dz'  (dz  d' x'  —dx'd^z')  —  dy  {dx'  d'y  —  dy  d' x')], 
R  désignant  le  rayon  de  courbure,  dont  la  valeur  est 


R  = 


y/  {4y'd*  z'  —  dz'd^y  )»  -+-  {dg'd*  x'  -  dx'd*  «' )'  -H  (  dx'd^y  —  dr'd"  X  '  y 


Si ,  au  lieu  de  déterminer  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure,  on  voulait  les  équations  du  lieu  de  ces  centres, 
il  suffirait  d'éliminer  a:',  y\  z'  entre  les  trois  premières 
équations  et  celles  de  la  courbe  donnée  \  les  deux  équa- 
tions résultantes  entre  x^y^  z  seraient  celles  du  lieu  de- 
mandé. 

286.  Contact  des  courbes  à  double  courbure,  —  Celte 
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théorie  est  semblable  à  celle  que  nous  avons  donnée  pour 
les  courbes  planes;  seulement,  au  lieu  de  couper  les 
courbes  par  des  droites  parallèles  à  un  axe,  il  faudra  les 
couper  par  des  plans  parallèles  à  l'un  des  plans  coordon- 
nés ,  par  exemple  au  plana;,  y.  Ainsi,  lorsque  deux 
courbes  auront  un  point  commun  x\y\  z' ^  et  qu'en  les 
coupant  par  un  plan  parallèle  au  plan  x^y  Gl  situé  à  une 
distance  infiniment  petite  dz'  du  point  commun  ,  la  dis- 
tance des  deux  points  ainsi  obtenus  sur  ces  courbes  sera 
infiniment  petite,  de  l'ordre  ti  +  ï  ?  on  dira  que  les  courbes 
ont  un  contact  de  l'ordre  n.  On  reconnaît  facilement  que 
l'ordre  de  cette  distance  infiniment  petite  est  le  même 
pour  des  plans  coordonnés  quelconques ,  pourvu  que  les 
tangentes  à  ces  courbes  au  point  commun  ne  soient  pas 
parallèles  au  plan  sécant.  La  projection  d'une  droite  sur 
un  plan  étant  égale  au  produit  de  cette  droite  par  le  cosi- 
nus de  son  inclinaison  sur  ce  plan ,  le  rapport  des  lon- 
gueurs de  la  droite  et  de  sa  projection  a  une  limite  flnîe  , 
si  la  limite  de  cette  droite  ne  fait  pas  un  angle  droit  avec 
le  plan.  Donc  les  trois  projections  orthogonales  d'une 
droite  variable  de  grandeur  et  de  direction  sont,  en  gé- 
néral, des  grandeurs  du  même  ordre  que  cette  droite-,  et 
il  en  est  toujours  ainsi  pour  deux  de  ses  projections  au 
moins  :  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  d'entre  elles ,  au  plus , 
qui  soit  infiniment  petite  par  rapport  à  cette  droite.  D'où 
il  suit  que,  pour  que  deux  courbés  à  double  courbure 
aient  un  contact  de  l'ordre  « ,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  deux  de  leurs  projections  aient  un  contact  de  cet  or^ 
dre;  ce  qui  ramène  à  la  théorie  du  contact  des  courbes 
planes.  Ainsi  les  conditions  pour  que  ce  contact  ait  Heu 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  x', /',  z',  consistent 
en  ce  que  pou,r  la  valeur  z'  de  z,  les  quantités 


dx        dy        d'^x        d'^  y  d^  x        d'^y 

-^^    dz'      Hz'      H^'      1^'*'*'      "^'      IhF' 
I.  2G 


I 
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aient  les  mêmes  valeurs  d'après  les  équations  de  ces  deux 
courbes.  Ou  obtiendra  donc  encore  la  courbe  osculatrice 
d'une  espèce  donnée ,  en  déterminant  les  coefficients  de 
ses  équations  de  manière  qu'il  en  résulte  le  plus  de  déri- 
vées communes  avec  la  courbe  donnée ,  à  partir  des  pre- 
mières. Si  les  projections  sur  un  plan  avaient  un  contact 
plus  élevé  que  les  projections  sur  un  autre,  il  suit  de  ce 
qui  précède  que  le  moins  élevé  des  deux  exprimerait  Tor- 
dre du  contact  des  deux  courbes  proposées. 

287.  Droite  osculatrice.  —  Les  équations  générales 


!  d'une  droite  étant 

X  =  az  -+-  OL ,      y  =z  bz  -{-  tt , 
les  équations  qui  détermineront  a^  a.^  h  ^  S  seront 

les  dérivées  —,  5  -j-,  étant  tirées  des  équations  de  la  courbe 
donnée.  La  droite  osculatrice  a  donc  pour  équations 

ce  sont  celles  que  nous  avons  déjà  trouvées  pour  la  tan- 
gente. 

288.  Cercle  osculateur.  —  Les  équations  les  plus  com- 
modes pour  la  détermination  d'un  cercle  dans  l'espace  sont 
celles  d'une  sphère  et  d'un  plan.  Soient  donc  les  équations 
générales  du  cercle 

(1)  {z^yy-^{y-^y-i-(.z'--oLy  =  K\ 

(2)  z  -h  ax-^-  b)'-\-  c=:o; 
différentiant  deux  fois  ces  équations ,  en  considérant  x  et  y 
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comme  fonctions  de  -^ ,  et  les  autres  quantités  comme  con- 
stantes, on  aura  les  équations  suivantes  : 

(3)  (^_^)  +  (r-6)g-^(x-a)'^  =  0, 

dz  dz 

On  remettra  dans  ces  six  équations ,  au  lieu  dex^y^  z^  les 
coordonnées  du  point  donné  de  la  courbe,  et  Ton  rempla- 
cera toutes  les  dérivées  par  celles  que  donneront  les  équa- 
tions de  cette  même  courbe.  On  en  déduira  les  valeurs  de 
six  des  constantes  a ,  6,  c ,  a ,  ê ,  7,  R ,  et  il  en  restera  une 
indéterminée,  parce  qu'on  peut  faire  passer  une  inHnité 
de  sphères  par  un  même  cercle. 

Les  coefficients  a,  fc,  c  sont  entièrement  déterminés ,  et 
l'équation  du  plan  devient,  en  désignant  par  x\j\  5'  les 
coordonnées  du  point  donné , 

(3  _  2-')  [dx'  d'y'  —  df  d-'-x')  —  di! (Vf  (x  — a:') 
-+-  dz'  d^x'  (  j  —  r'  )  =  o. 

Cette  équation  n'est  autre  chose  que  celle  du  plan  oscula- 
teur,  dans  laquelle  z  est  pris  pour  variable  indépendante. 
Les  équations  (3  ) ,  (4  )  5  dans  lesquelles  on  regardera  «,6,7 
comme  variables,  représentent  deux  plans  qui  sont  per- 
pendiculaires au  plan  (2),  en  vertu  des  équations  (5),  (6). 
\^es  centres  des  sphères  sont  donc  sur  une  perpendiculaire 
au  plan  du  cercle,  et  elles  couperont  toutes  ce  plan  sui- 
vant un  même  cercle,  puisqu'elles  passeront  d'ailleurs  par 
un  même  point  [x\  y\  2'). 

26. 
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U  est  facile  de  reconnaitre  dans  les  équations  (3),  (4) 
celles  qui  déterminent  la  droite  polaire  relative  au  point 
(x\  j^',  z^)  quand  on  prend  z  pour  variable  indépen- 
dante 5  et  comme  le  centre  du  cercle  s'obtiendra  en  cher- 
chant l'intersection  de  cette  droite  avec  le  plan  du  cercle, 
on  retrouve,  d'après  ce  nouveau  point  de  vue,  tout  ce  qui 
avait  été  déterminé  relativement  au  cercle  osculateur,  par 
des  considérations  différentes. 

Contact  des  surfaces. 

289.  Lorsque  deux  surfaces  ont  un  point  commun 
(a:',  y\  z')^  et  qu'en  faisant  varier  x'^y'  de  quantités  in- 
finiment petites  quelconques  dx' ^  dy'^  la  différence  des 
valeurs  de  z  correspondantes  est  un  infiniment  petit  de 
l'ordre  n-f-i,  on  dit  que  ces. surfaces  ont  un  contact  de 
l'ordre  n.  L'ordre  de  cette  différence  est  le  même  pour 
toutes  les  directions  qui  ne  sont  pas  parallèles  aux  plans 
tangents  à  ces  surfaces,  au  point  que  l'on  considère  :  il 
résulte  de  là  que  deux  surfaces  auront  un  contact  du  pre- 
mier ordre ,  lorsque  pour  une  même  valeur  de  x'y  y'  on 
tirera  des  équations  de  l'une  et  de  l'autre  les  mêmes  va- 

leurs  pour  z,-,,^. 

Elles  auront  un  contact  du  second  ordre  lorsqu'elles 
donneront,  en  outre,  les  mêmes  valeurs  pour  les  coeffi- 
cients différentiels  partiels  du  second  ordre 

d^£  cfV_        d-'z' 

JZr^  '      dYdy'''      i//^* 

Enfin  le  contact  sera  de  l'ordre  n  lorsque  tous  les  coeffi- 
cients différentiels  seront  les  mêmes  jusqu'à  cet  ordre  in- 
clusivement. 

La  surface  osculatrice  d'une  espèce  donnée  se  détermi- 
nera comme  les  courbes  psculatrices ,  en  établissant  le  plus 
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grand  nombre  possible  de  dérivées  .communes  entre  les 
fonctions  qui  expriment  la  valeur  de  z  dans  son  équation 
et  celle  de  l'autre  surface  que  l'on  considère. 

290.  Plan  osculateur  à  une  surface,  —  Soit  l'équation 
générale  d'un  plan 

z  z=z  ax  -^  by  -^^  c  \ 
on  aura,  pour  déterminer  a,  i,  c,  les  équations 

z=:ax^bx  -^-c,     ^,  =  «,      d?"^     ' 

y-, ,  ~  étant  tirées  de  l'équation  de  la  surface  donnée. 
L'équation  du  plan  osculateur  sera  donc 

dz    .  ,.        dz'  ,  .. 

Ce  plan  n'est  donc  autre  chose  que  le  plan  tangent. 

291 .  Sphère  osculatrice  à  une  surface.  —  L'équation 
la  plus  générale  d'une  sphère  ne  renfermant  que  quatre 
constantes  arbitraires,  on  ne  peut,  en  général,  établir  un 
contact  du  second  ordre  entre  une  sphère  et  une  surface 
donnée ,  puisqu'il  en  résulterait  six  équations  de  condi- 
tion. On  ne  pourra  donc  établir,  entre  ces  surfaces ,  qu'un 
contact  du  premier  ordre.  Il  restera  une  constante  indé- 
terminée dans  l'équation  de  la  sphère,  et  l'on  pourra  en 
profiter  de  manière  à  déterminer  un  contact  du  second 
ordre  avec  Tune  des  courbes  que  l'on  peut  tracer  sur  la 
surface  5  mais  ces  recherches  nous  écarteraient  de  notre 
objet. 

292.  Contact  des  courbes  et  des  surfaces,  —  Si ,  à 
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partir  d'un  point  cotnmun  à  une  courbe  et  à  une  surface, 
on  mène  des  parallèles  à  l'axe  des  z^  on  dira  qu'il  y  a  un 
contact  de  l'ordre  n ,  lorsque  la  différence  des  valeurs  cor- 
respondantes de  z  pour  la  courbe  et  la  surface  sera  infini- 
ment petite  de  Fofdre  /i-f-i.  On  arrivera  à  des  condi- 
tions du  même  genre  que  dans  les  cas  précédents,  et  dans 
le  détail  desquelles  nous  n'entrerons  pas. 

293 .  Déifeloppées . — Si  Ton  considère  une  quelconque 
des  normales  en  un  point  d'une  courbe  à  double  courbure, 
elle  sera  tangente  à  la  surface  polaire.  Le  plan  normal 
mené  par  un  point  de  la  courbe ,  infiniment  voisin  du  pre- 
mier, coupera  cette  normale  en  un  point  qui  sera  commun 
à  deux  normales  infiniment  voisines.  En  faisant  pour  la 
seconde  normale  ce  qui  a  été  fait  pour  la  première ,  et  con- 
tinuant ainsi ,  on  aura  une  suite  indéfinie  de  normales 
à  la  courbe  donnée ,  dont  chacune  rencontrera  la  suivanle, 
et  dont  les  points  de  contact  avec  la  surface  polaire  seront 
infiniment  rapprochés  les  uns  des  aulres.  Le  point  de 
concours  des  deux  normales  consécutives ,  se  trouvant  sur 
l'intersection  des  deux  plans  normaux ,  se  rapproche  in- 
définiment de  la  surface  polaire ,  qui  est  le  lieu  des  limites 
des  intersections  des  plans  normaux  consécutifs. 

Cette  suite  de  normales  détermine  donc  un  polygone 
dont  les  côtés  sont  infiniment  petits,  et  dont  la  limite 
est  une  courbe  tangente  à  toutes  ces  normales,  et  située 
sur  la  surface  polaire  :  on  l'appelle  développée  de  la 
courbe  donnée. 

Comme  on  peut  choisir  une  quelconque  des  normales 
à  la  courbe  au  point  de  départ,  on  obtiendra  une  infinité 
de  développées  aussi  rapprochées  que  Ton  voudra,  et 
toutes  seront  sur  la  surface  polaire ,  qui  peut  être  consi- 
dérée comme  en  étant  le  lieu  géométrique.  Belativemeni 
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à  ces  courbes  que  nous  avons  nommées  développées ,  'la 
première  prend  le  nom  de  développante^  à  cause  d'une 
propriété  analogue  à  celle  que  nous  avons  reconnue  dans 
les  courbes  planes ,  et  dont  nous  allons  donner  la  démons- 
tration. 

Soient  MN,  M'N'  {fig.  gS)  deux  droites  normales  en 
M  et  M'  à  la  courbe  en  question,  N  et  N'  leurs  points  de 
contact  avec  la  développée;  nous  allons  prouver  que  la 
différence  des  longueurs  M'N'  et  MN  est  égale  à  Parc  NN', 
à  un  infiniment  petit  près,  du  second  ordre  au  moins. 
En  effet ,  si  aux  points  M  et  N  on  conçoit  deux  plans 
perpendiculaires  à  MN ,  la  longueur  M'P  sera  du  se- 
cond ordre  puisque  la  courbe  M'M  est  tangente  au  plan  ; 
de  plus,  QP  surpasse  MN  d'une  quantité  infiniment  pe- 
tite du  second  ordre.  On  peut  donc  prendre  N'Q  comme 
égale  à  la  différence  M'N' —  MN,  à  une  quantité  près  du 
second  ordre.  Mais  la  limite  du  rapport  deN'Q  à  la  corde 
NN'  est  Tunilé,  puisque  les  angles  Q  et  N  du  triangle 
rectiligne  QNN'  tendent  vers  des  angles  droits.  Donc  N'Q 
diffère  de  Tare  N'N,  tout  au  plus  d'un  infiniment  petit 
du  second  ordre 5  donc,  enfin,  la  différence  de  deux  nor- 
males consécutives  MN,  M'N'  est  égale  à  l'arc  NN',  com- 
pris entre  leurs  points  de  contact  avec  la  développée,  plus 
ou  moins  une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  cet 
arc ,  et  qui,  par  conséquent,  peut  être  négligée  sans  qu'il 
en  résulte  aucune  erreur  dans  le^limîtes  des  rapports  ou 
des  sommes. 

Il  résulte  de  là  que  si  en  deux  points  quelconques  de 
la  développée  on  mène  des  tangentes  terminées  à  la  dé- 
veloppante, la  différence  de  leurs  longueurs  est  rigou- 
reusement égale  à  l'arc  compris  entre  les  points  de 
contact. 

Et  Ton  voit  par  là  que  la  dilîércnce  entre  M'N' —  MN 
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et -l'arc  NN',  qui  devait  être  au  moins  du  second  ordre, 
était  réellement  égale  à  zéro. 

Maintenant  supposons  un  fil  qui  coïncide  avec  la  dé- 
veloppée à  partir  d'un  point  quelconque,  où  il  s'en  sépare 
tangentiellement  et  se  prolonge  jusqu'à  la  développante. 
Si  on  le  déroule  en  le  laissant  toujours  tangent  à  la  déve- 
loppée, il  prendra  successivement  la  position  des  diverses 
normales  qui  sont  tangentes  à  cette  courbe  5  et  ces  nor- 
males croissant  précisément  de  la  même  longueur  que  le 
fil  qui  se  déroule,  ce  sera  toujours  le  même  point  de  ce 
fil  qui  se  trouvera  sur  la  développante.  Cette  courbe  sera 
donc  décrite  par  l'extrémité  du  fil  pris  dans  la  première 
position.  Cest  cette  propriété  qui  a  fait  donner  aux  deux 
courbes ,  l'une  par  rapport  à  l'autre ,  les  noms  de  déi^e- 
loppée  et  déy^eloppante, 

294,  Le  lieu  des  centres  des  cercles  osculateurs  d'une 
courbe  à  double  courbure  n'est  pas  une  développée  de 
cette  courbe.  En  effet,  deux  plans  osculateurs  consécutifs 
se  coupent  suivant  une  droite  qui  a  pour  limite  la  tan- 
gente, et  ils  forment  entre  eux  un  angle  infiniment  petit 
du  premier  ordre.  La  distance  du  centre  de  courbure  con- 
tenu dans  le  premier,  au  second  plan,  est  donc  un  infini- 
ment petit  du  premier  ordre;  or  sa  distance  à  la  normale 
contenue  dans  ce  second  plan  est  plus  grande  que  sa  dis- 
tance au  plan  :  donc  cette  normale  n'est  pas  tangente  à  la 
courbe  qui  passe  par  cè^  deux  centres,  puisqu'il  faudrait 
pour  cela  que  cette  distance  fût  un  infiniment,  petit  d'un 
ordre  supérieur  au  premier.  Le  lieu  des  centres  de  couiv 
bure  n'est  donc  pas  une  des  développées,  lorsque  la 
courbe  que  Ton  considère  n'est  pas  plane. 

295.  Les  développées  d'une  courbe  à  double  courbure 
jouissent  de  la  propriété  remarquable  de  se  réduire  à  des 
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lignes  droites  quand  on  développe  la  surface  polaire  sur 
un  plan. 

Pour  le  démontrer,  nous  considérerons  un  polygone 
infinitésimal  inscrit  dans  la  courbe  donnée,  et  ayant  ses 
côtés  égaux;  ce  qui  revient  à  prendre  l'arc  pour  variable 
indépendante.  Sur  les  milieux  de  ces  côtés  nous  conce- 
vrons des  plans  perpendiculaires ,  dont  les  intersections 
formeront  les  arêtes  de  la  surface  développable  qui ,  à  la 
limite,  devient  la  surface  polaire. 

Or,  si  du  point  milieu  d'un  côté  quelconque  on  trace 
une  droite  dans  le  plan  normal,  elle  coupera  l'arête 
commune  à  ce  plan  et  au  suivant,  en  un  point  qui, 
joint  au  milieu  du  côté  suivant,  donnera  une  normale 
à  ce  côté  \  et  il  est  facile  de  voir  que  ces  deux  normales 
font  des  angles  égaux  avec  l'arête  que  nous  avons  con- 
sidérée. 

Cette  seconde  normale  prolongée  coupera  l'arête  com- 
mune au  second  plan  normal  et  au  troisième,  en  un  point 
qui,  joint  au  milieu  du  troisième  côté,  formera  une  nor- 
male à  ce  côté,  faisant  avec  la  seconde  arête  le  même 
angle  que  la  normale  précédente  5  et  ainsi  de  suite  indé- 
finiment. 

Maintenant,  si  l'on  développe  sur  un  plan  la  surface  qui 
renferme  toutes  ces  arêtes,  deux  normales  consécutives  se 
rabattront  Tune  sur  l'autre,  puisqu'elles  font  le  même 
angle  avec  l'arête  sur  laquelle  elles  se  coupent  5  et  le  po- 
lygone infinitésimal ,  formé  par  les  intersections  de  ces 
normales  successives ,  aura  tous  ses  côtés  sur  une  même 
droite.  Ce  résultat  ayant  lieu  quelle  que  soit  la  petitesse 
des  côtés  de  ce  polygone,  aura  lieu  pour  la  courbe  limite, 
qui  est  une  quelconque  des  développées  de  la  courbe  pro- 
posée. 

Donc,  dans  le  rabattement  de  la  surface  polaire  sur  un 
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plan ,  toutes  les  développées  de  la  courbe  deviennent  des 
lignes  droites. 

296.  Dans  le  développement  de  la  surface  polaire ,  les 
côtés  infiniment  petits  qui  composent  la  développée  ne 
changeant  pas  de  longueur,  un  arc  quelconque  de  cette 
courbe  a  la  même  longueur  avant  ou  après  le  développe- 
ment ;  et  il  en  serait  de  même  de  toute  autre  ligne  tracée 
sur  cette  surface.  Donc  le  plus  court  chemin  d'unpoiut 
à  un  autre  sur  la  surface  polaire  est  l'arc  de  la  développée 
qui  passe  par  ces  deux  points,  puisque,  devenant  une  li- 
gne droite,  il  est  plus  (5ourt  que  tout  autre  après  une 
transformation  qui  n'a  pas  changé  les  longueurs. 

On  peut  encore  remarquer  que  si  Ton  suppose  un  fil 
appliqué  sur  le  polygone  formé,  par  les  normales  suc- 
cessives que  nous  venons  de  considérer,  et  prolongé  sui- 
vant un  quelconque  des  côtés  jusqu'au  milieu  du  côté  cor- 
respondant du  premier  polygone,  inscrit  dans  la  courbe 
donnée,  et  qu'ensuite  on  développe  ce  fil  de  manière  à 
ce  qu'il  soit  successivement  dans  le  prolongement  de  cha- 
cun des  côtés  du  polygone  sur  lequel  il  est  appliqué,  son 
extrémité  passera  par  tous  les  milieux  des  côtés  de  l'autre 
polygone.  Donc,  si  l'on  passe  aux  limites  des  polygones, 
on  retrouvera  la  propriété  démontrée  précédemment  par 
des  considérations  différentes. 

297.  Equations  des  déi^eloppées. — Si  Ton  désigne  par 
x',  y'^  z'  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  proposée,  l'équation  de  la  surface  polaire  s'obtient 
en  éliminant  x'^  y,  z'  entre  .les  deux  équations  de  la 
courbe  et  les  deux  suivantes  : 

(.r  —  x')  dx'  4-  (r  —  r')dy'  +  (z  —  z')  dz'  =ro, 

U  -  x')  d\v.'  -f-  (r  —  r')  d-'y'  4-  (z  —  z')  d^z'  ~  r/>'\ 
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Si  maintenant  on  considère  un  quelconque  des  points  dont 
les  coordonnées  x  ^  y^  z  satisfont  à  ces  équations,  on 
passera  de  ce  point  au  point  voisin  de  la  développée  si  la 
droite  qui  joint  ces  deux  points  est  dans  le  prolongement 
de  celle  qui  joint  les  points  {x\  y\  z'),  (-^S  JK»  ^)  ?  ^^  4^^ 
aura  lieu  si  les  différentielles  dXj  dy,  dz  sont  proportion- 
nelles aux  différences  x  —  x\y  — y'^  z  —  2'.  On  tirerait 
de  là  les  deux  équations 


dx        X  —  x' 

dy        y  —  Y  ' 

dz        z  —  z' 

dz        z  —  z' 

Mais  une  seule  sera  nécessaire,  parce  que  les  précédentes 
expriment  que  les  points  [x^  y^  z)  ne  cessent  pas  d'être 
sur  la  surface  polaire.  Une  quelconque  de  ces  deux  équa- 
tions étant  jointe  aux  deux  précédentes,  et  à  celles  de  la 
courbe  donnée ,  on  aura  cinq  équations  entre  lesquelles 
on  éliminera  x\^y\  z',  et  l'on  obtiendra  deux  équations 
différentielles  qui  conviendront  à  Tune  quelconque  des 
développées. 

Application  des  théories  précédentes  à  Vhélice, 

298.  Si  l'on  désigne  par  a  le  rayon  de  la  base  du  cy- 
lindre ,  et  par  m  la  tangente  de  l'inclinaison  de  l'hélice  sur 
le  plan  de  cette  base,  les  équations  des  trois  projections 
de  cette  courbe  seront 


z  .      z 

X  ^=z  n  ros     -  ï       y  =:^  tt  sin  — ,      ^^  -4-  r  '  =  «  '. 
mn        "  t}ia 

L'axe  des  x  passe  par  le  point  où  l'hélice  perce  le  plan  de 
la  base-,  et  cette  courbe ,  en  s  élevant ,  tourne  de  l'axe  des 
X  positifs  vers  Taxe  Aesy  positifs. 
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Ces  équations  différentiées  donnent 


dx=. sin —  rtg,     o)'  =  —  ces  —  az,     rw  zir  ^ rfz, 

w        /wfl  /w         ma  m 

(Px  = ces —  dz^^     dW  = sin —  r/z',     rf'f  =  o. 

iri^a       ma  m}a        ma 

L'équation  du  plan  osculateur  devient  alors,  en  prenant 
z  pour  variable  indépendante ,  • 

.    z'  z' 

z  —  z=  —  mx  sm h  my  cos — • 


Ce  plan  fait  avec  le  plan  de  la  base  un  angle  dont  le  cosi- 
nus est   ,  et  la  tangente  ni.  Il  est  le  même  que  celui 

de  rhélice  avec  le  même  plan. 
L*équation  du  plan  normal  sera 

z'  z' 

miz  —  z')  =  a?  sin y  cos 

^  ma       "  ma 

L'angle  de  contingence ,  dont  l'expression  générale  est 

u  =  y  v/^»x^  +  d'f  -f-  d'z'  —  d's% 

devient,  dans  le  cas  actuel, 

_  dz 

am  y  I  -f-  w^ 


L'angle  de  deux  plans  osculateurs  consécutifs  est 

dz 
— 1—^:=z=     OU     mxt, 
a  s/  ï  -h  m"" 

Le  rayon  du  cercle  osculateur,  dont  la  valeur  générale 
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ds 
est  R  =  —  ?  sera  égal  à  a  (i  H-  m*  )  5  sa  grandeur  est  donc 

constante  et  surpasse  de  am^  le  rayon  de  la  base.  Pour 
connaître  sa  direction ,  il  faut  chercher  rintersection  du 
plan  normal  et  du  plan  osculateur.  Les  équations  combi- 
nées donnent 


z:=  z',    y  "=  X  tang 


ma 


Donc  le  rayon  de  courbure  est  constamment  parallèle  au 
plan  de  la  base,  et  rencontre  Taxe  du  cylindre.  Le  centre 
de  courbure  se  meut  donc  sur  un  cylindre  ayant  même 
axe  que  le  premier,  et  pour  base  un  cercle  dont  le  rayon 
est  am'.  Il  décrit  donc  sur  ce  cylindre  une  hélice  dont  le 
pas  est  le  même  que  celui  de  l'hélice  proposée. 

On  trouvera  le  même  résiJtat  en  calculant  les  coor- 
données du  centre  de  courbure.  Leurs  valeurs  sont 

z  z 

z=:z\     r  ==  —  û/w'  sin — ,      x  =:  —  am"^  ces —  ? 
ma  ma 

et  Ton  en  déduit  immédiatement  les  conséquences  précé- 
dentes. 

Déterminons  maintenant  les  équations  d'une  arête 
quelconque  de  la  surface  polaire ,  c'est-à-dire  de  Tinter- 
section  des  deux  plans  normaux  infiniment  voisins.  Ces 
équations  sont  les  suivantes  : 

.  z'  z:  , 

m[z  —  z')=z  X  sm j  ces — 5 

^  '  ma  ma 

z'  .     z 

X  ces h  r  sm —  =  —  am^, 

ma  ma 

Cette  droite  est  nécessairement  perpendiculaire  au  plan 
osculateur,  et  on  le  vérifiera  facilement  au  moyen  de  ses 
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équations.  Comme  d'ailleurs  elle  passe  par  le  centre  de 
courbure  et  qu'elle  est  perpendiculaire  au  rayon  de  cour- 
bure, elle  est  tangente  au  cylindre  sur  lequel  se  meut  l'ex- 
trérailé  de  ce  rayon ,  et  dont  la  base  a  pour  rayon  am*. 
De  plus ,  il  est  facile  de  reconnaître  qu'elle  est  tangente  à 
l'hélice  décrite  par  cette  extrémité.  En  effet,  puisqu'elle 
est  perpendiculaire  au  plan  osculateur,  elle  fait  avec  le 

plan  de  la  base  un  angle  dont  la  tangente  est  —  :  or  l'hé- 
lice qui  est  le  lieu  des  centres  Je  courbure ,  et  dont  nous 
venons  de  donner  les  équations ,  est  tracée  sur  le  cylindre 
dont  le  rayon  est  am',  et  fait  avec  sa  base  un  angle  dont 

la  tangente  est  —  •  Donc  l'arête  de  la  surface  polaire  est 

tangente  à  cette  hélice,  et  la  surface  polaire  est  l'hélîçoïde 
développable  dont  cette  hélice  est  l'arête  de  rebrousse- 
ment. 

Mais  on  sait  que  la  sous-tangente  d'une  hélice  sur  le 
plan  de  sa  base  est  égale  à  l'arc  de  cette  base,  depuis  l'ori- 
gine de  l'hélice  jusqu'à  la  projection  du  point  de  contact. 
Doncla  trace  de  la  surface  polaire  sur  le  plan  {xy)  est 
la  développante  de  la  base  du  cylindre  dont  le  rayon 
est  a/»*. 

299.  Si  l'on  veut  avoir  l'équation  de  la  surface  polaire, 
il  faut  éliminer  z'  entre  les  deux  équations 

/          /\            •    ^'  ^' 

///  (  2  —  z  ]  =  j:  sm  — • r  cas  —  ? 


z  .     z' 

X  cos \-  y  sm —  =  —  anx^. 


Ajoutant  les  carrés  des  membres  de  ces  deux  équations, 
on  obtient 


»[(z  —  2')*-+-  (Oni'\  =  X'  -I-  y'^'y 
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substituant  dans  la  seconde,  on  trouve  l'équation  cher- 
chée, qui  est 

-h/sin  (  —zç,\r    "|"-f    ~  I   )  z=^  —  am\ 
La  trace  de  cette  surface  sur  le  plan  (o^^)  a  pour  équation 


V      m'a}  ^  V      m'^a} 


•^cosi/ — ^ I  ZtZjsmi/ T-——  i^—ani' 


Cette  courbe  est  la  développante  du  cercle  dont  le  rayon 
est  àrn?^  et  elle  prend  naissance  au  point  de  ce  cercle 
situé  sur  Taxe  des  or ,  et  du  côté  des  x  négatifs  5  ce  qui 
s'accorde  avec  une  des  propositions  précédemment  dé- 
montrées. 

Une  hélice  pouvant  avoir  ses  deux  courbures  égales  à 
celle  d'une  courbe  quelconque  en  un  de  ses  points ,  son 
osculation  sera  d'un  ordre  plus  élevé  que  celle  du  cercle  \ 
elle  donnerait  donc  une  idée  plus  exacte  de  la  courbe  fi 
laquelle  on  la  copiparerait.  Les  deux  constantes  m  et  a  se 
détermineraient  en  égalant  ses  deux  courbures  à  celles  de 
la  courbe  donnée ,  au  point  considéré. 
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DES  LIMITES  DE  SOMMES.  CALCUL  INVERSE  DU  CALCUL 
DIFFÉRENTIEL. 


CHAPITRE  PREMIER. 

COMMENT   LE   PROBLÈME  DES   LIMITES  DE  SOMMES  SE 

RAMÈNE   AU   PROBLÈME   INVERSE   DE   CELUI 

DU    CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


300.  Nous  avons  résolu  d'une  manière  générale  le  pro- 
blème d'analyse  quiapour  objetlarecliercbedelalimiledu 
rapport  de  quantités  infiniment  petites ,  lorsque  ces  quan- 
tités sont  les  accroissements  simultanés  de  variables  liées 
par  des  équations  données.  Ce  dernier  cas  est  le  plus  ordi- 
naire, et  on  y  ramène  en  général  les  autres;  cependant  il 
peut  en  être  autrement,  et  Ton  en  voit  des  exemples  dans 
quelques-unes  des  questions  géométriques  que  nous  avons 
traitées:  on  se  dirige  alors  suivant  les  circonstances. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  du  problème 
infinitésimal  qui  a  pour  objet  la  détermination  des  limites 
de  sommes,  et  cberchersi  Ton  peut  le  ramener  comme  le 
précédent  à  des  méthodes  générales  de  calcul. 

Remarquons  d'abord  que  dans  toutes  les  questions  de 
ce  genre  que  nous  avons  étudiées  précédemment,  les 
quantités  infiniment  petites  que  nous  avons  substituées 
aux  éléments  exacts  de  la  grandeur  à  évaluer  présentent 
ce  caractère  commun ,  que  leur  expression  analytique  est 
le  produit  d'une  fonction  d'une  variable  par  l'accroisse- 
I.  aj 
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ment  infiniment  petit  que  prend  celle  variable  quand  on 
passe  d'un  élément  au  suivant.  Commençons  par  recon- 
naître ce  point  important. 

301.  Quand  nous  »vons  voulu  déterminer  Taire 
d'une  courbe  plane,  nous  avons  employé  un  premier 
mode  de  décomposition  par  des  parallèles  infiniment 
voisines;  et  au  lieu  des  segmenls  eux-mêtnes  compris 
entre  deux  parallèles  consécutives,  nous  avons  considéré 
les  parallélogrammes  intérieurs  ou  extérieurs,  qui  en  dif- 
fèrent d'une  quantité  infiniment  pelite  par  rapport  à  ces 
segments.  Pour  avoir  l'expression  générale  de  ces  parallé- 
logrammes ,  prenons  un  axe  des  x  perpendiculaire  aux 
sécantes  et  un  axe  des  y  parallèle  \  l'expression  de  la 
cordejqui  est  le  côté  fini  du  parallélogramme  rectangle  est 
une  fonction  de  x  donnée  par  la  nature  du  contour.  Si  on 
la |représente  par  F  (a:),  et  qu'on  désigne  par  Ax  la 
différence  des  x  correspondants  à  deiix  parallèles  consé- 
cutives, r.aire  cherchée  sera  la  limite  de  la  somme  des 
valeurs  que  prendra  F  [x)  Ax  lorsque  x  prendra  successi- 
vement toutes  les  valeurs  ,  à  partir  d'une  première  qui  est 
donnée,  croissant  par  intervalles  Aj:,  égaux  ou  inégaux, 
mais  indéfiniment  décroissants,  jusqu'à  ce  que  l'on  par- 
vîeniue  à  la  valeur  de  a? ,  qui  termine  la  surface  à  évaluer. 

Cette  surface  a  donc  pour  expression  analytique 

lim.  ^F{x)^x 

dans  le  sens  qui  vient  d'être  développé. 

Passons  à  un  autre  mode  de  décomposition  des  aires, 
et  considérons-les  comme  décomposées  par  des  droite» 
partant  d'un  même  point  et  faisant  entre  elles  des  angles 
infiniment  petits.  La  question  revient  alors  à  trouver  la 
limite  d'une  somme  de  secteurs  circulaires  ayant  pour 
rayons  les  rayons  vecteurs  de  la  courbe ,.  et  pour  angle 
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au  cehtre  les  différences  des  valeurs  successives  de  Tangle 
du  rayon  vecteur  avec  l'axe  fixe. 

Désignant  cet  angle  par  S,  et  par  r  le  rayon  vecteur  qui  est 
une  fonction  donnée  de  0 ,  il  s'agira  de  calculer  la  valeur  de 

lim.  \^-  A9,ou,en  représentant  — par  F  (9) ,  la  valeur  de 

iim.2F(ô)rfô; 

on  en  revient  donc  encore  au  même  problème  d'analyse. 

On  reconnaîtra  facilement  qu'on  est  ramené  à  ce  même 
problème  pour  la  cubature  des  solides,  la  rectification 
des  courbes,  la  quadrature  des  surfaces  courbes,  et  les 
autres  limites  de  sommes  que  nous  avons  considérées. 

Occupons-nous  donc  de  ce  problème  unique  d'analyse 
auquel  nous  conduisent  toutes  ces  recherches  de  limites 
de  sommes. 

Soit  F  [x]  une  fonction  quelconque  de  x  contenue 
entre  deux  limites  x^  et  X;  et  démontrons  d'abord  qu'il 

existe  une  limite  déterminée  pour  la  somme  ^^  F  {x)  Ax 

lorsque  l'on  prend  successivement  pour  x  les  valeurs 
depuis  Xa  jusqu'à  X,  croissant  par  intervalles  égaux  ou 
inégaux,  désignés  par  A  a:. 

Il  suffit  pour  cela  de  concevoir  une  courbe  ayant  pour 

équation  y  =  F  [x)  5  V  F  [x)  Ax  sera  la  somme  de  rec- 
tangles intérieurs  ou  extérieurs  que  nous  avons  démontré 
avoir  pour  limite  l'aire  de  la  courbe  entre  les  ordonnées 
correspondantes  aux  abscisses  Xo ,  X.  Il  est  donc  certain 

que,  quelque  soit  F  (x) ,  l'expression  "V  F(a:)  Ax  a  une 

limite  déterminée,  indépendante  des  grandeui^s  relatives 
des  accroissements  infiniment  petits. 

Nous  représenterons  cette  limite  de  la  manière  suivante  : 

¥{x)dx, 

27. 
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et  nous  lui  donnerons  le  nom  d'intégrale  de  F  (x)  dx 
entre  les  limites  jCo  >  X. 

Identité  du  problème  des  limites  de  sommes  ai^ec  le 
problème  inverse  du  calcul  différentiel, 

302.  Remarquons  maintenant  que  si ,  laissant  or©  con- 
stant, nous  regardons  X  comme  variable,  l'intégrale ,  ou 
l'aire  qui  la  représente ,  sera  une  fonction  de  cette  valeur 
extrême  X ,  que  nous  remplacerons  par  la  lettre  x.  Or  il 
est  facilede  voir  que  la  dérivée  de  cette  fonction  sera  F  (x). 
Car  si  l'on  augmente  x  de  Ax^  l'aire  augmentera  d'une 
quantité  dont  le  rapportavec  le  rectangle  F  (x)  Ax  a  pour 
limite  l'unité,  quand  Ax  tend  vers  zéro ^  la  limite  du 
rapport  de  l'accroissement  de  l'aire  ou  de  l'intégrale  à 
l'accroissement  de  la  variable  x  ne  sera  donc  pas  altérée 
en  substituant  F  [x)  Ax  k  l'accroissement  exact  de  cette 
intégrale ,  et  par  conséquent  sa  dérivée  sera  F  (j:). 

D'où  résulte  cette  proposition  importante  : 

V intégrale  j     F  (x)  dx  prise  depuis  une  valeur  con- 

stante  Xq  jusqn^à  une  ^valeur  indéterminée  x  est  une 
fonction  dont  la  dérit^ée,  par  rapport  à  x^  est  F  (x)^  ou 
dont  la  différentielle  est  F  {x)  dx. 

Le  problème  qui  a  pour  objet  la  détermination  des 
limites  de  sommes  d'infiniment  petits  dont  on  donne  la 
forme  générale  F  (x)  dx^  est  donc  renfermé  dans  celui 
qui  a  pour  objet  de  remonter  de  la  dérivée,  ou  de  la  diffé- 
rentielle d'une  fonction ,  à  cette  fonction.  Ce  dernier 
problème  est  l'inverse  de  celui  du  calcul  des  dérivées  ,  ou 
des  différentielles  des  fonctions^  et  il  est  prouvé  par  ce 
c[u\i>récède  qu  il  a  toujours  une  solution,  puisqu'il  ren- 
ferme celle  du  problème  des  limites  de  sommes,  dont  nous 
avons  démontré  Icxistcnee. 
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Il  nous  reste  donc  à  chercher  des  règles  générales  pour 
remonter  des  dérivées  aux  fonctions. 

303.  Mais  nous  ferons  d'abord  une  observation  impor- 
tante. Si  Ton  connaît  une  solution  de  cette  question, 
c'est-à-dire  une  fonction  ayant  pour  dérivée  la  fonction 
donnée,  on  en  aura  une  plus  générale  en  lui  ajoutant 
une  constante  arbitraire,  c'est-à-dire  une  quantité  indé- 
pendante de  la  variable  dont  il  s'agit  •,  car  la  dérivée  ne 
sera  pas  changée  par  cette  addition,  puisque  la  dérivée 
d'une  constante  est  nulle.  Et  il  y  a  plus  :  il  n'existe  pas 
d'fiRitres  solutions  que  celles  que  l'on  obtient  ainsi  -,  car 
on  ne  peut  ajouter  à  la  première  fonction  qu'une  quan- 
tité qui  ne  change  pas  la  dérivée ,  et ,  par  conséquent , 
dont  la  dérivée  soit  nulle  d'elle-même.  Or  nous  avons  vu 
(n^  191)  qu'il  n'y  avait  qu'une  quantité  indépendante  de 
la  variable  qui  pût  avoir  sa  dérivée  nulle  pour  toute 
valeur  de  la  variable.  D'où  résulte  cette  importante  pro- 
portion : 

Lorsque  F  on  aura  trouvée  une  fonction  particulière  de 
X  dont  la  dérivée  par  rapport  à  x  sera  la  fonction  don- 
née,  on  aura  la  fonction  la  plus  générale  qui  satisfasse 
à  cette  même  condition ,  en  ajoutant  à  la  première  une 
constante  arbitraire. 

Cette  intégrale  générale  s'écrit  de  l'une  des  deux  ma- 
nières suivantes  : 

/    Y{x)dx^C,     ou     iY[x)dx. 

304.  Détermination  de  la  constante,  —  Nous  avons  dit 
que  la  limite  de  la  somme  V  F(a:)  A:r ,  ou  l'intégrale 

F  (x)  dxj  était  une  fonction  de  x  ayant  pour  dérivée 


F  (a?).  Soit  (f  (x)  une  fonction  particulière  trouvée  par 
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un  moyen  quelconque,  et  satisfaisant  à  cette  condition  : 
la  fonction  la  plus  générale  qui  y  satisfera  sera ,  par  ce 
qui  précède, 

c  désignant  une  constante  arbitraire.  Donc    /     F  (x)  dx 

est  compris  dans  l'expression  générale  y  (x)  4-  c  .  et  il 
ne  s'agit  plus  que  de  fixer  la  valeur  qu'il  faut  donner  à 
l'indéterminée  c  pour  obtenir  l'intégrale  cherchée,  qui  est 
complètement  déterminée.  Posons  donc 


F  {x)dx=.  <p{^)  -f-  c, 


et  donnons  à  x  une  valeur  particulière  quelconque  ;  les 
deux  membres  devant  être  toujours  égaux,  on  en  déduira 
la  valeur  de  c,  si  celle  du  premier  membre  est  connue.  La 
plus  simple  de  toutes  les  valeurs  de  x  à  choisir  est  x^  qui 
annule  évidemment  le  premier  membre,  d'après  sa 
signification  même;  et  il  en  résultera 

f  («a?o) -h  c=  o,      d'où     cr=z  —  f(*o), 
ot  par  suite 


F  [x)  djczzzff  (x)  —  y  («^o;* 


Celle  formule  exprime  que  l'intégrale  est  l'accroisse- 
ment que  prend  une  fonction  (f(x)  ayant  pour  différen- 
tielle F  (x)  dx^  lorsque  l'on  passe  de  la  valeur  x^  à  la 
valeur  x  de  la  variable.  Et  c'est  ce  qu'il  est  facile  de  recon- 
naître directement  :  en  efïet,  l'accroissement  fini  d'une 
fonction  est  égal  à  la  somme  çjes  accroissements  infini- 
ment petits  qu'elle  prend  successivement ,  quand  on  fait 
passer  la  variable  de  la  première  valeur  à  la  dernière  par 
degrés  indéfiniment  décroissants.  Or  cette  somme  est 
égale  à  la  limite  d(î  celle  des  différentielles  de  la  fonction, 
qui  ne  di fièrent  des  accroissements  mêmes  que  de  quan- 
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tites  infiniment  petites  par  rapport  à  eux  :  elle  est  donc 
égale  à  la  limite  de  ^l  F  (-^l  ^-  D'où  il  suit  que  pour 
connaître  cette  dernière  ,  il  suffît  de  chercher  une  fonc- 
tion ayant  pour  différentielle  F  (x)  dx^  ou  pour  dérivée 
F(x),  et  de  prendre  raccroissement  qu'elle  subit  lors- 
qu'on fait  passer  la  variable  de  x^  à  x»  Ce  qui  conduit  à 
la  formule  précédente. 

30S.  Remâ.rqve.  —  Toutes  les  fois  que  l'on  a  à  calcu- 
ler une  grandeur,  on  peut  ramener  le  problème  à  la  re- 
cherche d'une  fonction,  lors  même  que  la  grandeur  serait 
bien  déterminée ,  comme  par  exemple  le  volume  d'une 
sphère  dont  le  rayon  serait  un  nombre  particulier.  Et  non- 
seulement  parce  qu'on  pourrait  chercher  l'expression 
générale  d'une  sphère  dont  le  rayon  est  indéterminé , 
expression  qui  sera  une  fonction  du  rayon ,  dans  laquelle 
on  pourra  ensuite  donner  à  ce  rayon  la  valeur  particu- 
lière en  question;  mais  en  conservant  toujours  cette 
valeur  particulière,  on  peut  chercher  l'expression  géné- 
rale d'une  partie  de  la  sphère ,  déterminée  par  un  plan 
perpendiculaire  à  un  certain  diamètre  et  qui  réponde  à  un 
segment  arbitraire  de  ce  diamètre  :  on  a  ainsi  une  fonction 
de  ce  segment  variable ,  et  on  aura  le  volume  de  la  sphère 
en  supposant  ce  segment  égal  au  diamètre  même.  Ayant 
ainsi  ramené  les  problèmes  à  la  recherche  d'une  fonction, 
si  l'on  ne  voit  pas  de  moyen  facile  de  la  déterminer  elle- 
même  ,  on  peut  chercher  si  sa  dérivée  serait  plus  facile  à 
connaître.  S'il  en  est  ainsi ,  le  problème  est  ramené  à  celui 
dont  nous  nous  occupons ,  et  qui  a  pour  objet  de  remonter 
d'une  dérivée  à  la  fonction.  C'est  ainsi  que  l'on  aurait  pu 
prendre  tous  les  problèmes  des  limites  de  sommes  que 
nous  avons  étudiés  sous  un  autre  point  de  vue  qui  était 
plus  nalurel,  et  devait  se  présenter  le  premier. 
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CHAPITRE  IL 

DIVERSES   MÉTHODES   D'iINTÉGRATïON. 


306.  Intégration  immédiate,  —  Lorsqu'on  reconnaît 
dans  l'expression  à  intégrer  la  différentielle  d'une  fonc- 
tion connue,  il  suffit  d'ajouter  à  cette  fonction  une  dbn- 
stante  arbitraire  pour  avoir  l'intégrale  générale  deman- 
dée, et  il  est  bon  d'observer  que  si  l'on  multiplie  une 
différentielle  par  une  constante  quelconque,  l'intégrale  se 
trouve  multipliée  par  le  même  nombre.  Ainsi  d'abord, 
en  considérant  les  différentielles  de  toutes  les  fonctions 
simples,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  vers  le  com- 
mencement du  calcul  différentiel,  on  formera  un  premier 
recueil  d'intégrales  indéfinies ,  renfermées  dans  le  tableau 
suivant  : 

xmdx=. hC, 

m-4-  I 
d.a*  ^a'Xadxj ,        I  a*rfx  s=  î- -+-C,        /  e*dir  =  e* -+-G, 

rf.iog«=l2if=-f, ref  =  |2ef4-c  =  ix  +  c, 

®           X          xla'  J     X        loge 

d,  Binx  =  co^xdxy ,        /  cosx^fjr  =  sin x  +  C, 

<f.cosx  =  —  9\nxdx^ ,        1  %inxdx  =  —  cos  jf4-  C, 


dx 

d.^otx=z .    .    , 

sin'or 


/-r4- =  —  cotx -h  C , 
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,  .  àx  r      dx 

d. arc  »in  x  =  y..      ■■  , ,        I  ■  =  arc  sin x  -h  C , 

Vi  -  or»  J  y^i  _  X» 

-d*  /•  -rf:r 

a.apccosx  = -— =—, ,        I     •  =  arc  cosx -h  C; 

y  1  —  X*  »/  V I  —  «• 

d. arc tangx=:  ——5» »        /  rz-r»  =  *''® tangop -f- C, 

I  -+-X  ^   I  -j-x 


<f .arc  cot  X  = ; , ,        / =  arc  cotx -+-  C. 


Nous  désignons  ici  par  x  une  variable  quelconque,  qui 
pourrait  être  une  fonction  d'une  autre  variable. 

En  d'autres  termes,  on  peut  remplacer  x  par  Une 
fonction  quelconque  (f  (x)  dans  toutes  les  formules  pré- 
cédentes. Ainsi,  par  exemple,  la  première  donnera 


/ 


«+i 


[,(x)]-.rf.,(x)=MflI^  +  C. 


307.  Il  y  a  une  remarque  à  faire  sur  la  formule 


/ 


y^dxz 


m  -h  1 


Elle  devient  illusoire  lorsque  l'on  suppose  m  =  — i .  Dans 

(ix 
ce  cas,  la  différentielle  est  — \  et  son  intégrale  Ix-h  C 

n'étant  plus  algébrique  ne  saurait,  en  effet,  être  fournie 

par  l'expression  algébrique h  C. 

Néanmoins,  comme  la  formule  est  exacte,  quelque  près 
que  m  soit  de  —  i ,  on  peut  en  déduire  l'expression  qui 
doit  la  remplacer  dans  ce  cas  particulier,  en  faisant  con- 
verger m  vers  la  limite  —  i,  et  choisissant  la  constante 
arbitraire  de  manière  à  ce  que  le  résultat  tende  vers  une 
limite  finie.  Il  suffira,  pour  cela,  de  mettre  le  second 

membre  sous  la  forme h  C, ,  et  la  première 

/»  -f- 1  ^ 
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o 


partie   se   présentera   sous  la  forme  -  pour  m  =  —  i , 

Cl  étant  une  constante  arbitraire;  on  aura  ainsi  constam- 
ment 


/ 


Jd^dx  r= h  C,. 


I^  première  partie  qui  devient  -  quand  on  fait  m  =  —  i , 

a  une  limite  déterminée,  égale  à  \x  —  la;  et  si  l'on  fait 
Cl  —  l.a  =  C,  C  restant  arbitraire  ,  on  aura 

ce  qui  s'accorde  avec  la  troisième  formule  du  tableau  pré- 
cédent. 

308.  Intégration  par  décomposition.  —  La  différen- 
tielle d'une  somme  de  fonctions  étant  la  somme  des  diffé- 
rentielles de  ces  fonctions  ,  il  s'ensuit  qu'on  aura  l'inté- 
grale générale  d'une  somme  de  di fié renli elles,  en  faisant 
la  somme  de  leurs  intégrales,  et  y  ajoutant  une  constante 
arbitraire,  si  Ton  n'en  a  déjà  ajouté  dans  les  intégrations 
partielles. 

On  pourra  donc  intégrer  une  expression  différentielle, 
si  l'on  peut  la  décomposer  en  plusieurs  autres  dçnt  on 
connaisse  les  intégrales.  Quelquefois  la  décomposition 
n'est  employée  que  pour  ramener  à  des  expressions  plus 
simples,  que  Ton  cherche  ensuite  à  intégrer  par  d'autres 
procédés. 

Le  nombre  des  parties  dans  lesquelles  on  décompose  la 
fonction  donnée  peut  être  infini  ;  c'est  ce  qui  arrivejquand 
on  la  développe  en  série  :  dans  ce  cas  il  faudra  toujours 
faire  la  somme  des  intégrales  des  différents  termes;  mais 
il  y  a  quelques  précautions  à  prendre  relativement  à  la 
convergence  des  séries,  et  nous  reviendrons  plus  tard  sur 
ce  point» 
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309.  Intégration  par  substitution. —  Si  Ton  a  à  intégrer 
¥  [x)  rf.r,etqueron  posej:r=(p  (z),d'où  dx  =  (f^{z)dzy 
Texpression  donnée  devient  F  [(p  (^)]  ç'  (z)  dz  ;  et  la  li- 
mite de  la  somme  des  valeurs  de  celle-ci  sera  la  même 
que  la  limite  de  la  somme  des  valeurs  de  F  [x)  dx , 
pourvu  que  les  valeurs  extrêmes  se  correspondent  dans 
ces  deux  sommes.  Donc  on  aura 

J\[x)dx=zJ\[^{z)-\^'(z)dz, 

pourvu  que  z^  et  z^  soient  déterminés  par  les  équations 

On  conclut  de  là  que  l'inlégrale  définie  1      F  (a:)  rte  -h  C 
peut  être  remplacée  par 


X. 


«0 


On  peut  encore  s'en  assurer  en  observant  que  la  fonc-« 
tion  ,  dont  la  dérivée  par  rapport  à  a:  est  F  (a:),  doit  avoir 
pour  dérivée  par  rapport  à  -z, 

FM/(e),     ou     F[ç(»)]f(z). 

La   question  est  donc  ramenée  à   trouver  une  fonction 
dont    la    dérivée    par    rapport     à    z  soit    la     fonction 

F[?(z)]?;(z). 

La  relation  x^=^[z)  étant  arbitraire,  on  parvient 
souvent  à  la  déterminer  de  manière  à  rendre  la  seconde 
intégration  plus  simple  que  la  première. 

Ainsi,  par  exemple  ,  I      F  [x -^^  a)  dx  devient,  en  po-? 

sant  X  -^  a  =y^ 


X 


J-,-h« 
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OU,  en  changeant  la  lettre j^  en  x, 


on  a  donc 


f      F{x-ha)djcz=  I  F(x)dj:. 

— ^5   on   pose  x=zay^  d'où 

dx  =  ady^  on  a 

/'    dx         i    r  dr        1  I       ,      ^     ,. 

^TT^iirr»  =  ;;  j  r:ï7"»  =  r -^  ^^'^Sr -+- C  ==  -  arc  tang  -  4^ 

Soit  maintenant 


/; 


)     x'  H-  a-  =r  j%     jrrf-t-  =  ydy^ 


on  aura 

Vo?^  -h  û»       J 
Voici  encore  quelques  exemples  : 

j€'¥{e')dxj     e*=yj     e'dx^dy^      /e'F(e«)<ir=  (lP{y)dr, 
I  cosxï(sinar)dx,     sinr=:^,       /  cosarF(sinr)da:=  /  F(^)dr 

310.  Intégration  par  parties,  —  La  formule 

û?  (  uu)  du  du 

— i — i  =  M h  ï»  — 

dx  dx         dx 

donne 

fudv  =  ttp  — Jvdu , 

et  ramène  la  recherche  de  Tîntégrale/wr/^'  à  celle  àefi'du. 
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Or  on  peut  souvent  décomposer  la  fonction  F  (x)^  qui  se 
trouve  SOUS  le  signe  d'intégration ,  en  deux  facteurs  tels , 
que  Tun  soit  une  différentielle  connue,  et  que  Tintégrale 
à  laquelle  on  est  conduit  par  ce  procédé  soit  plus  simple 
que  la  première.  Celte  méthode  s'appelle  intégration  par 
parties.  Soit ,  par  exemple ,  fx  cos  xJx ,  on  prendra 
coBxdx  pour  la  différentielle  di^,  et  a:  remplacera  w,  on 
aura  donc 

J'x  cos  xdx  =  ^  sin  ar  — ^  sin  xdx  =  x  sin  a:  4-  ces  a:  -f-  C. 

De  même 

J^jf*  cos  zdx  z=z  x"*  sin  x  ^-  mjaf^^  sin  xdx. 

Cette  dernière  se  ramènera  à  une  autre  où  l'exposant  de  x 
sera  m  —  2 ,  et  ainsi  de  suite  5  on  finira  donc  par  arriver 
kJÛTixdx  onfcosxdx^  suivant  que  m  sera  impair  ou 
pair.  Nous  allons  appliquer  ces  différentes  méthodes  au 
petit  nombre  de  fonctions  qui  peuvent  être  intégrées  gé- 
néralement. 
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CHAPITRE  m. 

INTÉGRATION   DES   FONCTIONS   RATIONNELLES. 


'SM,  Toute  fonction  rationnelle  dex  peut  être  consi- 
dérée comme  composée  d'une  partie  entière  par  rapport 
à  :r  et  d'une  fraction  dont  le  numérateur  est  d'un  degré 
moindre  que  le  dénominateur  :  il  y  aura  des  cas  où  l'une 
de  ces  deux  parties  seulement  existera.  La  partie  entière 
s'intégranl  toujours  immédiatement ,  il  ne  peuty  avoir  de 
difficulté  que  pour  la  partie  fractionnaire^  et  c'est  la  mé- 
thode de  décomposition  qu'on  y  appliquera. 

F  (x) 
Soit  donc -7^  ûîr  la  différentielle  qu'il  s'agit  d'inté- 

grer,  F  (x)  étant  d'un  degré  moindre  qaef{x).  On  cher- 
chera à  décomposer  -tW  en  fractions  plus  simples ,  ayant 

pour  dénominateurs  les  facteurs  premiers  de  f(x)  ^  ce 
qui  exige  d'abord  que  l'on  cherche  les  racines  de  ce  poly- 
nôme. Supposons-les  déterminées,  et  considérons  d'abord 
le  cas  où  elles  seraient  toutes  inég^es^  désignons-les  2)ar 
a,i,c,...,/.  Soient  A,B,  C,...,L,  des  constantes 
indéterminées,  et  proposons -nous  de  satisfaire  à  Ti- 
de  ntité 

,     F(x)  ABC-  L 

j  (x)       X  —  a       X  —  0       X  —  c  X  —  / 

ou,  en  multipliant  par/ (x) , 

^  '      ^  '  X  —  a  X —  h  X  —  e  x  —  / 
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Toutes  ces  divisions  indiquées  dans  Je  second  membre 
donnent  des  quotients  entiers ,  et  les  indéterminées  sont 
en  même  nombre  que  les  différents  ordres  de  termes ,  re- 
lativement k  X  :  on  pourrait  donc  trouver  leurs  valeurs 
en  égalant,  suivant  la  méthode  ordinaire,  les  coefficients 
des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres.  Mais 
il  existe  dans  le  cas  actuel  un  moyen  beaucoup  plus 
simple.  En  effet,  si  l'on  fait  a:  =  a,  l'identité  subsistera 
toujours,  et  tous  les  termes  du  second  mentbre  disparaî- 

iront,  excepté  A  »  Pour  savoir  ce  qu'il  devient,  on 

pourrait  faire  d'abord  la  division  par  x  —  a,  puis  faire 
jo  =  a  dans  le  quotient  entier.  Mais  il  vaut  mieux  traiter 

la  fraction  — ^-^  d'après  la  règle  relative  aux  fractions 
qui  se  réduisent  à  -^  et  Ton  voit  alors  qu'elle  se  réduit 

Ainsi  rbypothèse  or  =  a  réduit  l'identité  à  la  formule 
suivante  : 

F(«)  =  A/'(fl),     d'où    A=^j-, 

et  comme  /'  (a)  n'est  pas  nul,  puisque  a  n'est  pas  une 
racine  multiple,  il  est  toujours  possible  de  déterminer  A 
de  manière  à  ce  que  l'équation  (i)  ait  lieu  pour  x  =  a. 
On  voit  de  même  qu'en  prenant 

l'équation  (i)  sera  satisfaite  para:  =  hy  x  =  c^,,.^  x=  L 
Il  reste  à  en  déduire  la  preuve  de  l'identité  (i)  ;  car  il  est 
très-important  d'observer,  en  général,  qu'il  ne  suffit  pas 
d'avoir  trouvé  des  valeurs  pour  les  coefficients  indéter- 
minés ^  lorsque  l'on  n  a  pas  prouvé  d'avance  la  possibilité 
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du  développement.  Or  on  sait  que  quand  deux  fonctions 
entières  de  x  sont  égales  pour  un  nombre  de  valeurs  par- 
ticulières de  X,  supérieur  au  degré  du  terme  le  plus  élevé, 
elles  sont  égales ,  terme  pour  terme.  Donc  les  deux  mem- 
bres de  Téqualion  (i)  sont  rendus  identiques  par  les  va- 
leurs trouvées  pour  A,  B,  C,...?  L,  puisqu'ils  sont  égaux 
pour  les  diverses  valeurs  a,  i,  c,...,  /,  dont  le  nombre 
surpasse  d'une  unité  le  degré  du  terme  le  plus  élevé. 

342.  S'il  y  avait  des  racines  imaginaires,  rien  ne  serait 
changé  dans  les  raisonnements  précédents.  Les  constantes 
qui  se  rapporteraient  à  deux  racines  conjuguées,  ne  diffé- 
reraient l'une  de  l'autre  que  par  le  signe  de  y— i ,  et  les 
deux  fractions  seraient  de  la  forme 


X  —  a  —  6  y' — I        X  —  a  +  €  \/ — i 

Si  l'on  veut  faire  disparaître  les  imaginaires ,  on  effectuera 
la  somme  de  ces  deux  fractions ,  qui  se  réduira  à 

On  agirait  de  même  pour  toutes  les  autres  racines  imagi- 
naires. 

313.  Supposons  maintenant  que  l'équation 

/(^)=o 

ait  à  la  fois  des  racines  inégales  et  des  racines  égales;  soit 
a  l'une  quelconque  de  ces  dernières ,  et 

/{x)  =  (x  — û)'"y(x), 

le  polynôme  y  [x)  n'admettant  plus  le  facteur  (x —  «); 
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posons 

,  ,  F(x)  A  A,  A,  A„.  ,  P 

/(*)  "  (x— a)-       (x  — «)«.-.  ^  (r  — «)"—  ^'  '   ^x-^«  ^  y.(r)' 

ou^  en  multipliant  pary{:r), 

f2)    (  F(4:)=:Aç;(.r)-+-A.('-«)?(*)H-A,(x-fl)«ç>(*)-^... 
^M  .       -H;A„..(T^a)«-y(x)-hP(x~a)». 

Le  nombre  des  coefficients  du  polygone  P,  ajouté  au 
nombre  des  constantes  A,  Aj,...,  A^_i,  est  égal  au 
nombre  des  termes  de  cette  équation,  et  il  s'agît  de  les 
déterminer  de  manière  à  la  rendre  identique.  Si  Ton  y 
fait  j:  =  a,  on  obtient 

F(«)=Ay(«), 

d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  A.  DîfTérentiantréquation  (2) 
et  faisant  ensuite  .r  =  a,  il  vient 

r(û)  =  A(p'(fl)-+-A,(p(«). 

Différentiant  successivement  la  même  équation  et  faisant 
ensuite  .r  =  a,  on  introduira  à  chaque  fois  un  nouveau 
coefficient,  et  Ion  pourra  ainsi ,  au  moyen  de  m  —  1  diffé- 
rentiations,  déterminer  A,  Ai,...,  A,„_i.  Les  termes  pro- 
venant de  P  (.r  —  a)"*  disparaîtront  tous  par  l'hypothèse 

Cherchons  la  formule  générale  qui  représente  toutes 
ces  équations  successives,  et,  pour  cela,  diiTérenlions  p 
fois  l'équation  (2). 

Pour  savoir  ce  qui  reste  de  chacun  des  termes  quand  on 
fera  a:  =  a  après  la  différentîalion ,  considérons  le  terme 
général  A„  (x — a)"  (p  (x).  On  trouvera  sa  dérivée  de 
l'ordre  p  au  moyen  de  la  formule  connue 

dx9  ^  '  1.2 

I.  28 
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dans  laquelle  les  exposants  de  Q  el  R  sont  des  indices  de 
dîfférentîatîon.  On  aura  ainsi 

(3)  l  -h^rtfn-.  1  )...(«  —  ;? -H  2)(j  — «)«-?+' ç>'(x) 

Si  p  est  plus  grand  que  n ,  les  premiers  termes  auront  des 
exposants  négatifs,  et  on  devra  les  omettre  parce  que 
leurs  coefficients  seront  zéro  5  cela  tient  à  ce  que  quand 
[x  —  a)  sera  affecté  de  Texposani  zéro,  il  donnera  zéro 
pour  dérivée. 

Voyons  maintenant  ce  que  devient  le  second  mem- 
bre de  l'équation  (3)  quand  on  y  fait  x  =  a.  Si  Ton 
a.  p  <^n^  il  se  réduit  à  zéro.  Si  l'on  a  ^  =  n,  il  se  réduit 
à  son  premier  terme  n(n  —  i). . .  2.1  (f  (a).  Enfin,  si 
l'on  a  ^  ^  « ,  il  faudra  se  borner  à  prendre  le  terme  qui 
en  â  p  —  n  avant  lui ,  parce  qu'il  aura  zéro  pour  expo- 
sant-, les  précédents  auraient  donc  un  exposant  négatif  et 
doivent  être  omis ,  comme  nous  l'avons  dit-,  et  les  sui- 
vants deviendront  nuls  quand  on  fera  x  =  a.he  second 
membre  de  l'équation  (  3  )  se  réduit  donc  alors  à 

Donc  l'équation  (2),  différentiée  p  fois  en  supposant 
p<^m^  donnera,  pour  a:  =  a,  en  observant  qu*il  faut 
s'arrêter  k  n=p^ 

I  F''(«)=A9f'(fl)-^/7A,9/'-'(a)4-;;(;;-i)A,9F-«(a)-f-.'.. 
(»)  {_i_„^ i)...(;,_„^_,)A^p/'-«(fl)-+-...H-;,(;;— l).,.2.l  A    o(fl)- 


Telle  est  Téquation  générale  qui ,  en  donnant  à  p  toutes 
les  valeurs  entières  depuis  o  jusqu'à  m  — i  inclusivement. 
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fournira  m  équations,  d'où  l'on  déduira  successivement 
chacune  des  quantités  A,  A,,...,  A,„_|.  Ces  équations 
sont  les  suivantes  : 

F(a)  =Aç,(a), 
F(a)=Ay,'(a)  -f-A.^(>), 
F''(a)  =  A/(a)  -f-2A,9'(«)-i-2.iA,jj(fl), 
(5)\    F'''(«)  =  A/'(a)4-3A,^"(«)-t-3.2A,/(«)-4-3.2.iA,9(fl) 

F*»-'  (fl)=A9''»—  (a)-H(m~i)A,^'«-'(û)-t-(TO— i)(m— 2)A,p«-X//)h-... 
-l-(/n-  i)(m  -  2)...2.iA^_jÇi(/i). 

La  première  équation  donne  la  valeur  de  A,  et  ce  sera  la 
vseule  inconnue  si  m  =  15  la  seconde  fait  ensuite  con- 
naître immédiatement  Ai,  la  troisième  Aj,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  A„,_i  :  et  il  n'y  aura  jamais  impossibilité, 
parce  que  le  coefficient  du  dernier  terme  n'étant  jamais 
zéro,  on  trouvera  toujours  une  valeur  finie  pour  chaque 
inconnue. 

Il  reste  à  prouver  que  réciproquement,  si  l'on  prend 
pour  A,  A,,...,  A,„_i,  les  valeurs  ainsi  déterminées ,  on 
aura  satisfait  à  l'identité  (2).  En  effet,  ces  valeurs  sont 
tirées  des  équations  (5),  qui  expriment  que  l'hypothèse 
X  =.a  annule  le  polynôme  suivant  et  ses  m  —  i  premières 
dérivées, 

Y{x)  — A<p  (x)  —  A,  (a!  — rt)<ï>(x)—  Aj(x  —  a)»(p(x)   .  .  . 

—  A«_,  (or  — a ;'»--•  y  (or). 

Donc,  d'après  un  théorème  connu,  ce  polynôme  est 
divisible  par  [x — a)"*  et  peut  être  mis  sous  la  forme 
P  (a:  —  a)"*,  Pétant  un  polynôme  entier  qu'il  sera  facile 
de  connaître.  Donc  les  identités  (2)  et  (i)  seront  satis- 
faites. 

Cela  posé,  on  pourra  traiter  d'une  manière  semblable 

P  . 

la  fraction  — - — :  relativement  à  une  autre  racine  multiple, 

28. 
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si  elle  en  renferme,  et  coiitînuer  ainsi  jusqu'à  la  dernière. 

La  fraction  ^)    !  sera  donc  décomposée  en  fractions  dont 

les  numérateurs  seront  indépendants  de.r,  et  dont  les  dé- 
nominateurs ne  renfermeront  respectivement  qu'un  seul 
facteur  premier  de  f[x)^  élevé  à  une  puissance  égale  ou 
inférieure  au  degré  de  multiplicité  de  ce  facteur. 

De  plus ,  il  est  facile  de  reconnaître  que  cette  décompo- 
sition ne  peut  se  faire  que  d'une  seule  manière;  car  si  les 
constantes  relatives  à  la  racine  a ,  par  exemple ,  étaient 
susceptibles  de  plusieurs  valeurs ,  on  devrait  les  trouver 
toutes ,  soit  que  le  calcul  fût  fait  d'abord  pour  cette  ra- 
cine, ou  pour  toute  autre.  Or  nous  avons  reconnu  que 
les  constantes  A,  Aj,...,  A„,_i  ne  pouvaient  avoir  cha- 
cune plus  d'une  valeur.  Donc  il  n'est  possible  de  décom- 
poser la  fraction  que  d'une  seule  manière  en  fractions 
simples  de  la  forme  proposée. 

On  conclut  de  là  que  pour  les  racines  autres  que  la 
première  a,  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  recommencer  les 
calculs  sur  le  polynôme  P  et  les  suivants.  Il  suffira  de 
changer  dans  les  équations  (5)  les  quantités  m,  a  et  9  (a:), 
en  celles  qui  se  rapporteront  à  toute  autre  racine  de  l'é- 
quationy(a:)  =  o^  car  c'est  ce  que  Ton  obtiendrait  en 
commençant  successivement  par  chacune  d'elles. 

344.  Les  calculs  précédents  exigent  que  l'on  forme  le 
polynôme  ç  (x)  qui  est  lé  quotient  de  la  division  def(x) 
par  [x  —  a)"*.  On  peut  se  dispenser  de  faire  cette  opéra- 
tion, et  exprimer  y  (a) ,  (p' (a),...,  y'"~*  (a),  au  moyen 
des  dérivées  de  la  fonction/* (a:)  elle-même  :  on  les  substi- 
tuera ensuite  dans  l'équation  générale  (4)  5  de  laquelle  se 
tirent  toutes  les  équations  (5).  Or,  si  l'on  différentie  les 
deux  membres  de  Téqualion 
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ils  se  réduiront  à  zéroparrhypotbèsea:  =  a,  si  le  uombre 
des  différentialions  est  inférieur  à  m.  Supposons-le  donc 
égal  kfn'+-p^p  étant  un  nombre  entier  et  positif  quel- 
conque. 

Il  est  inutile  de  répéter  ici  ce  qui  a  été  dit  au  sujet  de 
l'équation  (3  ) ,  et  l'on  aura,  en  faisant  x  =  a  dans  les  dé- 
rivées de  Tordre  ni-^p^ 

f'»+P(a):=z  {m  +p){m  -h/?  — i). .  .(>»  H-i)  .p/' («t); 
d'où 

"^  ^^''^  "^  [m^p){m^p--i),,.[p~^-i) 
L'équation  (4)  devient,  par  là  , 

K,(„)^A  ^i^l__ f^^-^a) 

{m'^p){m-\rp-\)...{p'^  \)  *(w4-;7- i)...(;i-M) 

'(wi-t-/'— 2)...(^H-i)  *  '^  m(  m—  !)...(;> -i-i) 

Si  l'on  donne  à  p  toutes  les  valeurs  depuis  o  jusqu'à 
m  —  I ,  ou  aura ,  pour  déterminer  A,  A, , . . . ,  A,„_< ,  les  m 
équations  suivantes  : 

F(a)=A ■L^\JLl 


m  {m  —  I  ) ...  2   1 


(  m  H-  I  )  ...  2  m  (m  —  i )  . , .  a 

(wîH-2)...3  '(m-i-i)...3         *TO...3 

F»-(«)  =  a/"-'.('')      ^A,      ■^•°-''('')      H-.4-A„    /JlifLl 
{'2m— \)... m  (2  m— 2j...m  «-'        m 

315.  Les  calculs  précédents  peuvent  s'appliquer  aux 
racines  imaginaires  égales,  aussi  bien  qu'aux  racines 
réelles.  Mais  les  réductions  entre  les  termes  homologues 
relatifs  aux  racines  conjuguées  ne  donnent  pas  immédia- 
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tement  des  résultats  aussi  simples  que  le  mode  de  décom- 
position que  nous  allons  faire  connaître. 

Soient  a  zt  0  y/ —  i  deux  racines  multiples  de  Tordre 
m  de  réquatîony(.r)  =  o,  de  sorte  que  Ton  ait 

On  posera 

F(a:)_        Ajt-hB  A.x  +  H, A„_,.r-h  B^_,         p 

/(r)""[(ar-a)«-4-6«]'»"^[(x-a)*-f-6»]-"'*"-"^(x-a)*H-6»'^î;iTy 

ou 

F(r)=(AxH-B)p(ar)-4-(A,x-hB,)[(x-a)*4-6»]9?(x)-h... 

-+-(A^_,^-f-B„_,)[(r-a)«-h6']— ?(x)^-P[(x-a)*^-g•^■ 
Le  nombre  des  coefficients  indéterminés  est  égal  au  nombre 
des  termes  qu'il  faut  égaler  de  part  et  d'autre ,  en  ayant 
égard  à  ceux  du  polynôme  P.  Mais  nous  nous  proposons 
ici  de  déterminer  seulement  A,  B,  Ai,  Bi,...,  A„,_i,  B„_i. 
Or,  si  Ton  fait  a:  =  adbj3v  —  i  dans  la  dernière  équa- 
tion et  dans  ses  dérivées. successives,  chacune  des  équa- 
tions ainsi  obtenues  se  partagera  en  deux  autres ,  à  cause 
delà  quantité  imaginaire  \/  —  i  ;  et,  de  plus,  il  s'intro- 
duira dans  chaque  nouvelle  équation  deux  nouveaux 
coefficients  inconnus.  Ainsi,  la  première  déterminera  A 
et  B,  la  seconde  Aj  et  Bi,  et  la  /7i'*'"%  A^_t  et  B,„_i. 

Ces  mêmes  formules  s'appliqueraient  aux  autres  racines 
imaginaires  égales,  en  chani^eant  convenablement 

a,    ê,     /«,     <p(j7). 

Ou  pourrait  encore,  comme  dans  le  cas  des  racines 
réelles  égales ,  se  dispenser  de  former  le  quotient  (p  (r), 
et  faire  dépendre  sa  valeur  et  celle  de  ses  dérivées  ,  pour 
X  =  a±ës/  —  I ,  des  valeurs  que  prennent,  dans  la 
même  hypothèse,  les  dérivées  de  f(x)i  mais  les  formules 
sonl  moins  simples  que  dans  le  ras  précédent, 
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316.  Cela  posé,  revenons  à  l'intégration  de  la  fonction 

La  décomposition  de  la  fraction  jz — :i  d'après  les  pro- 
cédés qui  viennent  d'être  exposés ,  conduira  à  Tintégra- 
lion  d'expressions  ayant  respectivement  Tune  des  formes 
suivantes  : 

Adx  Adx  (Ax'hB)dx  (A.x-h'B)dx 

x  —  a^      (x— «)»'      (or  — a)' -H  g»'      [(a:_  a)'+ 6»]»' 

Examinons-les  successivement. 

]  ^.  La  première  donne  immédiatement 

Adx 


h 


=1  Al(jc  — ât)4-C. 


X  —  a 

2".  On  trouvera,  pour  la  seconde, 
Adx  A 


II 


3°.  Pour  la  troisième,  on  la  décomposera  comme  il 
suit  : 

(Aj:-hB)c?x  _  A{x'-'(f.)dx  (Aa4-B)rfj: 

(^  __-«)'  + 6'  ~  (a:  — a)' -h  6'  '^  (x— a)»-f-6'' 

La  première  de  ces  deux  nouvelles  fractions  ayant  pour 
numérateur  le  produit  de  A  par  la  moitié  de  la  différen- 
tielle du  dénominateur,  est  la  différentielle  de 

Pour  intégrer  la  seconde,  on  posera 

X  —  a  =  6  z ,      d'où      dx  =:  ^dz, 

et  elle  devient 

A  a  +  B        dz 
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ce  qui  est  la  différentielle  de 

Aa  +  B 

— arc  tang  z, 

5 

Donc 

/(Ax^h)dx        A,    ,  .,       ^.         Aa-4-B        ^        x-a   ,    _ 

4°.  Quant  à  la  dernière  expression 

{Ax  +  B)rfj? 
[(x-a)^  +  6>]«' 

on  la  décomposera  ainsi  : 

A  {x-^a)da:  (Aa  -hB)dx 

[(,î;--a)'4-6»]«  "^  [(a7--a)»H-6']«' 

La  première  partie  est  la  différentielle  de 

—  A 


2(11—  i)[(jr  — a)*-h6»]" 


T.         .      ,  ,  j  .       (Aa-+-B)^.r: 

Pour  intégrer  la  seconde  partie  j.      _^    v,      fiai„>  on  posera 

X  —  a  =  6  z ,  et  elle  deviendra  — ^; — -—  •  7— r  î   tout 

'  6»"-'        (2'  4-  0" 

sera  donc  réduit  à  intégrer  ^-^ r  5  or  on  a  identi(jue- 

ment 


I  -4-  z'  —  z^ 


(z'4-i)"         (s'-M)"         {z^-|-i)«--'       (3»-|-i)«' 

donc 

/<fe       _    r        dz  r    z'dz 

(c'-hi)"""  j  (3'+i)«"-'       J  {z'-hif 

Mais  l'intégration  par  parties  donnera 

/'    z^  dz  z  \  Ç         dz 
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substituant  dans  la  précédente  ,  il  vient 

/'      ds       __  z 2w— 3    Ç dt^ 
(«'4-  i)"  "'(■in_2)(«*-Hi)'—  '*"  2  11— 2  J  («'-hi)«-* 

L'intégration  étant  ramenée  à  une  autre  semblable , 
mais  dans  laquelle  l'exposant  de  -2*  H-  i  est  diminué 
d'une  unité  ,  on  parviendra ,  par  une  suite  de  réductions 

analogues,  à  Tintégrale  de  -^ — 9    qui  est  arc   tang  £. 

On  obtiendra  ainsi  la  formule  suivante  : 

(2n^3)(2n->-5)...5.3      ,  ,        .     I 

"*"(2n-4.)(2«-6)...4.3^      "^  ^  J 

(2n-3)(3/i  — 5)...3.i 
H-  ) f^= T-:^ ;—  arc  tang  «  -+- 1 . 

Si  Ton  multiplie  cette  expression  par       ^^_,,    >    et   quon 

remplace  -s  par  — - — »  on  aura  l'intégrale  indéfinie  de 

(Aa-hB)fi:g 
[(a:  — a)' 4-6^]"^ 

on  connaîtra ,  par  conséquent ,  celle  de  la  fonction  pro- 
posée 


Ainsi ,  au  moyen  des  méthodes  qui  viennent  d'être  ex- 
posées, on  pourra  intégrer  toute  expression  algébrique 
rationnelle. 
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CHAPITRE  IV. 

liNTÉGUATIOJN    DES   FONCTIONS    ALGÉBRIQUES 
IRRATIONNELLES. 


317.  Radicaux  du  second  degré.  —  Il  n'y  a  qu'un 
très-petit  nombre  de  fonctions  irrationnelles  que  l'on 
sache  intégrer  sous  forme  finie.  Nous  allons  examiner 
celles  dont  Tîntégration  peut  s'effectuer  avec  une  certaine 
généralité. 

Nous  commencerons  par  les  fonctions  où  la  seule  quan- 
tité irrationnelle  est  un  radical  du  second  degré ,  sous  le- 
quel se  trouve  un  polynôme  du  second  degré  :  du  reste,  ce 
radical  peut  être  combiné  algébriquement  avec  x  ^  d'une 
manière  quelconque. 

Comme  on  peut  faire  passer  hors  du  radical  "  le  coeffi- 
cient du  terme  qui  renfermer',  nous  pouvons  représen- 
ter la  différentielle  proposée,  par 

F  {x,  V^fl-h  hx±x^)  dx. 

Pour  intégrer  cotte  expression ,  il  suffira  de  remplacer  x 
par  une  fonction  d'une  autre  variable  telle ,  que  les  quan- 
tités a:,  dx  et  \Ja-\-bx±x^  soient  rationnelles^  car 
on  retombera  dans  la  théorie  précédente,  qui  donnera 
toujours  le  moyen  d'eifectuer  l'intégration. 

^1°.  Supposons  que  x'  ait  le  signe -h  sous  le  radical. 
On  pourra  poser 

v/«  -4-  ^j:  H-  x'  =r  2  H-  j:  ; 
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d'où 

a  -{-  bx=  2ZX  -\-  z^y     hdx  =  izdx  4-  7,xdz  -f-  2 zdz, 
z^  —  a  i{z^  —  hz-^r  a) 

X  =  Y î        ai?  = ry r— 9 

^  23  {b  23)  ' 

.       z^  ^  bz-^  a 

va  H- 0x4-^'= , —  • 

23 —  b 

La  différentielle  proposée  devient  donc  rationnelle  par 
cette  transformation.  On  aurait  encore  pu  poser 

si  a  -^  bx  -^  x^  z=  ^  a  -{-  xz\ 
jl  en  résulterait 

b  -f-  J?  =  o.z^a  -^  j:3%      dx  •=.  idz  \j a  -ir  z^dx  -+-  ^l'zdz, 

izsJa  —  b         ,            3»  i/a  —  bz -h  sf^  , 
x  = -->      ^~2— Î-— -—JL-dz, 

1  —  3'  (i  — 3^'         ' 

/ 7 ;       z^Ja—  bz-h  ^ 

iJa  -h  bx-h  x^=:    ~- 1— 

^  1  —  5' 

La  différentielle  proposée  devient  donc  encore  ration- 
nelle; mais  cette  transformation  aurait  l'inconvénient 
d'introduire  des  imaginaires  si  a  était  négatif. 

On  peut  encore  employer  une  troisième  transforma- 
tion quand  les  racines  du  trinôme  a -\- bx -{- x^  sont 
réelles;  ce  qui  aura  toujours  lieu  dans  le  cas  où  la  trans- 
formation précédente  ne  peut  se  faire  en  quantités  réelles. 

Soit 

a  +  bx  -i-  X-  =  (x  —  a  )  (  JT  —  €  )  , 

a  et  6  étant  réels-,  posons 


\/a  -f-  bx  -F-  X-  =  (x  —  a)  3, 
on  en  tirera 

X  —  6  =  (x  —  a)  3%      dx  ==  z^  dx  -\-  2  [x  —  a )  zdz , 

6  —  OLZ"*         ,  23(6  —  a)  , 

^  ~        ,      dx  =       '        Jdz, 


—  3'  (,— .3^)2 

i  —3' 


\a  -h  hx  H-  X- 
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a°.  Dans  le  cas  où  x*  serait  affecté  du  signe  —  sous 
le  radical,  on  ne  pourrait  employer  la  première  de  ces 
trois  transformations.  On  pourrait  employer  la  seconde 
si  a  était  positif.  Enfin  ,  si  a  était  négatif,  les  racines  du 
trinôme  a  -h  5a:  —  x^  seraient  réelles,  sans  quoi  le  radi- 
cal \Ja  -\-hx  —  X*  serait  toujours  imaginaire-,  alors  on 
emploierait  la  troisième  transformation  qui  n'exige  que 
la  réalité  des  racines  du  trinôme. 

318.  On  pourrait  encore  rendre  rationnelle  une  fonc- 
tion algébrique  qui  renfermerait  deux  radicaux  de  la 
forme 

y/a  -f-  .r ,    \Jb-\-x; 

pour  cela  on  poserait , 


d'où 

x=z^ — fl,      dx-=:7.zdzy      ^b-\-x=i^z*'\-b — a. 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  fonction  différentielle 
donnée ,  elle  ne  renfermera  qu'un  seul  radical  du  second 
degré  qui  affectera  une  expression  du  second  degré  en  z. 
On  retombe  ainsi  dans  le  cas  précédent. 

319.   Appliquons   ces  transformations  à  quelques  cas 
particuliers. 
Soit 

posant 

on  en  déduit 


dx 


sja  +  bx  -h  x^ 

sja  -H  ^jF  -4-  j?'  =  z  —  x^ 

ql(z  —  x)  dz 

dx  dx  idz 


a  -^  bx  =2  —  ixz  -^  z^.     dx-=z  — , 

^4-23 


sja  -h  bx 


■iz' 
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donc 

=  !  j  -  -h  ^  4-  \/a  4-  6^  -f-  x'     4-  C. 
Dans  le  cas  où  Ton  aurait  é  =  o ,  on  trouverait 

r,  =  1  (a:  4-  \/«  4-  ar»)  4-  C. 

J  V  rt  4-  ^^ 

320.   Considérons  maintenant 


sja  -\-  bx  —  x' 
et  posons 

^a  -^  bx  —  x^  =  sfa  -{-  xzy 
d'où 


b  —  j;  =  2  z  y  «  4-  X3' , 


sla  -\-  xz  14-2' 

donc 


^  a-\-hx  —  x'  ^  ^    ^ 


=C— 2arc  tang2=C— aarctang 

01  -i-  i-r  —  X* 

Si  les  racines  du  trinôme  a -{-  bx  —  x*  sont  réelles, 
on  peut  employer  la  troisième  transformation ,  et  poser 


ya4-  bx  —  x^  z=z  [x  —  a)^, 
en  supposant 

x' —  bx  —  a  zzi[x  —  a)  (^  —  ê). 
On  aura  d'abord 

ê  —  jc  =  (  j:  —  a )  2%      —  ^x  ( I  4-  2"' )  =  2  (x  —  (i)zdz , 

c^x  idz 

[^x  —  a)z  I  4- z'^  ' 
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donc 

/    /        ,        =•  =  C  —  2  arc  tang  4  / 

n                .        4   /—  2 j:  -4-  ô  +  s/b'  +  An 
=  C  —  2  arc  lang  i  / — — ~* 


b-h>/b'''\-^a 


=  c  —  arc  tang — \  v-    '  ^'"^    =  C  —  arc  cos  -  ^^ 


Dans  le  cas  particulier  où  é  =  o ,  a  =  i ,  cette  dernière 
formule  donne 

r     dx 

\  -p=:=  =  C  — arccosj:=C'H-arcsinjr. 

J    ^i-^x"^ 

L'autre  transformation  donnerait,  dans  ce  cas. 


/'      dx               ^                      .            ^I  —  ^*  —  1          n                                   -  ^ 
—:=:::^  =  C  -  2  arc  tang =  C  ^  arc  tang   , =  C  h-  arc  sii 
yj\—x*                                             X                                         y\  —  x^ 

résultat  identique  au  précédent. 

321.  On  a  souvent  à  intégrer  des  expressions  de  la 
forme  suivante  : 

{ai.X'\-^)dx 
\la-\-  bx  —  x^ 

On  introduit  alors  au  numérateur  la  différentielle  de  la 
quantité  soumise  au  radical ,  et  Ton  décompose  celte  diffé- 
rentielle dans  les  deux  suivantes  : 

aix \dx         {^^  —  \dx 

v/ûf  4-  ôor  —  x'^       ^a-^bx-—  x* 


I 
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La  preoiièie  a  pour  intégrale  —  a  y^a  -h  hx —  a:',  et  la 
seconde  rentre  daûs  le  cas  précédent. 


dx 


322.  La  différentielle  peut  être  intégrée 

>Ja  +  bx  —  j:* 

d'une  manière  plus  simple  que  par  les  transformations 

que  nous  venons  d'effectuer,  en  la  ramenant  à  la  forme 

dz  .  .  .      ,       ,  .  _ 

-,  expression  qui  a  pour  intégrale  arc  sin  z.  En 


effet ,  on  a 


dx  dx 


donc 

dx 


sja  -\-hx  —  a' 


323.  Fonctions  de  monômes  irrationnels,  —  Si  Ton 
a    une    fonction    algébrique    rationnelle    des   quantités 

m        p  f^ 

o:'*,  x^,.*-5  ^'*9  î^  ^^^  facile  de  la  rendre  rationnelle,  en 
même  temps  que  dx]  il  suffira  de  poser  x=  -z"'?**-',  on 
aura  alors  dx  =^nq,..  j^"'/"*"'*  dz^  et  tous  les  monômes 

m  r 

a:",.*'?  ^^  seront  rationnels  en  z. 
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CHAPITRE  V. 

DIFFÉRENTIELLES   BINOMES. 


324 .  On  dësî gne  sous  ce  nom  I es  expressions  de  la  forme 

On  peut  toujours  supposer  m  et  n  entiers-,  car  s'ils 
étaient  fractionnaires,  la  transformation  indiquée  dans  le 
numéro  précédent  ramènerait  à  une  expression  semblable 
où  les  exposants  de  la  variable  seraient  entiers.  L'expo- 
sant^ est  fractionnaire;  car  s'il  était  entier,  on  développe- 
rait la  puissance  de  a  -h  ix",  et  Ton  aurait  à  intégrer  un 
nombre  fini  de  monômes.  Les  signes  de  ces  trois  exposants 
sont  arbitraires  -,  mais  on  peut  toujours  supposer  n  positif: 
en  effet,  s'il  était  négatif,  on  pourrait  multiplier  le  bi- 
nôme a  -h  bx"  par  a:~"  et  ajouter  np  à  l'exposant  de  af^^ 
qui  pourrait  alors  devenir  fractionnaire,  mais  que  l'on 
rendrait  entier  par  la  transformation  déjà  indiquée.  On 
peut  donc  toujours  supposer  ni  et  n  entiers  et  n  positif. 

Nous  emploierons  d'abord  la  méthode  de  substitution, 
et  nous  poserons  a  -+-  bx'*  =i  z ,  d' où 


I 
—  i 


et ,  par  suite , 


I         /  z  —  (l\      ** 
^(a  -h  bx'')Pdx  =  -j-zP  (  — 7 —  I  dz. 

Donc  SI est  un  nombre  entier  positif  ou  négatif, 

l'expression  en  z  n'aura  plus  d'irrationnel  que  4e  mo- 
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nôme  z^^  et  on  la  rendra  rationnelle  par  le  procédé  in- 
diqué dans  le  numéro  précédent.  Si,  par  exemple,  on  a 

p  =:'-9  on  posera  ^  =  i',  ce  qui  revient  à  faire  d'abord 

L'intégrabilité  de  la  différentielle  proposée  est  donc 

assurée  quand est  un  nombre  entier,  quelles  que 

soient  d'ailleurs  les  deux  quantités  m  et  «. 

325.  On  peut  arriver  à  un  autre  cas  d'intégrabilité  en 
mettant  la  différentielle  donnée  sous  la  forme 

j:^+n/'  («j:-"  -+-  b)P  dx. 

En  effet,  si  Ton  applique  la  condition  qui  vient  d'être 
trouvée  en  général,  on  trouve  qu'on  pourra  l'intégrer  si 

est  un  nombre  entier,  ou  si h  p  est 

entier 5  condition   qui  pourra  quelquefois  être  remplie 
quand  la  première  ne  le  sera  pas. 

326.  On  peut  appliquer  Tinlégration  par  parties  à  la 
même  différentielle  a:^  (a  -f-  ftar")^  dx^  en  considérant 
a:""'  [a  -h  hx"")  p  dx  comme  une  difTérentielle  exacte,  dont 
l'intégrale  est 

nh{p-^r\y 
On  obtiendra  ainsi 

/*•(«-+-  ijf"  )  fdx  =   1  «:"•-«+»  j:«-'  (  a  -+-  hx*  )Pdx 

=  =-; r-^ r-z -î-rr      /  J*""  («  H- ftoP»  )  P+»  iIt  . 

nb{p-{-ï)  nb{p-+-i)J  ^  ^ 

Mais 

x^^ia  H-  bx^)P+'  =  ûx"»-»  {a  4-  bx^)P  H-  bx^  (a  H-  bx^)P  ; 
I.  29 
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donc,  en  subslituant,  on  aura 


/■ 


x»  (a  H-  &x")  P  </x  = ;-\ -^ 

(m- 


Si  Ton  réduit  le  dernier  terme  de  cette  équation  avec 
l'expression  semblable  qui  se  trouve  dans  le  premier 
membre ,  on  obtiendra  la  formule 


a  '■^  b7c^)P dx  =1  ^  ^ 


—  \-, ■^^—^-    I  x"'-"  (a  +  bx")Pdjc, 

On  est  ainsi  ramené  à  intégrer  une  différentielle  du  même 
genre  que  la  première,  et  qui  n'en  dilFère  qu'en  ce  que 
l'exposant  m  est  changé  en  m  —  n. 

i^.  Supposons  que  m  soit  positif  et  plus  grand  que  n. 
En  traitant  celte  nouvelle  différentielle  de  la  même  ma- 
nière que  la  précédente,  on  diminuera  encore  de  n  l'ex- 
posant de  xj  et  en  continuant  ainsi,  Ton  sera  ramené, 
après  un  nombre  k  d'intégrations,  à  la  différentielle 
^«-xti  ^^  ^  bx")P dx,  et  l'on  effectuerait  immédiatement 
l'intégration  si  l'on  avait 

m  —  An  =  n  —  i ,     ou      =  A-  -}-  i . 

n 

Ce  procédé  conduira  donc  à  l'intégrale  cherchée  toutes 
les  fois  que  m  -h  i  sera  divisible  par  n,  -C'est  le  premier 
cas  d'intégrabilité  que  nous  avions  reconnu. 

2°.  Si  m  était  négatif,  la  formule  (i)  ramènerait  la 
différentielle  proposée  à  une  autre  moins  simple,  puisque 
l'exposant  du  facteur  monôme  y  aurait  une  valeur  numé- 
riquement plus  grande.  Mais  si  l'on  tire  de  cette  même 
équation  la  valeur  de  la  seconde  intégrale  en  fonction  de 
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la  première ,  on  aura  une  formule  qui ,  dans  le  cas  de 
l'exposant  négatif,  ramènera  Tinlégration  proposée  à  une 
plus  simple.  Si  en  même  temps  on  change  m  —  n  en 
—  m,  on  aura  la  formule  suivante  : 


-h  bx^y  dx  z=z -^  ^  ^ 


i    /  a;"'"  (a    ,    ^^   , 

bim—np-n^i)    f  .         ,     ^     . 

f  ^—7 — ^-—. ^    lx-'^-^''(a'hbaf')Pdx. 

(m  —  i)a  J 

Au  moyen  de  cette  formule  on  abaissera  l'exposant  —  m, 
puisqu'on  le  ramène  à  —  m  -h  n^  et  que  n  peut  toujours 
être  supposé  positif.  En  continuant  ainsi ,  Ton  arrivera  à 
l'exposant  —  m  +  kn  ;  et  l'on  pourra  intégrer  si  Ton  a 


m  '\-  hn  z=z  n  —  i ,     ou =  i  — •  k. 


Cette  condition  ramène  encore  au  premier  cas  d'intégra- 
bilité. 

Lorsque  la  différentielle  ne  rentre  pas  dans  ce  cas,  les 
formules  (i)  et  (a)  ramènent  toujours  l'exposant  m  à  une 
valeur  positive  plus  petite  que  Ji, 

Les  formules  (i)  et  (2)  ne  peuvent  être  employées,  la 
première  lorsque  Ton  a  m  H-  /i;>  -f- 1  =  o,  la  seconde  lors- 
que m  =  I,  parce  qu'alors  l'intégrale  cherchée  disparaît, 
et  l'équation  qui  «ubsiste  ne  peut  plus,  par  conséquent, 
en  donner  la  valeur.  Mais  dans  chacun  de  ces  cas,  l'une 
des  conditions  d'intégrabilité  est  satisfaite ,  et  la  différen- 
tielle devient  rationnelle  par  la  substitution  que  nous 
avons  faite  en  premier  lieu. 

327.  La  manière  dont  nous  avons  fait  usage  de  l'inté- 
gration par  parties  avait  pour  objet  de  réduire  l'expo- 
sant de  X  en  dehors  de  la  parenthèse.  Mais  on  pourrait 

Î29. 
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la  diriger  de  manière  à  réduire  Texposant  du  binôme 

En  effet,  si  Ton  considère  x"'dx  comme  différentielle, 
on  trouvera 


/ 


X"  «  -h  bx^)ydx= i ^ 

^  '  m  -h  i 

npb 


—   lx^-^''{a-^baf)P-^dx, 


Dans  cette  dernière  intégrale  on  peut  abaisser  l'exposant 
m  -f-  n  sans  changer  l'exposant  p  —  i ,  par  le  procédé 
employé  dans  le  n**  326,  et  l'on  obtiendra  ainsi 

x^ia-^  ô.r")^ dx  = ^^—- '— 

m-i-np-^i 


m  4-  np 


/x^(a- 


^^P  i  ^f^_^  bx^)P-'  dx. 


Cetie  formule  deviendrait  illusoire  dans  le  cas  déjà  exa- 
miné, où  l'on  aurait 

//ï4-y2/?-f-  I  =o. 

En  appliquant  le  même  calcul  à  la  différentielle 

x^[a  -t-  bx^)P-^  dx ^ 

on  abaissera  d'autant  d'unités  que  l'on  voudra  l'exposant 
de  (a-f-  fcx"),  dans  le  cas  où  p  sera  positif,  et  l'on  par- 
viendra à  un  exposant  compris  entre  o  et  i.  Celui  du 
facteur  jc"*  est  resté  le  même;  mais  on  pourra  le  réduire 
ensuite  comme  on  l'a  indiqué  précédemment  :  et  si  la 
différentielle  ne  devient  pas  intégrablc ,  elle  sera  du  moins 
simplifiée  le  plus  possible. 

Si  p  est  négatif,  on  tirera  de  l'équation  (3)  la  valeur  de 
la  dernière  intégrale,  qui  se  trouvera  ramenée  à  une  plus 
simple.  Changeant  ;;  en  —  p^  pour  expliciter  son  signe, 
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puis  meltant  p  au  lieu  de  ;?  -H  i ,  on  obtient 


(4) 


l     \  af"  [a -^^  baf^yp dx -^  ^-î- { 

)J  an[p-^i) 

Cette  formule  ne  deviendra  illusoire  que  dans  le  cas  où 
p  =  I .  Mais  alors  la  différentielle  proposée  est  ration- 
nelle ,  à  moins  que  m  ne  soit  fractionnaire  \  et ,  dans  ce 
cas  5  on  emploierait  une  transformation  déjà  indiquée. 

Au  moyen  de  la  formule  (4)  ,*  l'exposant  négatif  —  p 
peut  être  successivement  augmenté  d'autant  d'unités  que 
l'on  voudra ,  et  sera  ramené  à  être  compris  entre  o  et  H- 1 . 
On  pourra  ensuite  réduire  l'exposant  de  x^  sans  changer 
celui  qui  afiectera  le  binôme  (a  -h  ij:"). 

328.  Prenons  d'abord  pour  exemple  la  diflérentielle 
,  dans  laquelle  m  désigne  un  nombre  entier  po- 


^i  —  x' 

sitif.  Elle  est  toujours  intégrable*,  car  on  a 


7Z  =  2,      /^==~^. 


Donc  SI n  est  pas  entier, h  ^  le  sera.  Si  on 

lui  applique  la  formule  (i),  ou  si  on  l'intègre  directement 
par  parties ,  on  trouvera 

/x^dx    af^-'^sji — x^       m  —  i     Cx^-^dx 
s/i  —  x^"  'w  ^       J  v^i  —X'' 

L'exposant  m  étant  ainsi  abaissé  de  deux  unités ,  on 
arrivera,  en  continuant  d'appliquer  le  même  procédé,  à 

/"S^djc  i       d  /* 

-'  j  ,  suivant 

si  \  —  x'    J  sji  —  x^ 
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que  m  sera  impair  ou  pair;  la  première  a  pour  inlégrale 
—  V'i  —  x' -,  et  la  seconde,  arc  sino:. 

On  parvient  ainsi  à  la  formule  suivante,  dans  le  cas  de 
m  impair, 

m  —  2  (w  —  2)  (m  —  4)  I 

(m->i)(m-3)...2 

On  trouverait,  dans  le  cas  de  m  pair, 

/*  x"*  dx  Jï  —  x*r  m— I         .  (m— i)  (m —  3)  ..31 

^i— a»  TO      L  'W— '^  (m— 3)  (m  — 4;..  2  J 


(m— i)  (wi  — 3). .  .3.1 
m  {m  —  2)  (m  —  4  )  ■  •  •  ^ 


Si  l'on  supposait  l'exposant  négatif  et  représenté  par — m , 
la  formule  de  réduction  serait  la  suivante  : 

/'x-"'dx  a;~'"+' y/i  —  x^       m  —  a.    Cx-^^^  dx 

Le  seul  cas  où  elle  ne  puisse  être  appliquée  est  celui  où 

/«  =  I  ;  il  s'agit  alors  d'intégrer  — — ==.  Ou  pourra 

X  y  I —  x^ 

employer  pour  cela  la  transformation  relative  aux  radi- 
caux du  second  degré ,  et  poser 


^i  —  x''=  i  -h  xz  ; 

d'où 

—  X  =z  HZ  -{-  xz^ ,      —  dx  =:  2,ctz  -^  2xzdz  -H  s' dx, 
dx  dx  7.dz  dx         €lz 

ï-^2''     jc  sli  —  X'  ~"  z 


I  -k-xz 

Sli  —  x' 

Donc 

dx 

—   l3-f. 

X  y 


^=^i^^=^y- 
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On  serait  arrivé  plus  simplement  au  même  résultat,  en 
posant  x=  -^  ce  qui  aurait  donné  ,  ?  que  nous 

avons  intégré  précédemment. 

La  différentielle  —        ■      s'intégrera  de  même  en  po- 

X  y  j?*  —  I 

sant  x=-.  Elle  devient 

z 

---dz 


donc 


ou    t/.arccosz; 


/; 


dx  I 

j==  =  arc  cos  -  -f-  C. 

X  \X^ I  ^ 


dx 
On  traitera  de  la  même  manière  la  différentielle  — .  > 

X  s/a^-h  «' 

et  l'on  y  ramènerait  la  suivante  —  sl±a}zhx^  en  mul- 

X 

tipliant  et  divisant  par  le  radical. 
On  trouvera  ainsi  : 

/dx   , / ,   a  +  i/û» -h x^ 
X  X 

/dxJa^ — x"^         I — ' a-hJa^ — x^ 

X  X 

329.    Considérons    encore   la    différentielle   binôme 

.  ,  qui  se  rencontre  dans  le  calcul  des  oscillations 

\ax  —  x^ 

du  pendule.  On  a  identiquement 

//a?'"-''  l  X ]dx 
x"'dx             I             \          -2.)  a     rx'^-^dx 

SJax  —  o;^       J  sjax  —  a:'  '^  J  \jax  —  x' 
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Mais,  en  intégrant  par  parties,  on  trouve 


/ 


-(-f) 


dx 


==  — ar«-»Vax  — T'H-(m  — i)  i  x»-*  <ir  ^ax  —  x» 

sfax  —  X*  «/ 

/ r     ,  X    /^JT^-'Cflx  — x')dx 

J  yjax—  X* 

substituant  dans  la  première  équation,  et  réduisant,  il 
vient 

/'  af^dx     __      x^-'v^/ix  —  x'       (im  —  i)a    ^Jf^-'àx 
\Jax — x^  ^  2 ut         j  \Jax^x^ 

L'exposant  m  étant  abaissé  d'une  unité,  si  Ton  applique 
le  même  procédé  à  la  nouvelle  différentielle  et  aux  sui- 

/dx 
—===:  •  On  obtiendra 
^ax  —  x' 

cette  dernière  en  observant  que 

dx  dx  a 


ylax  —  x-"  la}       [a         V    \  /         /a  — 2.r\»' 


donc 


/; 


dx                         a  —  2x       ^ 
=  arc  cos h  C. 

^ax — x^  ^ 


Si  m  était  négatif,  la  formule  ci-dessus,  résolue  par  rap- 
port à  l'intégrale  qui  est  dans  le  second  membre,  servirait 
de  môme  à  rabaissement  de  Texposant  jusqu'à  zéro. 
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CHAPITRE  VI. 

INTÉGRATION    DES    FONCTIONS    EXPONENTIELLES, 
LOGARITHMIQUES,    ET   CIRCULAIRES. 


330.  Si  Ton  sait  intégrer  la  différentielle  F  [x)  clx^  on 
saura  aussi  intégrer  les  suivantes ,  par  une  simple  substi- 
tution : 

Y[e*)e'dxy     F(Ix) — >      F  (sinxjcos xr/x, 
F { CCS  j:)  sin  xdx ,     F  (  aro  sin  x) 


\li—x' 


„ ,  V      àx  ,_ ,  .       dx 

F(arccosx)  F  (arc  tangor) 


On  voit  de  même  que  si  F  désigne  une  fonction  algé- 
brique, on  rendra  algébriques  les  différentielles 

F  {e*)  dxy     F  (sin^,  coso?)  dx^    ■ 
F  (sinx,  sin2J?, .  .  .,  cosa;,  cos2jr,.  .  .)  dx^ 

en  posant  respectivement 

^  =  2,     sinx  =  z,     ou     coso:  =  z. 

331.  Soit  maintenant  la  différentielle  Vz'^dx^  dans  la- 
quelle z  désigne  une  fonction  transcendante. 
Si  Ton  pose 

et  que   Ton  puisse  obtenir  les  fonctions   désignées  par 
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Q,  R,  S,  etc.,  Fintégration  par  parties  fera  connaître 
f¥z"dx.  En  effet,  on  aura 

/*  dz  r  dz 

Qz"-»  —dx=:  Rz»-'  —  (/i  —  i)  I  Ra»-»  —  rfx, 

et  ainsi  de  suite.  Donc 

/Pz'»f/a;  =  Qz"  — /îR«"-'  4-  «  (,2  —  i)Sz'»-' 

332.  Si  Ton  suppose  P  =  i  et  que  l'on  fasse  successi- 
vement z  =z\x^  z  =  arc  sinj:,  ou  trouvera 

f\'*xdx=^  x[\'^x—  wl"-»  x-i-«(n  —  i)l'«-ix-«  ...zt:a(n—  i)...  2.  l]4-C, 

[^    ^   ny^r-j:'       n(n-i)x  "l 
arcsinx       (arc  sin  x)*  I  .      , 
L               |(arcsina:)»-hC. 
n(n  — i)(/i-2jVi  — X*   ^            I 
(arcsiux  )'  "  '   -J 

Si  l'on  suppose  P  =  x^~^  et  s  ==  1  j:,  on  aura 

x"»-'  l'»xdx=  —  |l"x l«->  x-h  -^^ — ; — .M'«-»x— ..  .rt— -r( 

m   \^  m  nr  m*  J 

Si,  dans  la  première  et  la  dernière  de  ces  trois  formules, 
on  pose  Ix  =  z,  elles  deviennent 

y*«"e»dx  =  e»[s"  ~n5»-'  -hn(n—  i)*»-'  —  ...  in (n —  1). .  .2.i]4-C, 

/'  .        e»*  r  n  n(rt— i)  .    n(n-*- i).  ..2.1  1      p 

i 

si,  dans  la  seconde,  on  pose  arc  sino:  =  z,  d'où 

J7  =  sin  z,     dx=.  ces zd'z, 
elle  devient 

fz"coszdz=:  sinz[z'»  — /ï(/i  —  1)  z"-'-H.  .  .] 

+  C0SZ[/2Z"-*  AI  («  —  l)  (/2   —  2)  Z"-^  -h.  .  .]  -h  C. 

On  peut  d'ailleurs  obtenir  directement  ces  trois  dernières 
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formules ,  et  eu  déduire  réciproquemeut  les  trois  pre- 
mières. 

333.  Les  deux  intégrales ^e"^  cosbxdx  etfe'^'  sinbxdx 
peuvent  se  déterminer  à  la  fois ,  au  moyen  de  l'intégration 
par  parties.  En  effet,  on  trouve  immédiatement 

/'  .     ,         e^'cosbx       b   r        .    ,     . 

a  aj 

/.    ,     .         e"'sin^^       b   r  ,     . 

&"s\ti  bxdx  = Je"'  cos  bxdx, 
a              aJ 

De  ces  deux  équations  on  tire,  pour  ces  intégrales,  les 
valeurs  suivantes  : 


,     .          aç.o'Sibx^ — b  svabx 
ef^  cos  bxdx  = r- e"'  -h  C, 

.    ,     .         «  sin  6x  —  b  cos  bx 

e«  sm  bxdx  = ; j- e^'  -f-  C. 

rt'  H-  b^ 


334.  On  pourra  encore  déterminer  les  intégrales 

fx"  ^x  çQs  txdXf     fx"  €f"  sin  bxdx  y 

en  abaissant  successivement  l'exposant  de  x.  Mais  le  cal- 
cul sera  simplifié  au  moyen  de  la  formule  ci-dessus,  qui 
donne  la  valeur  de  fz^'e^'^dz^  dans  laquelle  on  rempla- 
cera a  parja  4-  h  ^ —  i.  Elle  devient  alors,  en  substi- 
tuant X  k  z  ^ 


/  X*  c«*  (cos  bx  -f-  s] —  I  sin  bx)  dx  = 


e*' (cos  ia: H- J — i  sin  ta:)  F  nx'»-»  »(n  —  i).  .  .2.  iT 

Si  l'on  égale  les  parties  réelles  des  deux  membres ,  ainsi 
que  les  parties  imaginaires ,  on  aura  les  valeurs  des  deux 
intégrales  cherchées. 
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335.  Considérons  maintenant  les  différentielles  de  la 
forme 

Si  Ton  pose  sin  x  =  z^  d'où  cosxdx  =  dz^  on  obtient 

n  —  I 

z"*(i  —  z^)    ^     dz. 

Elle  rentre  ainsi  dans  les  différentielles  binômes ,  et  sera 

intégrable  lorsque sera  entier,  c'est-à-dire  lorsque 

m  sera  un  nombre  entier  impair,  ou  lorsque  «  sera  un 
nombre  entier  impair,  ou  lorsque  m-^n  sera  un  nombre 
entier  pair.  On  aurait  pu  poser  cosx=  z^  et  la  diffé- 
rentielle serait  devenue 


d'où  Ton  aurait  tiré  les  mêmes  conséquences. 

336.  Au  lieu  d'employer  ces  transformations ,  on  peut 
traiter  directement  la  différentielle  proposée ,  au  moyen 
de  l'intégration  par  parties.  On  trouvera  ainsi 

,^r.  .         sin'"+»  rcos^-'o:       n — i     /* . 

Or 

Jsin  '"^'  X  ces  ""•■'  xdx  =  /(sin"  x  ces  ""^  x)  (  i  —  cos  '  jc)  dx 

=fsin  * X  cos ""■=  xdx  —  fsin  "  dx  cos"  xdx  ; 

substituant  et  réduisant,  il  vient  , 

^  ^     /*.  .       -sin"»+' j:co9"-'jc       n  — I     /"*.  . 

(a)     I  sin"»  j:  cos»  artf*  = 1 I  sin»  x  cos"-* xdx. 

^      J  m-f-  n  m  -h  I  J 

Donc,  si  Aî  est  positif,  cette  formule  l'abaisse  de  deux 
unités ,  sans  changer  m  ;  excepté  toutefois  le  cas  où 
m  -+-  Al  =  o ,  que  nous  examinerons  plus  tard. 
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En  supposant  que  ce  cas  ne  se  présente  pas  jusqu'à  la 
fin  du  calcul ,  et  en  continuant  de  diminuer  Fexposant  de 
cosor,  on  le  ramènera  à  o  ou  i  s'il  est  entier. 

337.  En  dirigeant  autrement  l'intégration  parjparties, 
on  abaissera  successivement  Fexposant  de  sinx.  En  elTet, 
on  a 

,„./*.  ,        cos"-»-' Jrsin»-«x       m — i     /* .  ^       , 

Or 

^sin  ""■'  X  ces  "■*•'  JCfifa:  =^  (sin  "•""'  x  cos  "  jr)  (  i  —  sin  '  x)  dlr 

=  f  sin'^^  X  cos'*  xdx — fsin'^xcos'^xdx. 

Substituant  dans  la  précédente,  et  réduisant ,  il  vient 

,  ,,    r  .  M  sin*»-» X  co»"+'  X      m  —  I     /•  . 

(4)    I  sin'»xcos»xtfr= — 1 I  sm-*  -  *  x  cos"  xdx . 

^       J  TO-hn  m-^nj 

Si  donc  on  excepte  encore  le  cas  de  m  H-  n  ==  o,  on  abais- 
sera l'exposant  de  sinx  d'un  nombre  pair  quelconque,  et, 
s'il  est  entier,  on  parviendra  à  le  réduire  à  zéro  ou  à 
l'unité  sans  que  l'exposant  de  cosx  ait  changé.  S'ils  sont 
tous  deux  «entiers,  on  les  réduira  successivement  l'un  et 
l'autre,  autant  que  possible,  sans  les  rendre  négatifs,  et 
il  restera  à  intégrer  une  des  expressions  suivantes  : 

fdxy     fcosxdxy     fsmxdXf     fsinxcosxdx, 

que  nous  considérerons  tout  à  l'heure. 

338.  Supposons  maintenant  que  m  étant  positif,  n  soit 
négatif  et  remplacé  par  —  w  ;  la  formule  (a)  donnera 

/'sin^or,  ,                sin"**"' or              w  +  i    /*sin'"ar    . 
€tX  =  ; r I  dx. 
cos"  0?            (m  —  n)  cos"^' x      m  —  n  J  cos""^'ar 

L'exposant  des  cosx  se  trouvant  élevé  de  deux  unités,  on 
tirera  la  valeur  de  l'intégrale  qui  est  dans  le  second  mem- 
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bre,  el  l'on  trouvera  ,  en  changeant  w-f-  2  en  «, 


(5) 


/sm'"x  ,               sin^^+'o:              n  —  w  —  2    /^sm^j* 
dx  =  ' ^ 1 1 djc. 
cos^a;           [n  —  i)cos"~'^           n  —  i      J  cos^^^x 

Cette  formule  ne  peut  être  appliquée  dans  le  cas  de  w  =  i. 
Si  en  même  temps  m  est  entier,  on  l'abaissera  au  moyen 
de  la  formule  (4)?  et  l'on  parviendra  à 


dx 
cosj: 


/sina:  ,  r  ( 
dx,  ou  I  — 
cosj:                      J  c< 

expressions  que  nous  intégrerons  tout  à  l'heure. 

339.  Si ,  au  contraire ,  n  est  positif  et  m  négatif,  rem- 
plaçons-le par  —  m  dans  la  formule  (4)5  elle  devient 

/cos".r,  ,               CCS "+'57             wH-i    f*cos'*x     , 
-^ *dx  =r : — ; 1 I dx. 
sin'"  .c           (w  —  n)  sm*""^' x      m  —  nj  sm'""^'a7 

L'exposant  de  sin  x  étant  augmenté  de  deux  unités,  on 
tirera  la  valeur  de  l'intégrale  du  second  membre,  et  l'on 
aura,  en  remplaçant  m  -}-  2  par  m, 

,/,,      rcos"j:  ,  cos  ""*"'«  m  —  n  —  2    /?cos"a:    , 

(O)       I   -: dx  =  , r-; 1 I      . dx, 

J  sin'".r  {m  —  i)sm'"~'j?  m  —  1      J  sm'""'^ 

Cette  formule  ne  peut  être  appliquée  si  m  =  i  ;  mais  alors, 

en  abaissant  l'exposant  de  coscr,  on  arrivera,  s'il  esten- 

,  ,,  ,  .  rcosx    J  r  dx 

tier,  a  1  une  des  expressions   I  -: —  dx.  ou    J  -^ — 
'  ^  J  smx  J  smar 

340.  Supposons  enfin  que  m  et  n  soient  négatifs  tous 
les  deux  ,  et  remplaçons-les  par  —  m  et  —  w.  La  for- 
mule (2)  deviendra 

r ^ = ^ ^i±i  r_ 

jsm'"xcos"x       (m-|-n)sin'»-'a:cos''-»-' X       m -h  n  J  sin 


'  sin"»JCOs"+»x 

OU,  en  tirant  la  valeur  de  la  seconde  intégrale,  et  chan- 
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geanl  w  -f-  2  en  /i, 


dx 


^'^  J  sin"»arcos"x  ~~  (n— i)sin«-»j:cos''-'x  m — i    J  sin^xcos^-'x 

On  tirera  semblablement  de  la  formule  (4) 


dx 


/dx I m-^  1     r # 
sin»»*  cos"  X       (m  -|-n)  sin"'+'  x  cos"— *  x       m-^n  J  sin'»+» 

Tirant  de  là  la  valeur  de  la  dernière  intégrale,  et  rem- 
plaçant m  -h  2  par  m,  il  vient 

.^.    r        dx —j m-^n^^   I* dx 

J  sin'"xcos''x       {m —  i)sin'"-*xco8''-"x  m  -—  1     J  sin"~ 


*XCOS''T 

Au  moyen  des  formules  (7)  et  (8)  on  diminuera  du  plus 
grand  nombre  pair  possible  les  exposants  de  sin  x  et 
cosjc.  Il  n'y  aura  d'exception  que  pour  le  cas  de  m  =  i 
ou  71  =  I,  et  alors  on  parvient,  en  supposant  m  et  n  en- 
tiers, à  l'une  des  expressions  suivantes  : 


J  smx       J  cosx      J  SI 


dx 


sin  X  ces  X 


341 .  En  réunissant  les  cas  particuliers  auxquels  on  est 
conduit  par  l'application  de  ces  procédés,  on  voit  que 
l'on  est  toujours  ramené,  quand  les  exposants  sont  en- 
tiers ,  à  effectuer  l'une  des  intégrations  suivantes  : 

/dx,     Icosdx.      Isinxdx,      /  sinx  cosxilr,     j  dx,      I  — dx. 
'  J                 J                    J                           J   CO8X      '    J   8inx 

/dx  f*  dx  r  dx'  /*sîn"»x  /^cos^x 

sînxcosx'      jsinx'      jcosx'     J  cos«x      *     J  sin"»  x 

Les  six  premières  s'obtiennent  immédiatement ,  et  OBt 
pour  valeurs  respectives 

fdx  =zx  -{-€,     fcosdx  z=z  sin  x  4-  C , 

/'                                                  /•                            sin*.r 
sin^c^x  =:  —  ces  a:  4-  C,       I  sin  x  cosxdx  = v-  C. 
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Dans  les  deux  suivantes  le  numérateur  est  la  différentielle 
du  dénominateur,  abstraction  faite  du  signe.  Donc 

/sinxdx                                        rcosxdx       ,    . 
=  —  I  cosa:  -h  C,       /  — : =  1  sm  j:  -4-  C. 
cosx                                        J     sina: 

On  intégrera  la  suivante  -. en  divisant  ses  deux 

smj7  cosx 

termes  par  cos'x^  elle  devient  alors 
(Le 


/*  (Le 
cos'j: 
sinx 
cosj: 


'j7        /'rftangx 

—  =  / 2_==itangj:4-C. 

IX       J    tangx  " 


La  suivante  -: —  s'intégrera  en  divisant  ses  deux  termes 
sinx  ^ 

par  cos' jo:,  après  avoir  remplacé  sina:  par  a  sin  -  cos-; 

elle  devient  alors 


î5  J  ' 


tang- 

^  =  ltang--»-C. 

X  2 

tang- 


à  cette  dernière ,  en  ob- 

cosx  ' 

servant  que 

342.  Il  ne  Yeste  plus  à  i  ntégrer  que  les  deux  exprès- 
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sin":r     ,  cos".r     ,  .  i.  i 

sions  — --   dx  et    .   ,      ax ,   qui    rentrent  1  une    dans 

l'autre  par  le  changement  de  x  en x. 

Or  la  formule  (i)  devient,  en  supposant /i  négatif  et 
égal  à  — w, 

/tang^+'jT        C        ^     , 
tang'"X£/a:  =  — H I  tang *""*■' jt^/jc, 

et  l'on  en  tirera ,  en  remplaçant  m  +  2  par  m, 

/tang"-'a:        C 
lang*  jrcte  =  — l  tang'"~'xrfjr. 

En  continuant  à  abaisser  l'exposant  de  deux  unités,  on 
parviendra  à  fdx,  ou/  tang arJo:,  qui  a  été  déterminée  pré- 
cédemment ,  puisqu'elle  n'est  autre  chose  que  j dx. 

On  aurait  trouvé  de  même 

/*                           cot'"-':^         r 
cof^àcdx  = f  cot^-'arrfjr. 
^  —  i         J 

Cette  formule  ramènera ,  soit  à  fdx,  soit  à  fcolxdx^  qui 
a  été  déjà  déterminée,  quand  on  a  cherché  i  -; — dx. 

343.  En  appliquant  les  principes  précédents  à  la  déter- 
mination des  intégrales 

I  sin"  xdxy       I  cos  "  xdxy       j  tang  "  xdx , 

/r  dx  r  dx 

cof'xdxj       I  -Z—-9  I — — 

J  sm^x  J  cos'*a 


»*' 


I.  3o 
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on  trouve,  i**  en  supposant  n  pair, 


/cos:rr.        ,         »-i    .        ,  3.5...  n-3)  n-i)  .  J 


i.3...(nr-3)(n-i)^^^ 
2.4.. .  (n  —  2)  « 


/sinxF  n-i  ,  3.5. .  .(n  — 3)  (n  -  i)         1 

n     L  n  — 2  2.4...(n  — 4)(n—2)  J 


1.3.     (n^3)(n-,)^ 
-      2.4..   (re—2)rt 


tang»a:<faf  =  — 2 »_^ j_.  .  .^fa  tangx=pxH-C, 

n  —  I  n  —  o 

/'    ,       .              col"-'x       cot''7-3x  ,       ^  ,    -, 

col"  xdx  =. ; 1 ^ .  .  .rfc  cotar  =f=  a:  -f-  C, 


Il  —  I  »  —  3 


/,         sinarr   ,                 it  — 2    .        ,                  2.4  •.(«  — 4)  ("— 2)    .     1     ^ 
sec»a:Jj:  = Isec— 'x-i •  sec«-5j:-h. .  .H \ — \ — r-~) :^  »ecx   h-C. 
n  — I  l                     n  —  S                               i.3...(n  —  5)  (n  —  3)  J 

/^      ,         ,            cosxf       ,                 n— 3        .       ,                  2.4..(n— 2)        ,     1     ^ 
cosec»Tajr  =  — I  cosec»-»  jth =cosec''-*x-H...H ^ — } --£<^secx|4-C; 
n  — iL                        n  — 3                                  i.3...(n--3)  J 

!i^.  En  supposant  n  impair,       * 

Il     L  "  —  2  i.3...(«-:4)(n-2)J 

eos«  x<ir  = 1  cos"-»  x  h cos"-'  x  -h.  .  .h i \ ±1. -1  I  -j-C. 

«^  L  n-2  i.3...(n  — 4)(/i— |3)J 

/^             .         tang»-'ar      tang»-»x             ,   tang*x  ,  , 
tang"a^da:  = ^ il— h..=b 2>_  dalcosa'-hC, 
»  —  I              n  —  3                         2  ^ 

/'    ^       ,               COf'-'j:       iîof-^a:                  cot'j?       ,    .  _ 

cot" xdx  =:  -^  <i    4-  o    -*-...=?=' cclsinJc-hC, 

n  —  i»n  — 3  2^ 

/•.        ,         sinarF,                 n —a     ,                          3.5. .  .(«—'2)       .1 
sec* xdx  =  - — -  I  sec- '  r  H séc^-'zH H ; ) ~  sec'x 
«  —  IL                     re --  3                                2.4<..(fi  —  3)  J 

i.3...(n~2).  /x      7r\ 

2.4...(«-i)         **V2       4/ 

/coséc»arrfj;  = 1  coséc-»  x  -+-  """  ^  coséc"-'  ar-h  ...  h — •    •  •  '^"^  J coséc' j 
« — IL  n  — 3  2.4. ..(n  — 3)  J 

i.3...(n  — 2),  ^       X  ,  ^ 

H 7 7 (ltang--+-C. 

2.4.. .(n-i)         "2 

344.  Observons  qu'il  est  quelquefois  plus  simple  de 
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dx 

réduire  les  différentielles  de  la  forme  -r—- >  en  les 

sin'"j:cos"a: 

multipliant  une  ou  plusieurs  fois  de  suite  par  sin'jj-f-cos'x, 

ce  qui  n'en  change  pas  la  valeur.  Par  exemple  -r-j ~ 

sm  X  cos  3c 

se    chauffera    en    — -*-  -H     .   ,       dont  l'intéffrale   est 
^  cos'^  sin'x  ^ 

tanga:  —  cota:  -+-  C. 

Remarquons  encore  que  Ton  pourra  quelquefois ,  avec 
avantage ,  remplacer  les  puissances  du  sinus  et  du  cosinus 
de  X  par  leurs  développements  en  fonctions  linéaires  des 
sinus  et  cosinus  des  multiples  de  x. 

Nous  terminerons  par  l'intégration  de  deux  expressions 
qui  se  rencontrent  souvent. 

La  première  est -, r-r-'  On  l'intègre  en 

posant  tango:  =  -s,  et  l'on  obtient 

1  fa-Ar  c 

,  arc  tang  .3  1/  — ~r  -f-  C. 

Si  a  -+-  c  et  a  -h  ft  ne  sont  pas  de  même  signe ,  cette  ex- 
pression se  change  en  logarithme. 

La  seconde  est r i  elle  se  ramène  à  la  première 

a  -H  o  cosx  ^ 

en  remplaçant  coso:  par  cos* sin*  -?  et  l'on  posera 

alors  tang-  =  iî. 


3o. 


468  LIVBE    HT. 


CHAPITRE  VIL 

INTÉGRATION    PAR   SÉRIES. 


345.  Lorsqu'on  ne  peut  intégrer  exactement  une  dif- 
rentielle  F(x)clx^  on  peut  se  proposer  de  développer 
son  intégrale  en  séries:  et  pour  cela  on  développera  d'a- 
bord la  fonction  F  (x).  Soit  donc 

(i)  F(a:)  =  £/o-f-  «,-+-  Wj-+-  ...  -H  a„-h..  ., 

et  admettons  que  cette  série  soit  convergente,  sans  quoi 
elle  ne  pourrait  remplacer  aucune  fonction. 

Soient  5„  la  somme  des  termes  jusqu'à  u„  inclusivement , 
et  /•„  le  reste  de  la  série,  qui  tend  vers  zéro  à  mesure  que 
n  augmente.  On  aura 

Intégrons  les  deux  membres  de  cette  équation  entre  deux 
valeurs  quelconques  Xq  et  X ,  nous  aurons 

J/»  X  >»  X  y^  X 

I       F{x)£/x=  1       Sndx -^  1      r„dx; 

et  puisque  r„  tend  vers  zéro,  j      Vndx  lend  aussi  vers 
zéro  ;  donc 

/»X  /»X  /»X  /»X 

(2)       /       F(x)d:ar  =  liiii   /        s^dx  =  j       u,  «Lr-hl        u,  dr  +  ..., 

'o  ^9  'O  ^0 

OU ,  en  remplaçant  X  par  x , 

fF  (x)  dx  2=  I      Mo rfj?  H-  .  . . . 
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L'équalion  subsistera  évidemment  en  prenant  les  inté- 
grales indéfinies 

f¥{x)dxz=:fu^dx-\' 

346.  Si  la  série  (i)  n était  pas  convergente,  pour  la 
limite  X,  on  pourrait  craindre  que  la  formule  (2)  ne  fût 
inexacte-,  mais  nous  allons  voir  qu'elle  subsiste  encore, 
pourvu  qu'elle  soit  convergente.  En  effet,  elle  est  démon- 
trée pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  x©  et  X  ^  c'est- 
à-dire  que  l'on  a  pour  ces  valeurs 

px  px  pjp 

I      Y  {x)dx  -=2  I      «0  ^-îP  -H  .  •    "+-   /      Undx-\'...  y 

Jx^  Jx^  Jx^ 

Or  la  limite  de  la  somme  des  termes  du  second  membre 
est  une  fonction  déterminée  de  x,  puisque  la  série  des  in-r 
tégrales  est  supposée  convergente,  même  pour  la  valeur 
X.  Si  donc  on  fait  tendre  x  vers  X,  les  deux  membres 
de  Féquation  tendront  chacun  vers  une  limite,  et  ces 
limites  ne  peuvent  être  inégales.  Donc 

XX                      /»  X                 /*  ^ 
¥{x)dx=z    1       u^dx -h    I       Uidx-h 

La  même  démonstration  se  ferait  pour  la  limite  Xo  >  et 
même  pour  toute  valeur  intermédiaire,  pour  laquelle  la 
série  (i)  cesserait  d'être  convergente,  sans  que  la  série 
des  intégrales  cessât  de  l'être. 

347.  La  fonction  F  (x)  peut  quelquefois  être  dévelop* 
pée  de  bien  des  manières  différentes  en  séries  conver- 
gentes :  on  choisira  celle  qui  conviendra  le  mieux  à  la 
question.  Si  on  la  développe  suivant  la  formule  de  Mar  • 
claurin ,  on  aura 

F(:t)  =  F(o)4-F(o)x-+-F"(o)  — H-.-.-hF^Co)— ^^^-H..., 
^    '  ^    ^  ^    '  ^    ^  I .  a  ^    '  1 . 2 . . .  m 
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et ,  par  suite, 

.(3)     rF(:c)rfar===CH-F(o)x4-F'(o)— -hF''(o)--^-+-...-hF"^o) — f^tL_  + 
J  ^^1.2  ^'1.2. 3  ^  ^  i.2...(m-»-i) 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  ce  second  membre  n'est 
autre  chose  que  le  développement  de /F  {x)dXj  d'après 
la  formule  de  Maclaurin  :  C  représente  la  valeur  arbi- 
traire de  cette  fonction  pour  x  =  o. 

Si  Ton  veut  connaître  l'erreur  commise  en  s' arrêtant 

à  un   terme  quelconque  F""*  (o) >  dans   la   se- 

.1  •  2  •  •  «  /z 

rie  (3),  il  suffira  de  multiplier -^ ;  par  la  dé- 
rivée de  Tordre  (n-f-i)  de  la  fonction /F  (x)  ûfr,  en 
donnant  à  x  dans  cette  dérivée  une  valeur  6x  intermé- 
diaire entre  o  et  x.  C'est  la  règle  connue  dans  le  cas  de  la 
formule  de  Maclaurin,  dont  l'équation  (3)  est  l'applica- 
tion à  la  fotiction  /F  (x)  dx.  Si  donc  on  désigne  par  h 
la  plus  grande  valeur  de  F°  (x)  quand  x  passe  de  o  à  x , 
l'erreur  commise  en  s' arrêtant  au  terme  qui  renferme  x" 

sera  moindre  que -, c 

348.  On  pourrait  développer  la  fonction  /F  (x)  dx 
par  la  formule  de  BernouUi ,  qui  donne  pour  une  fonction 
quelconque  y  y 

dy         x^    d^Y  x^       d^Y 

^---^'^       dx  l.T^dx'^  1.2.3   dx'  "' 

Yo  étant  la  valeur  de  y  correspondant  à  x  =  0.  Si  Ton 

suppose 

jr  =  fF(,r)dx,      et    r.~C, 
on  aura 


(4)  Jf(^: 


^  '       1.9.^'       I .  a .  3      ^ 
On  obtiendrait  cette  même,  formule  en  intégrant  par  par- 
ties la  diflércnliclle  F  (x)  dx.  En  effet,  on  aura  successi- 


/ 
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vement  : 

/f  (a:) rfa?  =  X  F  (x)  —  jxF'  {x)dx , 

fxr  (a:)dx  =  ^  r  [x)  -f^  F"  W  ^^ , 

r^F"(a:)rfx  =  -^F''(x)-  r-J^F'"(x)c/x. 

J      1.2         ^    '  I  .2.3         ^    '        J     I  .2.3 

Si,  eu  continuant  indéfiniment  ces  intégrations ,  la  der- 
nière intégrale  tend  vers  zéro,  on  aura,  en  faisant  les 
substitutions  et  ajoutant  la  constante  arbitraire, 

F(x)rfx=C-+-xF(x)  — — F'(x)-h— ^F"(x}-..., 

/  ^  1.2^'  I .2.3         ^    ^ 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  formule  (4). 

349.  Lorsque  la  fonction  F  {x)  esl  le  produit  de  plu- 
sieurs facteurs ,  on  peut  se  borner  à  développer  l'un  d'eux 
en  série,  pourvu  que  les  autres  facteurs  multipliés  par  les 
divers  termes  de  cette  série  donnent  des  produits  inté^ 
grables. 

Soit,  par  exemple,  la  différentielle 

(Le 

\ax  —  x^  ^i  —  bx 

qui  se  rencontre  dans  le  calcul  du  mouvement  du  pen- 

dule.  On  peut  développer  (i  —  bx)   *    si    l'on   suppose 
bx  <^\^  abstraction  faite  des  signes ,  et  Ton  aura 

'  2  2.4  2.4«6 

Substituant  ce  développement  dans  la  différentielle  pro- 
posée ,  on  aura  à  intégrer  des  termes  de  la  forme 

x^dx 
\ax,  —  .r' 

expression  que  nous  avons  intégrée  dans  la  théorie  des 
différentielles  binômes. 
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350.  L'intégration  par  séries  peut  servir  à  faire  con- 
naître les  développements  des  fonctions  dont  on  sait  dé- 
velopper les  dérivées. 

Ainsi ,  par  exemple ,  la  dérivée  de  arc  sin  x  est   . 

dont  le  développement  est  • 

1  ,      1.3    ^   .   1.3.5    . 

2  2.4  2.4.0 

donc 

IX*      1 .3  j:*       1 .3.5  j?' 

arc  sin  a?  =  C  H-  X  -f-  -  -5-  H 7  -=  H j—tz h .  . . . 

2  3       2.4  5       2.4.0  7 

Mais  il  faut  remarquer  que  le  radical  ayant  été  pris  posi- 
tivement ,  on  suppose  que  Tare  et  le  sinus  varient  dans  le 
même  sens.  La.formule  ne  s'applique  doiic  pas  aux  arcs 

compris  entre  -  et  tt  ,  mais  elle  convient  aux  arcs  com- 


2 

TT 


pris  entre  o  et  H — y  elle  conviendrait  de  même  aux  ares 

entre  o  et •  Elle  doit,  par  conséquent ,  être  satisfaite 

quand  on  y  fait  x  =  o,  et  ^  par  suite,  C  doit  être  nul 5 
on  a  donc 

IX*       1 . 3  X*       1 . 3 . 5  x' 

arc  smx  =  X  -+-  -  -=:  H 7  -^  -+ 7-^ h 

2  3       2.4  5       2.4.0  7 

Le  développement  de    .  n'est  plus  convergent  pour 

:r  =  i;  mais,  comme  la  série  des  intégrales  ne  cesse  pas 
de  l'être,  la  formule  précédente  représente  arc  sin  Xj 
mêm^  lorsque x=  i^  On  a  ,  pour  cette  valeur  particu- 
lière , 

ir  II         I  .3    I         I  .3.5    I 

2  2  3      2.4  5      2.4'"  7 

Mais  cette  série  serait  trop  peu  convergente  pour  servie 
à  calculer  tt. 
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351 .  On  aura  de  même  le  développement  de  arc  tang  x 

en  développant  j»  qui  en  est  la  dérivée. 

Si  l'on  suppose  x<^  i ,  on  ordonnera  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  de  x,  afin  que  la  série  soit  conver- 
gente, et  l'on  aura 


I  H- a? 
donc 


1 

=  I  —  x'  4-  j?*  —  a:"  -f- .  , 


h 


dx  ^  x^        a^       x' 


I  -I-  jc'  3        5        7 

L'arc  étant  nul  avec  sa  tangente,  on  aura  C  =  o ,  et 

arc  tang  x  r=.  x  —  tt-H-?- H-... 

o        5        7 

Si ,  au  contraire ,  on  a  a:  >•  i ,  on  aura ,  eu  ordonnant  par 
rapport  aux  puissances  décroissantes  dex, 

I  ]        I         I         I 


x'^  H-  I       .r'       x*       x^       x* 
donc 

^11  I  i 

arc  tang.r  =:C i-^r^  —  ^^-i"^  Tl 

°  x       Bjr*       Dj:*        7^:' 

TT 

TT 
2 

quementplus  grandes  que  Tunité ,  on  a 


La  constante  est  -9    puisque  x  infini  rend  le  premier 
membre  égal  à  —  Ainsi,  pour  les  valeurs  de  x  numéri- 


Il  faut  remarquer  que  la  première  formule  donne  les  arcs 
positifs  depuis  o  jusqu'à  j  seulement.  La  seconde  ne  con- 

vient  qu  aux  arcs  compris  entre  cette  limite  et  -  qui  est 
la  plus  grande  valeur  du  second  membre. 
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Ces  formules  sont  exactes  pour  x  =  i^  parce  qu'elles 
restent  convergentes,  quoique  les  séries  qui  expriment  la 
dérivée  ne  le  soient  plus  \  elles  donnent  alors 


t:  III 

4  357 


352.  Cherchons  encore  de  cette  manière  le  dévelop- 
pement de  1  (i-f-  cr) ,  dont  la  dérivée  est  •     Si    Ton 

•  I   -T"  "^ 

suppose  :t:  <]  I ,  on  a 


I  +u: 
donc 


I  X  -h  x"^  — ■  x^  -h. 


h 


dx  ^  x^       a^       X* 


I  H- j:  234 

Le  logarithme  de  Tunité  étant  zéro,  il  faut  supposer  C  =  o 
pour  que  la  formule  représente  1  (i-f-  a*) ,  et  l'on  aura 

x"^       x^       x^ 

l(,  +  ^J  =  ^--+^-^+.... 

Celte  formule  étant  convergente  pour  a:  =  i ,  quoique  la 
série  qui  exprime  la  dérivée  ne  le  soit  plus,  elle  ne  cesse 
pas  d'être  exacte  pour  cette  valeur  particulière. 

Si  Ton  supposait  »r  >  i,  et  qu'on  ordonnât  le  dévelop- 
pement de  par  rapport  aux  puissances  décroissantes 

de  X  afin  qu'il  fût  convergent,  on  ne  trouverait  plus 
1  (i  -4- x),  mais  seulement  l(i  -H  x)  —  Ix,  oui  / 1  -f--)- 
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CHAPITRE  VIII. 

PASSAGE   DES   INTÉGRALES   INDÉFINIES    AUX 
INTÉGRALES   DÉFINIES. 


353.  Nous  avons  démontré,  dans  le  n°  304,  que  si  la 
dérivée  d'une  fonclion  quelconque  F  (x)  est  continue 
pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  depuis  Xf^  jusqu'à  x^ 
la  différence  F  (.r)  —  F  [xq)  est  la  limite  de  la  somme  des 
valeurs  que  prend  F'  {x)  dx^  lorsque  Ton  fait  passer  la 
variable  de  x^^  k  x^  par  degrés  infiniment  petits  repré- 
sentés par  rfx  5  d'où  résulte  la  formule 

•(,)  r"F'(^)e/x=:F(x)->F(xo). 

Ainsi,  pour  connaître  l'intégrale  définie  de  Y' [x)  dx 
entre  des  limites  données,  lorsque  l'on  connaît  l'intégrale 
indéfinie,  ou  une  fonction  quelconque  F  (a:)  ayant  pour 
dérivée  F'  (a:),  il  suffit  de  substituer  les  limites  de  l'in- 
tégrale dans  F  (.r) ,  et  de  retrancher  le  résultat  relatif  à 
la  plus  petite  limite,  de  celui  qui  se  rapporte  à  la  plu& 
grande. 
Exemples  : 

r  »       «tr      _  ^      /">      dx       _  IT      /''"           dx           _  n 
/        <?-«'  cos bxdx  =.  — —  ,         /       e-«'  y,,,  h^dx  =  -, —  > 
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X 


%08«xsin:»*+irrf:r  =  .  2. 4.6... 2  A 


'  (3 1  H- i)  (2  I -4- 3  )...(»/ H- 3  A  H- i)  ' 


J  3.4.6. ..(2I-H3A)  3' 

O 

J^    sji^x*~        2.4.6...2A        -2* 

Ces  dernières  intégrales  rentrent  dans  deux  des  précéden- 

dx 
tes  en  posant  x  ==  sîn  z  ;  d'où    .  =  <iz. 

L'intégrale  indéfinie  de  '-:^ peut   être  déterminée 

en  décomposant  en  fractions  simples  l'expression-^;; — » 
dans  laquelle  on  peut  toujours  supposer  m<^n.  D'après 
cela ,  si  Ton  fait =^  a,  on  pbtiendra 


-^jj^^  =  -  I  sina/r  4- sin3a7r  H- 8in5«7r  4-. .  .H-sin  (2n  —  i)a7r    =  ^^^r^- 
—  00  *-  -* 

On  aura  encore,  en  supposant  que  m  et  n  soient  des 
nombres  entiers  positifs ,  tels  que  irK^n^ 


f 


'dx 


f^      i  -h  x"  .    rm: 

•"  //SUl • 

n 
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31  maintenant  on  pose  j:"  =  ^ ,  —  =  a ,  cette  équation 
devient    I =  -; ?  «  ayant  une  valeur  commen- 

■^  o 

surable  quelconque  comprise  entre  o  et  i,  et  pouvant 
avoir  aussi ,  par  conséquent ,  toute  valeur  incommensu- 
rable comprise  entre  les  mêmes  limites. 

On  trouvera  encore ,  d'après  une  formule  précédem- 
ment démontrée ,  en  supposant  n  >  i , 


dx      i.3.5...(2/ï  —  3)  TT 

(i  -+-x'^)"      2.4  6. . .  (2/1  —  2)2 


11  faut  bien  remarquer  que  la  formule  (i)  ne  subsiste- 
rait plus  si  la  fonction  F  (a:)  devenait  infinie  entre  les 
limites  de  Tintégration.  Dans  ce  cas,  la  somme  des  élé- 
ments F'(x)  dx  peut  être  infinie ,  ou  indéterminée.  Il 
faudra  donc  toujours  s'assurer  si  F  [oc)  ne  devient  pas  in- 
fini dans  cet  intervalle ,  et  c'est  seulement  lorsque  celte 
circonstance  ne  se  présentera  pas  ^  que  Ton  pourra  dire  que 
F  (.r) — F(xo)  est  la  limite  de  la  somme  des  éléments 
tels  que  F'  [x)  dx.  Dans  le  cas  contraire,  on  partage  l'in- 
tégrale en  deux  autres  ayant  pour  limite  commune  la  va- 
leur particulière  de  »r ,  et  l'on  examine  séparément  cha- 
cune d'elles. 

X-^^  dx 
—5  la  formule  (i) 

donnera  —  ^-r^  —  ^— ^j  expression  qui  est  négative,  tandis 

que  tous  les  éléments  sont  positifs.  Mais  -^  devenant  in  - 

fini  pour  a:  =  o ,  il  faut  s'assurer  si  l'intégrale  ne  le  de- 
vient  pas  aussi.  C'est  ce  qui  arrive,  en  effet,  et  la  for- 
mule (i)  suppose  que  cette  circonstance  n'arrive  pas. 
Dans  le  cas  actuel ,  les  deux  intégrales  partielles  sont 
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infinies  de  même  signe  5  par  conséquent  il  n'y  a  pas  indé- 
termination ,  et  Tinlégrale  demandée  est  infinie. 

/dx 
— •  Si  les  deux  limites 

sont  négatives ,  on  a  une  somme  d'éléments  négatifs,  qui 
seraient  les  mêmes,  au  signe  près,  que  si  Ton  prenait  ces 
limites  positives.  Ainsi  l'on  aura 


£ 


dx        ,  , 

.h 

—  -\h- 

.lfl=l~. 

X 

a 

Il  n'y  aurait  de  même  aucune  difficulté  pour  deux  limites 
positives;  mais  si  elles  sont  de* signes  différents,  l'inté- 
grale Ix  passant  par  l'infini,  la  formule  (1)  n'est  plus 
démontrée;  et  il  y  a  cela  de  remarquable,  que  la  somme 
des  éléments  est  réellement  indéterminée. 

C^^dx 
En  effet,  soit  l'intégrale  définie  I  — \  partageons- 

la  en  deux  autres,  dont  les  limites  soient  —  a  —  ^\j.  pour 
la  première  et  -+-  ^v  -f-  è  pour  la  seconde;  e  étant  une 
quantité  qui  tend  "vers  zéro ,  et  fx ,  v  deux  nombres  con- 
stants arbitraires.  La  première  intégrale  aura  pour  valeur 

1—9  et  la  seconde  1  -7-  ;  leur  somme  sera  1  -  +  1  —  Elle  ne 
a  0  va 

renfermera  plus  s,  et,  par  conséquent,  si  l'on  fait  tendre 

cette  quantité  vers  zéro ,  on  aura  pour  la  somme  des  deux 

X*  dx 
—  î  la  quantité  indé- 
>  ^ 

terminée  1  — h  1  ^>  qui  dépend  du  rapport  arbitraire  des 
intervalles  infiniment  décroissants  Cfx,  ev.  Si  on  les  sup- 
pose égaux ,  1  -  devient  1  i  ou  zéro ,  et  il  reste  1  —  C'est  ce 

que  M.  Caudiy  appelle  la  valeur  principale  de  l'intégrale 
indéterminée. 
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354.  Lorsque  Von  applique  rîiilégralion  par  pai  lies  à 
la  transformation  des  intégrales  définies  ,  et  qu'on  donne 
les  mêmes  limites  aux  intégrales,  il  est  facile  de  voir,  eu 
général ,  comment  doit  être  déterminée  la  constante. 

En  effet ,  on  a 

//(;r)rfï(x)=/(x)y(x)-/ç(x]rf/(x). 

Si  Ton  veut  que  les  intégrales  soient  prises  entre  les 
mêmes  limites  Xq  et  X,  on  commencera  par  les  prendre  à 
partir  de  x^'-,  mais  alors  il  est  nécessaire  d'ajouter  une 
constante  arbitraire  à  l'un  des  membres,  ce  qui  donne 

['/(jo)  dff  (x)  =  C^/(x)<f{x)-^  f%  (x)  d.f[x). 

Pour  que  cette  équation  ait  lieu  en  faisant  x  =  x^^  il  faut 
que  Ton  ait  C  =  — /(^o)?('^o)9  et,  par  conséquent . 

355.  Si  Ton  renverse  les  limites  d'une  intégrale  défi- 
nie, on  ne  fait  que  changer  son  signe;  car  les  accroisse- 
ments de  X  changent  de  signe,  et  les  valeurs  absolues  des 
éléments  différentiels  ne  changent  pas.  On  a  donc 

r    F(ar)«?^  =  —  /    '¥{x)dx, 

ce  qui  s'accorde  avec  l'expression  de  l'intégrale  définie  . 
au  moyen  de  la  fonction  ç  [x)  dont  la  dérivée  est  F  (x). 
En  effet ,  on  a 

1      F(x)</a:  =  (p(X)  —  (p(ar«),    J       =  ^(aro)  ~  <p  (X), 

expressions  égales  er  de  signes  contraires. 
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356.   On  peut  changer  l'intégrale  I      F  (x)  dx  dans  la 


suivante  : 

.X 


r 


dont  les  limites  sont  les  mêmes.  En  effet,  les  éléments 
qui  les  composent  l'une  et  l'autre  sont  les  mêmes  en 
ordre  inverse.  En  partant  de  celte  remarque,  qui  est  quel- 
quefois utile,  on  peut,  par  une  suite  d'intégrations  par 
parties,  obtenir  très- simplement  la  série  de  Taylor, 
comme  on  va  le  voir. 

357.  Série  de  Taylor.  —  Soit  F  (j:)  une  fonction 
quelconque  qui  reste  continue ,  ainsi  que  ses  n  premières 
dérivées,  entre  les  limités  x  ei  x  -{-  h.  On  a  évidemment 

et,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit, 

X  est  constant  dans  cette  intégration,  z  seul  varie. 

Intégrant  par  parties  cette  dernière  expression  et  celles 
qui  s'en  déduisent,  il  vient 

=  'f(xh-A-5)h-— F''(.rH-A-«)-+-...H ^ rF«-'(x-+-&^r) 

I      ^  '       1 .2      ^  i.2...(n — i)  ^  ' 


i.2...(;i- I 


F''(a:H-A  —z)dg. 


Si  Ton  prend  les  intégrales  entre  les  limites  o  et  /i,  il 
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f;iudra  faire  successivement  ^  =  A,  z  =  o  dans  les  termes 
en  dehors  du  signe  /,  puis  retrancher  le  dernier  résultat 
du  premier,  ce  qui  donnera 

f  ¥'{x-hh-z)dg=:hr{x)-^—¥''{x)-h. .  .H ^!l! .  F"-'  (x) 

J  ^  '  ^    '         \  .1         ^    '  I  .2.  .  .(«—  l)  ^     ^ 

:    F-Cx-HA— «)dr. 

0     '•^•••(''-O 


Mais 


donc 


F(^-+-/0  — F(j?)=  r  Y'[x'^h-^z)dz\ 


F(x4-A)  =  F;(x)-f.AF(x)-f-  — F"(x)-H.  .  .-h ^^ F--  (x) 


i.2...(n-i)  j^ 


F"(x-t-A  — «)d:f. 


Lorsque  le  terme  qui  renferme  l'intégrale  définie  tend 
vers  zéro  à  mesure  que  n  augmente,  la  série  converge 
vers  F  (j?  4-  A) ,  et  devient  celle  que  Taylor  a  fait  con- 
naître. 

On  peut  donner  une  autre  forme  au  terme  qui  exprime 
l'erreur  commise,  en  s' arrêtant  au  terme  de  rang  n.  En 
effet ,  l'intégrale  définie  est  égale  à  la  somme  des  facteurs 
z"""*  rf-2,  multipliée  par  une  valeur  moyenne  entre  la  plus 
petite  et  la  plus  grande  de  celles  que  prend  F"  (x -I-  A  —  z) 
quand  z  passe  de  o  à  A;  et  comme  cette  fonction  est  sup- 
posée continue  dans  cet  intervalle,  cette  moyenne  est 
l'une  des  valeurs  que  prend  F"  (x  -h  A  —  «),  pour  une 
certaine  valeur  de  z  comprise  entre  o  et  A  :  d'où  résulte 
aussi  pour  A  —  z  une  valeur  comprise  entre  o  et  A,  que 
nous  représenterons  par  6  A.  Le  terme  qui  complète  le 
développement  devient  donc 

jM^+iAL  /•*,»-.  rf.,    ou   _il-F»(x  +  ô;i). 

i.a...(n-i)J^  1.2. ..« 

I.  3i 
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C'est  sous  cette  forme  que  nous  Favons  présentée  dans  le 
Calcul  diiFérentiel  :  6  est  une  fonction  inconnue  de  t,  et 
Ton  sait  seulement  qu'elle  a  une  valeur  positive  plus  petite 
que  l'unité. 

En  prenant  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs 
de  F"  (x)  dans  l'intervalle  de  x  kx  -h  h,  on  aura  deux 
limites  entre  lesquelles  sera  comprise  l'erreur  commise  en 
s'arrêtant  après  le  w'*'"*  terme.  L'intégrale  définie  donne 
la  valeur  exacte  de  cette  erreur  ;  mais  elle  présente  la 
difficulté  de  l'intégration ,  et  l'on  ne  peut  généralement  se 
proposer  que  de  la  renfermer  entre  deux  limites  connues. 

Differentiation  et  intégration  sous  le  signe  f, 

358,  Nous  avons  fait  connaître,  au  commencement  de 
ce  Cours ,  les  règles  pour  difl'érentier  les  fonctions  expli- 
cites, ainsi  que  celles  qui  sont  liées  entre  elles  et  avec  la 
variable  principale  par  des  équations  dont  les  deux  mem- 
bres sont  des  fonctions  explicites.  Nous  allons  considérer 
une  autre  espèce  de  fonction  et  donner  le  moyen  de  la 
différentier. 

Soit  la  fonction  a  =    f      ¥  (z^  x)  dz  que  l'on  se  pro- 

pose  de  différentier  par  rapport  à  x\  les  limites  Zç^^X^ 
pouvant  être  des  fonctions  quelconques  de  x. 

On  aura,  en  considérant  cette  intégrale  comme  une 
fonction  composée  de  ^o  ^  Z ,  j: ,  qui  sont  toutes  des  fonc- 
tions de  X , 


du /(iu\dzo       /^"\        (  ^"^ 

di'~  \dr,)d^'^\iâ.)  '^  \di 


)■ 


Or  on  a  d'abord 


du  du 
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Quant  au  troisième  terme  —,  qui  est  relatif  à  la  sup- 
position de  Za  et  Z  constants,  il  est  la  limite  de 

f     ¥(z,x  +  à)dZ'^  I     F(z,x).(iz 
¥{z,  jT^/i)  — F(z,  x) 


ou  de 

-j^  az, 

et  a  pour  valeur 


X. 


Donc 


X 


)*  =  F(Z,.)^-FK,x)^ 


■X 


On  parviendrait  très-simplement  à  la  même  formule, 
en  considérant  F  intégrale  définie  comme  représentant 
l'aire  d'une  courbe. 

Si  les  limites  sont  constantes,  c'est-à-dire  indépen- 
dantes de  ^,  on  a 

on  voit  qu'alors  les  deux  opérations  de  difïérentiation  et 
d'intégration  peuvent  se  faire  dans  un  ordre  quelconque. 

359.  Si  la  fonction  de  x  était  une  intégrale  indéfinie 
par  rapport  à  ^,  on  la  mettrait  sous  la  forme 


'^=    r  'E[z,x)dz^C, 


3i, 
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C  étant  une  fonction  quelconque  de  x  \  d'où 

dx      J^  dx  dx 

On  peut  donc  faire,  dans  un  ordre  quelconque,  les 
deux  opérations  sur  F  (z,  a:) ,  pourvu  que  les  constantes 
relatives  aux  deux  intégrations  soient  liées  par  la  condi- 
tion, que  la  seconde  soit  la  dérivée  de  la  première  par 
rapport  à  ;r. 


360.  Si  au  lieu  de  différentier  /    F  ( z,  x)  Jz , 


on  avait 


à  l'intégrer  par  rapport  à  x  entre  les  limites  x^^  X-,  z» 
et  Z  étant  supposées  indépendantes  de  x,  on  observerait, 
diaprés  ce  qui  précède,  que,  quel  que  soit  z, 

Jnx  r*z  nz  nx 

]     dx   1    Y{z,x)dz     et      j    ^^    j     F(z,x)flte 

ont  la  même  dérivée  par  rapport  à  ;r  ;  et  comme  elles  de- 
viennent nulles  toutes  deux  pour  a:  =  a:©,  elles  sont  aussi 
égales  quel  que  soit  x.  L'ordre  des  deux  opérations  est 
donc  encore  indifférent.  Tout  cela  suppose  que  la  fonc- 
tion F  (z,  x)  ne  devient  ni  infinie  ni  indéterminée,  pour 
aucune  valeur  de  ;r  et  z  comprise  entre  les  limites  :  si 
cela  arrivait,  il  faudrait  un  examen  particulier  dont  nous 
nous  occuperons  tout  à  l'heure. 

361 .  Si  les  deux  intégrales  étaient  indéfinies ,  la  pre- 
mière serait 

en  l'intégrant,  on  trouverait 

Jr%X  /»«  /%X 

I     dx   \    ¥(z,x)dz'^f(z)-hl    f{je)dx, 


I 
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ce  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

et  ron  trouverait  un  résultat  identique  en  intégrant  en 
ordre  inverse^  les  fonctions  J  etft  pouvant  toujours  être 
regardées  comme  les  mêmes  dans  les  deux  cas ,  puis- 
qu'elles sont  entièrement  arbitraires. 

362.  Intégrales  définies  singulières,  —  M.  Cauchy  a 
désigné  sous  ce  nom ,  des  intégrales  prises  entre  des  li- 
mites qui  se  rapprochent  indéfiniment  d'une  valeur  parti- 
culière de  la  variable,  qui  rend  la  fonction  infinie. 

Par  exemple,  si  l'on  suppose  F  (a)  infinie,  l'intégrale 

F  (x)  dx  sera  une  intégrale  définie  singulière,  si 

s  tend  vers  zéro,  //  étant  un  nombre  fini  quelconque. 
On  peut  mettre  la  fonction  différentielle  sous  la  forme 

[x  — a)  F  [x) -,  et  si  l'on  désigne  par  Ç  une  valeur 

moyenne  entre  a  —  e  et  a  —  f/e ,  Tinlégrale  sera  égale  à 

X^"!^'    dx 
^,     ou     (?~«)F(Ç)lf*. 

Si  (I  — a)  F  ($)  a  une  limite  différente  de  zéro  quand  g 
tend  vers  a ,  ^intégrale  définie  singulière  aura  une  valeur 
déterminée  en  même  temps  que  (x.  Nous  allons  voir  à 
quoi  cette  considération  peut  être  utile  dans  la  détermi- 
nation des  intégrales  définies. 

363.  Cas  oîi  la  fonction  sous  le  signe  f  passe  par 
r infini,  —  Si  une  valeur  a:  =  «  rend  ¥  [x]  infinie ,  et  se 

trouve  comprise  dans  les  limites  de  l'intégrale  /    F  [x]  dxy 
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365.  On  peut  encore  reconnaître  si  une  intégrale  est 
finie,  lorsque  sa  dérivée  devient  infinie  pour  une  valeur 
particulière  de  x,  en  la  comparant  à  une  autre  plus 
simple,  pour  laquelle  il  n'y  ait  pas  d'incertitude,  et  telle 
que  les  deux  dérivées  aient  un  rapport  fini  pour  cette 
valeur  particulière  :  les  deux  intégrales  seront  en  même 

\  —   Qi 

C'  dx 

I     —  seront  dans  ce  cas.   Le  rapport  des  dérivées , 

•    '^'  . 

e*  +  a:",  devient  i  pour  x  =  o  :  or  la  seconde  est  finie  si 

m  <^  I ,  et  infinie  si  m  =  i ,  ou  m  >  i  ^  il  en  est  donc  de 

même  de  la  première. 

366.  application  des  principes  précédents  à  la  re^ 
cherche  ^intégrales  définies,  —  En  partant  d'intégrales 
définies  connues ,  et  les  difierentiant  ou  intégrant  par 
rapporta  une  constante,  on  obtient  la  valeur  de  nouvelles 
intégrales. 

Ainsi 

Jr"^     dx         rr    -^ 
difFérentiant  n  fois  par  rapport  à  «,  on  obtient 


î.3.5...{2/i — i)w 

dx  =. ^ ^  -, 


2»a       " 


d'où 


o      ( 


dx        1.3. 5. ..(art  —  i) 


w 


{x^-^-ay-^^        2.4.6...       un  ^ 

367.  Si  Ton  considère  cette  autre  intégrale. 


^  I 

a 
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et  qu'on  dîiférentie  n  —  i  fois  par  rapport  à  <i,  on  ob- 
tient 

r*««  .^,^    1.2.3. ..(«~i) 


a' 


Si  Ton  désigne,  en  général,  par  T  [p)  l'intégrale 

quelque  valeur  positive  qu'ait  /?,  on  aura,  pour  toute  va- 
leur entière  et  positive  de  cette  constante , 

r(/7)=  1.2.3. ..(/?  —  i), 

et,  pour  toute  valeur  positive  de  p^ 

Jo  "'' 

on  obtient  cette  intégrale  indéfinie, 


d".— 
da^ 


368.  Si  Ton  part  de  l'intégrale    /    af  dx  = el 

^  Jo  V^'  +  ï 

qu'on  intègre  ses  deux  membres  par  rapport  à  m  entre 
deux  valeurs  f;i  et  v,  on  obtient 

el  Ton  ne  saurait  donner  l'expression  de  l'intégrale  lnd(> 
finie. 

369.  Si   Ton   intègre  par   rapport  à    a,    entre  deux 
limites  quelconques  è  et  c ,  les  deux  membres  de  Féqua- 
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lion 


on  obtient 


Jo  « 

/ 


X  b 

Si  Ton  part  de 


fV 


"'  cos  o^rrfx  =  -T—    „  > 


on  obtient  de  même 

cos  a  Xf/r  =  -  1 

[^  X  2     b'+a? 

370.  De  même  l'équation 


X 


«^  -f-  a' 
donne 

I      '  sm  a  xdx  =  arc  lang arc  tanc  — 

Jo  ^  «  ^ 

Si,  dans  cette  dernière  formule  ,  on  fait  i  =  0,  c  =  00  , 
on  obtient  la  suivante,  qui  est  souvent  utile  : 

J^'^  smaxdx       n                   /*  *  sin  ax   , 
=  —  »         ou  f  dx  =  TT. 
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CHAPITRE   IX. 

autres  procédés  pour  la  détermination 
d'intégrales  définies. 


371.  On  ramène  quelquefois  une  intégrale  définie 
simple  à  une  intégrale  définie  double ,  parce  que  l'indé- 
pendance des  deux  variables  peut  conduire  à  des  simplifi- 
cations. Soit  par  exemple    /      o''^'  dx.  Elle  est  identique 

avec  \  e^-^  dy.  Si  on  les  multiplie,  on  aura  le  carré  de 
l'expression  cherchée.  Or  on  peut  considérer  le  produit 

r^""^  dx  j      e"-^'  djr^  comme  obtenu  en  multipliant 

chaque  élément  e~'  dx  de  la  première  par  la  seconde; 
et  5  dans  cette  dernière ,  on  peut  poser  j  =  xt^  x  res- 
tant constamment  le  même  que  dans  l'élément  e"'^  dx. 
Rien  ne  sera  changé  par  là ,  quoique  x  s'introduise  dans 

xe""''*'  dt.  Si  1  on 

pouvait  former  cette  dernière  expression  en  t,  en  la  mul- 
tipliant par  e""*'  dxj  on  aurait  un  élément  qui ,  intégré 
entre  o  et  oo  ,  donnerait  identiquement  le  produit  des 
deux  intégrales.  Mais  dans  cette  intégration,  par  rapport 
à  t,  le  facteur  constant  e"""^  dx  peut  être  introduit  sous 
le  signe  /,  et  Ton  voit  qu'on  aura  à  intégrer  l'expression 

c~'  xe^'*'  dxdty     ou     xc^^i^^^  ^  dxdt^ 
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d'abord  par  rapport  à  t,  puis  par  rapport  à  x^  ces  deux 
variables  étant  indépendantes. 

Or  on  sait  que  ces  deux  intégrations  peuvent  se  faire 
dans  un  ordre  inverse ,  sans  que  le  résultat  soit  changé  \ 
et,  de  cette  manière,  l'opération  pourra  s'eflfectuer. 

En  effet, 

Donc 

J/»oo  r-  r*-Jo 

'       e-*'ct3F=— 5     OU       /        e~**  <Yx  =  i/tt  ; 

d'où,  changeant  x  en  wx, 

372.  Cette  intégrale  importante  peut  encore  s'obtenir 
par  le  procédé  suivant  qui  se  trouve  dans  la  Mécanique 
de  Poisson. 


I         I       e— ^^—y^  dydx 

0       «/o 


re- 


présente le  quart  du  volume  du  solide  compris  entre  le  plan 
XY  et  la  surface  dont  Téquation  est  z  =  e— **— -y*,  qui 
est  engendrée  par  la  révolution  de  la  courbe  dont  l'équa- 
tion est  -z  =  e  —  ^'  autour  de  l'axe  des  z.  Or,  si  l'on  dé- 
compose ce  volume  au  moyen  de  surfaces  cylindriques 
infinitnent  voisines,  et  de  révolution  autour  de  l'axe  des 
z ,  l'expression  du  volume  compris  entre  les  deux  surfaces 
dont  les  rayons  sont  x,  et  x-hdx,  sera  m: xe-" ^* dx -^ 
son  intégrale  est  —  Tre^**,  et  l'on  aura  le  volume  entier 
du  solide ,  en  la  prenant  entre  les  limites  o  et  oo  ,  ce  qui 
donne  tt.  Si  l'on  en  prend  le  quart ,  puis  la  racine  carrée, 
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OU  aura 


et,  par  suite, 


J/»  00 
o 


/»Q0 

J —  oo 


373.  Le  passage  des  quantités  réelles  aux  quantités 
imaginaires 9  fait  avec  la  rigueur  convenable,  peut  encore 
conduire  à  la  détermination  de  nouvelles  intégrales^  En 
effet,  on  tire  de  la  formule  précédente,  en  changeant  x  en 


)  00 


XOO  /»  00 

-  00  •/—  00 


d'où 


r°° e-** (4?^«' H- <?-*«'}rfx  =  <?«V^'' 


Posons    a=^a  ^ —  i  ^     il     vient ,     en     observant    que 

d'où 

ou ,  en  changeant  x  en  mj:  et  am  en  n , 

/»00 

La  substitution  de  a  sj —  i  à  a  n'a  pas  altéré  Téquation  , 


.  ^         m* 

cos  2  nxdx  =  —  e 


494  TJVRE    III. 

parce  que  les  deux  membres  pouvaient  être  développés 
en  séries  convergentes  par  rapport  à  a ,  et  que ,  par  con- 
séquent, les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  a  étaient 
nécessairement  les  mêmes  de  part  et  d'autre.  Or,  comme 
ils  ne  changent  pas,  quelque  expression  que  l'on  substitue 
à  a,  l'identité  a  toujours  lieu;  et  c'est  pour  cela  qu'en 
lui  substituant  a  sj-^  i  elle  existe  encore. 

374.  En  partant  des  valeurs  de  deux  intégrales  définies 
que  nous  avons  données  précédemment,  on  peut  parvenir 
à  Texpression  donnée  par  Wallis ,  du  rapport  de  la  cir- 
conférence au  diamètre. 

Ces  deux  formules  sont 


X 
X 


'  x^^'^'dx  2.4.6.  ..^k 


VI- 


-x^        3.5.7.  •  •  (2^  +0' 


^      X^^dX  I  .  3  ...  (2  X-  I  )        TT 

y/l  — ^»'~  2.4..     2^  2 


Lorsque  A  croit  indéfiniment,  elles  tendent  toutes  les 
deux  vers  zéro ,  comme  on  peut  s'en  assurer  en  renver- 
sant les  fractions,  qui  deviennent  évidemment  infinies 
avec  k  •,  car  la  première  devient  ainsi 

('■^^)('-^?)('^è)--('^^)' 

1  .  III  I  .       > 

et  ce  produit  surpasse  — h-^-h^-1-...H — t'  qtti  croit 

indéfiniment  avec  ft .  11  en  serait  de  même  pour  la  seconde. 
Mais  le  rapport  de  ces  intégrales  a  pour  limite  l'unité. 

En  effet,  si  l'on  considère  deux  valeurs  consécutives 
de  /11,  les  valeurs  correspondantes  de  l'une  quelconque 
des  deux  intégrales  ont  un  rapport  qui  tend  indéfiniment 
vers  l'unité,  à  mesure  que  k  augmente.  Or,  si  l'on  prend 
l'exposant  de  dedans  l'autre  intégrale,  compris  entre  les 
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deux  valeurs  de  Texposant  de  la  première,  il  est  clair  que 
la  valeur  de  la  seconde  intégrale  sera  comprise  enlise  les 
deux  consécutives  de  la  première,  et  que  son  rapport  avec 
chacune  d'elles  tendra  vers  Tunité,  comme  le  rapport 
qu'elles  ont  l'une  avec  l'autre. 

On  peut  encore  s'en  assurer  par  la  considération  sui- 
vante, dont  on  trouve  de  fréquentes  applications. 

Lorsque  h  est  très-grand ,  le  numérateur  est  sensible- 
ment nul,  tant  que  a:  n'est  pas  très-voisin  de  l'unité,  le 
dénominateur  restant  alors  fini ,  la  partie  de  l'intégrale 
prise  depuis  zéro  jusqu'à  une  valeur  i  —  a ,  a  étant  une 
quantité  fixe  aussi  petite  que  l'on  voudra ,  est  très-petite 
par  rapport  au  reste  de  Pintégrale;  et  le  rapport  de  ces 
deux  parties  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  k  aug- 
mente, a  restant  constant  (*).  Pour  comparer  les  deux 
intégrales  en  question,  lorsque  k  augmente  indéfiniment, 
il  suffit  donc  de  prendre  le  rapport  des  parties  de  ces  in- 
tégrales relatives  aux  limites  i  —  a  et  i ,  puis  de  supposer 
que  a  diminue  de  plus  en  plus.  Or  le  rapport  des  dîffé- 


(*)  On  a,  en  effet, 

"«    x^dx    __  (i  —  a)»+'  I 


/*  x*dx    _  1  —  (i  —  fit)"-*-'  I     ■ 

*  —  «  ' 

y.  étant  compris  entre  o  et    i  -—  oc,  et  y  entre   i  —  a  et  i  ;  d'où  ii  ré- 
sulte 


'      ■>■      ' 


yjl  _  y«         V^I-itt* 

Le  rapport  de  la  seconde  intégrale  à  la  première  est  donc  plus  grand 
que 


(i —  «)«+' 
11  croit  donc  infiniment  avec  n,  quelque  petit  que  soit  a. 
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rentifiUes  esta:,  et^  par  conséquent,  le  rapport  des  par- 
ties que  nous  considérons  des  intégrales  est  une  moyenne 
entre  les  valeurs  extrêmes  de  x ,  qui  sont  i  ■^-  a  et  i .  Ce 
rapport  a  donc  pour  limite  i  ;  et  il  en  est  de  même  du 
rapport  des  intégrales  entières,  puisqu'on  n'en  a  né- 
gligé quVne  partie  infiniment  petite  par  rapport  à  elles- 
mêmes. 
On  a  donc 

n        3.3.5.5...  (2^->i)  (2/~i)(2i^ -4-1)  _ 

*2      2.2.4    4*6*^ 2^.2/-  ' 

d'où 

TT  2»4*4*^*^*^  8... 

4  ""  3.3.5.5.7.7.9.  •  • 

Il  est  facile  de  voir  que  Ton  aura  un  résultat  trop  faible 
ou  trop  fort,  suivant  que  l'on  prendra  un  nombre  impair 
ou  un  nombre  pair  de  facteurs  aux  deux  termes  de  cette 
fraction. 

Nous  parlerons  plus  tard  d'une  méthode  générale,  qui 
consiste  à  ramener  la  détermination  des  intégrales  dé- 
finies à  l'intégration  d'équations  différentielles  relatives 
aux  constantes  qui  se  trouvent  sous  le  signe  de  l'inté- 
gration. 


DES    LIMITES    DE    SOMMES.  497 


CHAPITRE  X. 

INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES  QUI  RENFERMENT 
PLUSIEURS   VARIABLES   INDÉPENDANTES. 


fi75.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  les  diffé- 
rentielles qui  ne  renferment  qu'une  seule  variable  et  qui 
sont,  par  conséquent ,  de  la  forme  F  (x)rix'^  nous  allons 
examiner  maintenant  celles  qui  renferment  plusieurs  va- 
riables indépendantes ,  et  nous  proposer  de  déterminer, 
s'il  est  possible,  la  fonction  de  ces  variables  qui  a  pour 
différentielle  totale  l'expression  donnée. 

Considérons  d'abord  deux  variables  x  ^  y^  et  soit  pro- 
posé d'intégrer  l'expression 

dans  laquelle  on  a 

M  =  (p(.r, /),     N  =  ^Ka:,  ^). 

On  observera  d'abord  qu'il  n'existe  pas  toujours  une 
fonction  de.r  et  y  dont  elle  soit  la  différentielle  :  car,  si 
Ton  désigne  par  ii  une  pareille  fonction ,  on  devra  avoir 

M  =  -7-9   J>=^-;   et  comme   3— r  = -7-^- >     11    laudra 
dx  dy  dxdy       dydx 

au  on  ait  — r-  =  -7—  Si  donc  les  fonctions  M,  N  ne  salis- 
^  dy         dx 

font  pas  à  cette  identité,  il  n'existera  aucune  fonction 
de  X  et  j"  qui  ait  pour  différentielle  l'expression  donnée. 
Mais  nous  allons  voir  que,  si  cette  condition  est  remplie., 
la  fonction  cherchée  existe  nécessairement,  et  que  sa  dé- 
termination se  ramène  toujours  à  des  quadratures, 
I.  32 
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On  remarquera  d'abord  que  celte  fonction,  devant  avoir 
M  pour  dérivée  partielle  par  rapport  à  x ,  doit  être  ren- 
fermée dans  l'intégrale  indéfinie  de  Mrfx  par  rapport  à  x^ 
y  étant  considérée  comme  une  constante.  Elle  est  donc 


comprise  dans  l'expression    /      Mdx  H-  V,  V  étant 


une 


fonction  arbitraire  de  y. 

Il  reste  à  déterminer  cette  fonction  de  manière  que  la 
dérivée  partielle  par  rapport  hj  soit  N.  Or  cette  dérivée 
est 

r''  du  ,       dS  r'  d^  ^        d\ 

ou  enfin 

dV 


Il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait 


dV  C^ 

—  \  (-^0,  j)  =  o ,     OU     V  =  I     ^  (oTo,  y)  dy  -h  C. 


dy 


Il  existe  donc  nécessairement  une  fonction  de  X  et  j^,  dont 
l'expression  donnée  est  la  différentielle  5  et  la  valeur  la 
plus  générale  de  cette  fonction  11  est 

11=    l      f^[x,y)dx-\'    I      '\{x,yy)dy  -JfC, 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

376.  Il  n'y  a  pas  plus  de  difficulté  dans  le  cas  où  le 
nombre  des  variables  indépendantes  est  plus  grand.  Soit, 
par  exemple, 

lAdx'^'^dy-^Vdz 

et 

M  ==  (?  (x,  r,  2) ,     N  =  njl  (jc,  j,  2) ,      P  =r  X  {xy  y,  »). 
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Il  faudra  d'abord  que  M  ,  N,  P  satisfassent  aux  conditions 
indispensables 

rfM_rfN       rfM_€/P       rfN_r/P 
(if         dx         dz         dx  dz        dy 

Cela  étant,  la  fonction  cherchée  sera  nécessairement  com- 
prise dans  la  fortnule   i      Mc?a:  H-V,  V  étant  une  fonc- 

tion  arbitraire  àe  y  et  2 ,  qu'il  faut  déterminer  par  la 
condition,  que  les  dérivées  partielles  de  l'expression 
précédente,  par  rapport  à  y  et  z,  soient  respectivement 
NetP. 

On  aura  donc 

„    r'rfM,    rfv    r'dÇj_^^^—v    v^rvïi-u''^ 

P=/      _.£.H-_=j      _dx  +  --P-x{W.»i  +  ^. 

Il  est  donc  nécessaire  et  suflSsant  que  la  fonction  V  satis- 
fasse aux  deux  conditions 

d\  ,  '      dY  ,  . 

—  =  4, {xo^x,  z),    -^  =  x(^o»r,  «) , 

ce  qui  rentre  dans  la  question  précédente.  On  aura  donc 

La  fonction  dont  la  différentielle  est  l'expression  don- 
née, existe  donc  lorsque  les  trois  conditions  ci-dessus 
ont  lieu  ;  et ,  si  on  la  désigne  par  u ,  on  aura 

«=  f^^{xjx,z)dz-h  f  ^K^o,r,^)^r-H  I    x{^oyroyz)dz'hC, 

c/x,  »/ro  «^^o 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

32. 
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Il  est  facile  do  voir  que  le  cas  de  m  variables  se  ramène 
de  la  même  manière  au  cas  de  m  —  i ,  pourvu  que  les  coef- 
ficients satisfassent  aux  conditions  qui  expriment  que  les 
coefficients  différentiels  du  second  ordre  de  la  fonction 
cherchée ,  pris  de  toutes  les  manières  possibles  par  rap- 
port à  deux  variables  différentes ,  sont  indépendants  de 
l'ordre  des  différentiations.  Donc  le  problème  est  toujours 
possible  lorsque  ces  conditions  sont  remplies,  et  il  est 
toujours  ramené  à  de  simples  quadratures. 
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CHAPITRE  XL 

SÉPARATION  DES    VARIABLES. 


377.  Lorsque  nous  avons  cherché  à  déterminer  une 
fonction  inconnue  y^  d'une  variable  x^  connaissant  sa 
dérivée  par  rapport  à  jc,  nous  avons  supposé  que  celte 
dérivée  était  exprimée  au  moyen  de  x  seulement.  Il  est 
facile  de  ramener  à  ce  cas  celui  où  la  dérivée  serait  le 
produit  d'une  fonction  de  x  par  une  fonction  de  y.  En 
effet,  en  divisant  par  le  facteur  fonction  de  j,  on  obtient 
une  équation  delà  forme  suivante,  dans  laquelle  F  [y)  et 
f{^x)  sont  des  fonctions  connues  : 

ou 

(2)  F(r)e/r=/(x)cte. 

On  dit  alors  que  les  variables  x ,  y  sont  séparées. 

Si  maintenant  on  trouve  une  fonction  Fi  (j)  dont  la 
dérivée  par  rapport  à ^  soit  F  (/),  et  une  fonction/i  ^x) 
dont  la  dérivée  par  rapport  à  x  soit/(x) ,  l'équation  (i) 
nous  montre  que  Fi  [y)  et  /i  (jc)  auront  même  dérivée 
par  rapport  à  x,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x^  et  que, 
par  conséquent,  elles  ne  peuvent  différer  que  par  une 
constante  ;  on  aura  donc 

(3)  F.(jr)=/.(x)-4-C, 

C  désignant  une  constante  arbitraire.  On  aura  donc  ainsi 
réqiiaiion  cherchée  entre  x  et  y,  et  le  problème  est  ra- 
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mené,  comme  on  le  voit,  à  celui  qui  a  été  traité  précé- 
demment et  qui  consiste  à  remonter  de  la  dérivée  d'une 
fonction  à  cette  fonction. 

En  prenant  l'équation  sous  la  forme  (2),  les  deux 
membres  sont  les  différentielles  des  deux  fonctions 
Fi  (y)  ^  fx  (j:),  relatives  à  des  valeurs  correspondantes 
det/r,  dy.  Les  accroissements  finis  quelconques  de  ces 
deux  fonctions ,  en  passant  d'un  système  de  valeurs  de 
X  5  y  à  un  autre  quelconque,  sont  donc  égaux,  et  ces  fonc- 
tions ne  peuvent  différer  que  par  une  constante^  ce  qui 
ramène  à  l'équation  (3). 
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CHAPITRE  XII. 

APPLICATION  GÉOMÉTRIQUE  DES  MÉTHODES  D'iNTÉ- 
GRATION.  QUADRATURE  DES  SURFACES  PLANES. 
RECTIFICATION   DES   COURBES. 


378.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  premier  cha- 
pitre du  livre  III,  Taire  comprise  entre  les  deux  ordonnées 
relatives  aux  abscisses  j^oetx,  peut  être  représentée  en  coor- 
données rectangulaires  par    I    ydx^  et,  en  coordonnées 

obliques  par  si  nO  i    ydx^  6  désignant  F  angle  des  axes.  L'é- 

quation  de  la  courbe  donne  y  en  fonction  de  jc,  et  la 
quadrature  de  la  surface  en  question  est  ramenée  à  une 
intégration.  C^est  pour  cela  que  Ton  désigne  souvent  par 
le  mot  quadrature  l'opération  du  calcul  intégral  par  la- 
quelle on  remonte  de  la  différentielle  d'une  fonction  à 
une  seule  variable,  à  cette  fonction  même. 

Si  l'aire  à  calculer  était  comprise  entre  deux  ordon- 
nées et  deux  arcs  de  courbe,  Texpression  de  sa  diffé- 
rentielle serait  (Y — j)  dx,  en  désignant  par  Y  et  ^  les 
fonctions  de  x  qui  représentent  l'ordonnée  de  chacune 
des  deux  courbes.  Si  la  nature  de  l'une  ou  de  l'autre  de 
ces  courbes  changeait  dans  l'intervalle  compris  entre  les 
limites,  il  faudrait  partager  cet  intervalle  en  plusieurs 
autres ,  dont  les  limites  seraient  les  diverses  valeurs  de  x 
où  s'opéraient  ces  changements. 

Si  la  courbe  est  donnée  par  une  équation  entre  des 
coordonnées  polaires  9  et  r,  Faire  que  Ton  cherche  à 
évaluer  est  celle  de  la  figure  comprise  entre  deux  rayons 
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vecteurs  et  Tare  de  la  courbe.  Sa  différentielle  est,  comme 
nous  Pavons  déjà  vu,  r'  —  Donc  Faire  comprise  entre  les 
deux  rayons  correspondants  aux  angles  60  5  6  aura  pour 

expression  \    l     r^  dO^  r  désignant  la  fonction  de  6  tirée 

de  l'équation  de  la  courbe. 

Si  la  surface  à  évaluer  était  comprise  entre  deux 
rayons  vecteurs  et  deux  courbes ,  sa  différentielle  serait 

r/6 ,  r  et  /•'  désignant  les  rayons  vecteurs  des 

deux  courbes,  relatifs  à  une  même  valeur  de  9  ^  Taire  cher- 

chée  serait  donc  exprimée  par  }   /    ('*  —  r'*)  Jô,  r  et  /' 

étant  des  fonctions  connues  de  9 ,  déduites  des  équations 
des  deux  courbes. 

EXEMPLES. 

Paraboles,  —  Proposons-nous  d'abord  de  calculer 
Vaire  des  paraboles  renfermées  dans  l'équation  géné- 
rale 

m  et  n  étant  positifs  ^  on  aura 

n 
1           1                  '      ""^* 
fjrdx=p"'    Cx^dx^^p^'Ç -4- G. 

m 
Si  Ton  prend  Taire  à  partir  de  Jc  =  o,  on  aura  C  =  o,  et 
Taire  terminée  à  l'ordonnée  relative  à  une  valeur  quel- 
conque de  j;,  aura  pour  expression 

1     n 

-    — h  I 

/wo"'x'"  mxy 

r  -,       OU 


m  -\-  n  m  -j-  n 

f^a  partie  du  rectangle  xy  qui  reste,  après  avoir  retran- 
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elle  celle-ci ,  cl  que  Ton  trouverait  directement  en  pre- 

•nant  /     xdv  est ;  donc  l'arc  de  la  courbe  divise  le 

rectangle  xy  dans  le  rapport  constant  de  min. 

Si  l'on  considère  au  Heu  de  l'origine  un  point  (a,  6) 
de  la  courbe,  les  aires  comprises  entre  les  ordonnées  ou  les 
abscisses  de  ce  point  et  du  premier,  seront  les  différences 

de  quantités  ayant  même  rapport  —  -,  elles  auront  donc 

aussi  ce  même  rapport  entre  elles.  D'où  Ton  voit  que  si 
Ton  projette  un  arc  quelconque  de  la  courbe  sur  Taxe 
des  X  et  sur  Taxe  des  j",  les  aires  comprises  entre  cet  arc , 
les  lignes  projetantes ,  et  Taxe  perpendiculaire,  sont  entre 
elles  comme  les  exposants  w  et  n. 

Hyperboles,  —  CiOnsidérons  maintenant  l'équation  gé- 
nérale j'"  x"  =z  a  des  hyperboles  qui  ont  pour  asymptotes 
les  axes  des  coordonnées  5  on  aura 

I  n 

Cydx  =  a""  ÇoT  "'  dx  =z  ""—1^-"^ ^  C, 


n 

hi 

m 


Soit  d'abord  n<^n2^  et  supposons  que  Taire  commence 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  a,  S 5  Taire  aura  pour 
expression 


ou     --^^-^^ '- 


On  voit  que  sa  valeur  est  finie  pour  a  =  o,  quoi qu  elle 
s'étende  alors  indéfiniment  dans  le  sens  des  j-,  puisque 
Taxe  des  y  est  asymptote  de  la  courbe  :  mais  elle  de- 
vient infinie  en  même  temps  que  x. 

Ainsi  Taire   comptée   à   partir  d'une  ordonnée  arbi- 
traire,   et  prolongée  indéfiniment    vers    Tune  des  deux 
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asymptotes,  est  finie  ou  infinie,  suivant  que  la  coordonnée 
comptée  sur  cette  asymptote  a  le  plus  grand  ou  le  plus 

petit  exposant  dans  Téqualion.  En  cherchant  —  I     xdj\ 

on  aurait  l'aire  comprise  entre  Tare  et  les  abscisses  me- 
nées par  ses  extrémités  5  son  expression  serait ^«  Ces 

deux  aires  sont  donc  encore  dans  le  rapport  des  exposants 
m  et  n. 

Si  Ton  avait  n^m^  on  arriverait  à  la  même  conclu- 
sion . 

Si  Ton  avait  fn=n^  l'équation  serait  de  la  forme  xj=p^, 
et  représenterait  une  hyperbole  équilatèn» ,  puisque  les 
axes  sont  rectangulaires.  On  aurait  alors 


Si  l'on  voulait  que  Taire  commençât  à  Taxe  des/,  on 
aurait  a  =  o  ;  ce  qui  fait  voir  que  l'aire  comprise  entre 
une  ordonnée  quelconque  et  l'axe  des/  est  infinie. 

Si  Ton  suppose  a=/?,  Taire  commencera  a  Tordonnée 
menée  par  le  sommet  de  l'hyperbole;  et,  si  Ton  prend  jw 
pour  unité,  son  expression  sera  \x.  C'est  cette  propriété 
qui  a  fait  donner  aux  logarithmes  népériens  le  nom  de 
logarithmes  hyperboliques. 

Réciproques,  —  Les  paraboles  et  les  hyperboles  que 
nous  venons  de  considérer  jouissent  de  cette  propriété 
commune  que,  si  Ton  projette  un  arc  quelconque  de  ces 
courbes  sur  les  deux  axes ,  les  aires  comprises  entre  cet 
arc  et  les  coordonnées  parallèles  sont  dans  un  rapport 
constant.  Or  il  est  facile  de  démontrer  qu'elles  sont  les 
seules  courbes  qui  en  jouissent.  En  effet ,  cette  condition 
générale  est  exprimée  par  Téquation 


n  1      ydx  =z±ni   I     xdy. 


DES    LIMITES    DE    SOMMKS.  So^ 

Le  signe  —  du  second  membre  se  rapportant  au  cas  où 
dy  et  dx  sont  de  signes  contraires. 

Différentiant  les  deux  membres  en  considérant  le  point 
a ,  S  comme  immobile,  et  a*,  y  comme  seules  variables,  il 
vient 

dx  dy 

njr  dx  =  ±  mx  df,     ou     n  —  =r  db  /w  —  7 

X  y 

et  intégrant 

/2 1  j:  =  di:  /w  1  r  H-  1  c, 

en  désignant  par  1  c  une  constante  arbitraire.  Celle  équa- 
tion peut  se  mettre  sous  la  forme 

et  représente  des  paraboles  ou  des  hyperboles,  suivant 
qu'on  suppose  que  les  coordonnées  varient  dans  le  même 
sens  ou  en  sens  contraire. 

Ellipse.  —  Soit  Féqualion  de  Tellipse 

b   , 

a^X^-h  b^x^=:a^b\     ou     7  =  -  V^' "~  •^' î 

on  aura 

Or,  en  intégrant  par  parties,  on  trouve 

r    I / r  ^'^^^ 

\  dx  Vû'  —  x-=^  X  \(C-  —  x'  +    1  ~T-- -' 


Mais 


=   I    i — — - — =  —   I  rfjrVfl*— a:*H-a'arcsin -; 


en  substituant,  il  vient 


i  dx\}^a}  —  X*  =  J' sld^ — x'^  +  a}  arc  sin \  dx  y/i*  —  x^^ 

Réunissant  les  deux  intégrales,  que  l'on  supposera  prises 
à  partir  de  la  même  limite,  et  ajoutant  une  constante 
arbitraire,  il  vient,  en  divisant  par  2,  puis  multipliant 


So8 


par-, 


-    \  dx  yû'  —  X*  =1 
^  J 


bxsJà^'-^x'^       ab  .    x 

— ■■ 1 arc  sin  -  -h  C. 

2,a  2.  a 


Si  Ton  veut  que  Taire  commence  à  Taxe  des  y,  on  aura 

C  =  o.  Si  Ton  fait  ensuite  a:  =  a,  on  aura  -j-  pour  la 

valeur  du  quart  de  l'ellipse.  L'aire  de  Tellipse  entière  est 
donc  itab  :  elle  devient  wa*,  si  fe  =  a. 

bx  Kl  Cl^  — ~~  x"^  XY 

Le  terme  — -étant  équivalent  à— mesure  le 

triangle  dont  les  côtés  sont  x  el  y\  par  conséquent,  le 

terme  — arc  sin  -  mesure  le  reste  de  Taire,  c'est-à-dire  le 

secteur  formé  par  Taxe  des  j^,  Tare  de  Tellipse  et  le  rayon 

mené  du  centre  à  l'extrémité  de  cet  arc. 

Hyperbole,  —  Soit  maintenant  l'équation  de  Thyper- 

bole 

b    . 

û»/'  —  6'x=  =  —  û'  b%     ou     /  =  J  V-^'  —  û'  ; 


on  aura 


ï  ydKz^z-    I   dx^x^ — û'. 


Et,  si  Ton  suit  la  même  marche  que  pour  l'ellipse,  on 

trouvera 

^    ,         bxJx^  —  a}       ab  .  /  /— r»   ,  p,, 

yrdx=  — 1  (j:-f- yx'  — a')4-C; 


ï' 


2 


si  Ton  veut  faire  commencer  Taire  au  sommet,  son  ex- 
pression devra  être  nulle  pour  or  =  a,  d'où  C  =  —  lu,  et 
l'aire  aura  pour  valeur 


hx  sjx^  —  a'       ab     X  -h  sjx^  - 


DES    LIMITES    DE    SOMMES.  So^ 

Le  premier  terme  étant  égal  à  — ^  ?  on  eu  conclut  que 


ab  .  X  -h  sJx^  —  «*       .    1»  •         j 

—  1 1 est    1  expression  du    secteur  compris 

entre  Taxe  transverse,  Tare  de  Thyperbole  et  le  rayon 
mené  du  centre  à  l'extrémité  de  cet  arc. 

Cycloïde.  —  Considérons  maintenant  la  cycloïde  rap- 
portée à  son  sommet  A  {fig*  g6)  ;  son  équation  différen- 
tielle sera 


Hx        y    2fl — j 


2a  étant  le  diamètre  AB  du  cercle  générateur.  L'aire  AMP 
a  pour  expression 

Jf    fdxy    OU     /    ^jv'2«r— r'; 
0  Jo 

elle  est  donc  identique  avec  Taire  AQN  relativement  au 
cercle  générateur. 

L'aire  totale  ADK  est  donc  égale  à  la  moitié  de  celle 
du  cercle ,  ainsi  que  Taire  symétrique  CHA  ;  et,  comme  le 
rectangle  CHKDC  est  égal  à  4it«*>  Taire  CADC  sera  égale 
à  37ra',  ou  au  triple  du  cercle  générateur. 

Quant  à  Texpresrion  de  T intégrale 


/" 


dy^7,ay^X\ 
on  observera  qu'elle  est  identique  avec 


f' 


elle  rentre  donc  dans  celle  que  nous  avons  calculée  dans 
le  cas  de  Tellipse,  en  y  changeant  x  en  y  —  a.  Ainsi  Ton 
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aura 


dy  y/2«j  —  jr»  =  ^- ~ — —  +  —  arc sm*^^ hC 

2  2  fl 

Sî  Tou  prend  l'îiitégrale  à  partir  dey  =  o,  on  aura 

el  si  Ton  prend  pour  seconde  limite  j^=  a  a,  la  valeur  de 
Taire  sera 

2 

comme  nous  l'avions  déjà  reconnu. 

Spirale  logarithmique.  —  L'équation  de  cette  courbe 
est,  en  coordonnées  polaires,  r  =  Ae^^  j  l'aire  comprise 
entre  deux  rayons  vecteurs  correspondants  aux  angles  0^ 
et  0  aura  donc  pour  expression 


2 

OU 


~4^' 

eji  désignant  par  Tq  et  r  les  valeurs  extrêmes  du  rayon 
vecteur. 

Si  Ton  part  de  Tq  =  o ,  c'est-à-dire  si  l'on  cherche  la 
limite  de  l'aire  comprise  entre  le  rayon  fixe  r  et  un  autre 
rayon  dont  l'extrémité  tend  vers  le  pôle ,  tandis  que  sa 
direction  tourne  indéfiniment  autour  de  ce  point  asymp- 

tote,  on  trouvera  simplement  j—  Cette  aire  croît  donc 

comme  le  carré  du  rayon  vecteur. 


DfiS    LIMITES    DE    SOMMES. 


Rectification  des  courbes, 

379.  Nous  avons  démontré  que  la  différentielle  d'un 
arc  de  courbe  plan  est  sj  dx^  -f-  dj^ ,  en  supposant  les 
axes  rectangulaires  :  elle  sera  pour  une  courbe  à  double 
courbure,  s  dx^  -^  dj^ -^  dz^.  Lorsque  les  axes  font  entre 
eux  des  angles  quelconques,  on  sait  quels  termes  il  faut 
ajouter  sous  le  radical;  mais  on  suppose  ordinairement 
ces  angles  droits.  L'arc  dont  les  extrémités  correspondent 
aux  abscisses  Xq  eix  aura  donc  pour  expression,  dans  le 
premier  cas , 

/»x 


f 


et ,  dans  le  second , 


/ 


slàx"^  -H  dy  -  ~h  afaV 


Si  la  courbe  plane  était  rapportée  à  des  coordonnées 
polaires,  nous  avons  vu  que  la  différentielle  de-  sa  lon- 
gueur aurait  pour  expression 

et  sa  longueur  serait,  par  conséquent,  exprimée  par 

f^e 

i     ^dr^'hr^dB\ 

A 

9^  et  9  étant  des  valeurs  extrêmes  de  l'angle  9. 

EXEMPLES. 

Parabole.  —  Soit   d'abord  la  parabole   ayant  pour 

équation 

ydr 
y  '  =  2  pxy     d'où     ydjr  =  pdXf     dx  = ? 
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on  aura 


sfdi' -{- dy^z=  dx  U  i  -f--- 


La  longueur  de  Tare  dont  les  extrémités  correspondent 
à  Jq  et  y  aura  donc  pour  expression 

Pj,r,  ^P 

SI  Ton  veut  faire  commencer  Tare  au  sommet ,  on  aura 

G=:-/.M/7, 

et  l'expression  de  cet  arc  sera 


1p  2  p 

Ellipse,  —  L'équation  de  TelHpse 
donne 


ds=: 

nu  sU 

dy 
dx~ 

./:.iA'-~ 

•Vor' 

s/dx'-hdy^=z 

'^^V  «'- 

-^»    ' 

en  désigna 

ï«  —  A*  par  ae. 

L'abscj 

5se  X 

étant  loujoun 

i  moindre 

que  a, 

on 

peut 

poser 

xz=a  sin  y, 

d'où 

dx  z=za  co%ffd(f^     ds  =  ad'<j)  y^i  —  e^  sin'ç. 

Pour  intégrer  cette  expression,  on  développera  le  radical 
en  série,  ce  qui  est  pennis,  puisque  le  second  terme  est 
plus  petit  que  le  premier.  On  aura  ainsi 

/         t  •  «   xï  1*1         ïï    A   .  1  1.1.3...  (2m  — 3)   ,_  .  ,^^ 
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et,  par  suite, 

=  a|^î;~ie«  JsinV*^  -'^^\f  ^^^'f^f  —..-  '  l  '^^'q!"'^^^  e*'- Jsin^'-^d^  -...j. 

Celle  série  sera  d'aulant  plus  convergente  que  Texcenlri- 
cilé  e  sera  plus  pclite.  Si  l'on  intègre  à  partir  de  (p  =  o, 
on  aura 

^.  ,  COSof.  3TO--I    .  ,  (2m— l)(2TO  —  3)... 3    .       1 

^    ^  2WI  L  ^         im  ^  (2/îi  — 2)(2m--4)- • -2         J 

(2m-»). ..3.1 
2m. .  .4.2      ^ 

et  5  si  Ton  prend  pour  seconde  limite  y  =  -5  on  aura  pour 
l'expression  du  quart  du  périmètre  de  l'ellipse. 

Si  e  =  o,  l'ellipse  devient  le  cercle  donl  le  rayon  est  a , 

et  l'expression  précédente  se  réduit  à  — >  qui  est,  en 

effet,  le  quart  de  la  circonférence. 

Hyperbole,  —  L'équation  de  l'hyperbole 

a^y^  ^  h^x""  =  —  a'  b\ 
donne 


dy       b^x 

—  as 


dx       a}y 
en  posant 


Les  valeurs  de  x  étant  toujours  plus  grandes  que  a,  on 
posera 


a  ., 

X  = 9  et  1  on  aura 


ces  Y 

d<if       /         cos*(p 
cos^yV  e' 

I.  33 
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Si  Fou  développe  en  série  le  radical ,  et  qu'on  intègre  à 
partir  de  (p  =  o  qui  correspond  kx  =  a^on  aura 

J^^  .^y    r        '  ^^^'  ^       '  •  '  ^**  ^  _        _  i.i.3...(3m  — 3)co8*"9)  1 

^    cos*pL        ^     c"  3.4     e*         "•  3.4.6. ..3m         ê»  "j' 

d'où 
f-.i.#tang9,---^j^    <«f  1^,^    ^.    -+-^^g.   ^,    ■<^--^-  ,.4.6. ..3m      c.«-.    -^-J 

Lorsque  a:  croît  indéfiniment,  9  tend  vers  -j  et  5  croît 

sans  limite.  Mais  si  l'on  cherche  la  différence  entre  Tare 
et  la  partie  de  l'asymptote  comprise  entre  le  centre  et  le 
point  correspondant  de  l'abscisse  de  l'extrémité  de  l'arc , 
cette  différence  tend  vers  une  limite  dont  il  est  facile 
d'obtenir  l'expression.  En  effet,  cetle  partie  de  l'asymp- 
tote est  ésale  à ;  et ,  si  Ton  en  retranche  s ,  il  reste 

°  cosç         '  ' 


«tf(i  —  siny  ) 


ao       a    C^ j     pLicos*»       T.i.3eo8^o  T 


cosy 

Si  l'on  passe  â  la  limite  9  =  -9  il  vient 


i7L'"^2(27)  ^3(2.47»)  "^^Vï^fevO  "^  ••]• 

380.  Cycïoïde.  —  L'équation  de  la  cycloïde  rapportée 
à  son  sommet  est 


d'où 

'  2«— 7 


dsz=idy\J 


dx        y   7,a  — j' 


donc 

j^ 
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et  si  l'on  fait  commencer  Tare  au  sommet,  on  anra 
C  =  o     et    s=  n  ^2,ay, 


Si  l'on  fait  j^=  aa,  on  aura  la  moitié  du  périmètre  de 
la  cycloïde,  qui  sera  égale  h  ^a.  Pour  une  valeur  quel- 
conque de  y^  s  est  double  de  la  longueur  de  la  tangente. 

C'est  à  quoi  Ton  était  déjà  parvenu  par  la  théorie  des 
développées. 

Spirale  logarithmique.  —  L'équation  polaire  de  cette 
courbe  est 

r  =  ke*"^,     d'où     ^/r  =i  A ae^^d^ ; 

ds  =  sjdr"  -f.  r»rfÔ»  =  A  sj  i -^^  a\  c^'^dQ. 
Donc 


,^j,{l±le^e^ç.^,s/i±a^_ 


C. 

a  a 


Si  l'arc  commence  au  pôle,  qui  est  asymptote  de  la 

courbe ,  on  aura 

V^i  -f-a' 

C  =  o    et    j  =  r 

a 

Cette  expression  est  celle  de  la  longueur  de  la  tangente 
menée  à  l'extrémité  de  l'arc,  et  terminée  à  la  perpendi- 
culaire au  rayon  vecteur  mené  par  le  pôle.  Ce  résultat 
avait  déjà  été  obtenu  par  la  théorie  des  développées. 

381.  Supposons  maintenant  les  points  déterminés  par 
trois  coordonnés  polaires.  Soient  0  l'angle  formé  par  le 
rayon  vecteur  r  avec  l'axe  des  z ,  et  ip  l'angle  formé  par 
sa  projection  sur  le  plan  XY  avec  l'axe  des  x.  Toute 
courbe  sera  déterminée  par  deux  équations  entre  r,  ^|;,  0. 
Les  équations  qui  déterminent  généralement  x^  y^  z  en 
fonctions  de  r,  6,  tj/,  feront  connaître  dx^  dy.  dz^  au 
moyen  de  r,  6,  ip,  fi?r,  é/9,  d^  ;  et  en  les  substituant  dans 
^dx^  -f-  dy^  -f-  dz^^  on  aura  l'expression  de  la  di£Féren- 

33. 
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lielle  de  l'arc  en  coordonnées  polaires.  Mais  on  peut  y 
arriver  direcleinent  de  la  manière  suivante  : 

Si  l'on  conçoit  une  sphère  décrite  du  pôle  comme 
centre  avec  le  rayon  r,  elle  coupe  le  rayon  r-h  dr  en  un 
point  qui,  joint  à  l'extrémité  de  r  par  un  arc  de  grand 
cercle,  détermine  un  triangle  rectangle  infiniment  petit, 
dont  ds  est  l'hypoténuse  et  dr  un  des  côtés  de  l'angle 
droit.  Pour  déterminer  le  troisième  côté,  on  mènera  par 
Taxe  des  z  deux  plans  contenant  respectivement  les  deux 
rayons ,  et  qui  comprendront  entre  eux  l'angle  d^  ^  puis , 
par  Tune  des  extrémités  de  ce  troisième  côté,  on  mènera 
un  plan  parallèle  à  XY  :  le  côté  cherché  sera  l'hypoté- 
nuse d'un  triangle  rectangle  tracé  sur  la  sphère,  et  dont 
les  deux  côtés  de  l'angle  droit  seront  respectivement 
r  sin  Od^  et  rdô.  On  aura  donc    • 

€ls  =  )fdr^  H-  rWG'  -h  r»  s\n''^d^^ ; 

et  pour  avoir  s ,  il  suffira  d'exprimer  deux  des  variables 
en  fonction  de  la  troisième  d'après  les  équations  de  la 
courbe,  et  d'intégrer  entre  les  limites  demandées. 


DES    LIMITES    OK    SOMMES.  Si'] 


CHAPITRE  XIIL 

CUBATURE  DES  SOLIDES  ET  QUADRATURE  DES  SURFACES 
*      COURBES. 


Cuhature  des  solides  de  réi^olution. 

382.  Considérons  maintenant  le  solide  formé  par  la  ré- 
volution d'une  surface  plane  autour  d'un  axe  situé  dans 
son  plan,  et  que  nous  prendrons  pour  axe  des  x.  L'équa- 
tion de  la  courbe  qui  termine  celte  surface  est  donnée 
entre  deux  coordonnées  x^  y^  situées  dans  le  plan  YAX  , 
où  se  trouve  primitivement  cette  courbe.  Cela  posé,  nous 
nous  proposons  d'évaluer  le  volume  compris  entre  deux 
plans  perpendiculaires  à  l'axe  de  rotation,  et  qui  est  en- 
gendré par  la  partie  MNM'N'  de  la  surface  [Jig.  97) 
comprise  entre  les  deux  ordonnées  arbitraires  MP,  NQ. 
Pour  cela  ,  nous  chercherons  l'expression  de  la  diffé- 
rentielle de  ce  volume ,  que  l'on  peut  considérer  comme 
Tacçroissement  infiniment  petit  que  prend  le  volume  V 
lorsque  la  variable  x  dont  il  est  fonction  prend  Taccrois- 
sèment  dx.  Soit  QR  =  dx^  d\  sera  considéré  comme  le 
volume  engendré  par  la  surface  NKN'K'.  Mais,  si  par  les 
points  N,N'  on  mène  des  parallèles  à  AX,  on  remplacera 
NKN'K'  par  un  rectangle  qui  engendrera  un  volume, 
dont  le  rapport  avec  l'accroissement  exact  du  volume 
aura  pour  limite  l'unité  5  ce  que  l'on  démontre  comme 
pour  les  aires.  Mais  le  volume  qu'engendre  ce  rectangle  a 
pour  mesure  Tt  (j^  —  j'®)  dx,  y  et  j'  étant  les  ordon- 
nées NQ,  iN'Q;  donc    le  volume  V,  compris  entre  deux 
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plans  correspondants  aux  abscisses  oTo,  a:,  a  pour  expres- 


sion 


Si  l'on  veut  avoir  le  volume  total ,  il  faudra  prendre  pour 
limites  de  cette  intégrale  la  plus  petite  et  la  plus  grande 
des  valeurs  des  x  auxquelles  correspondent  des  points  de 
la  surface  donnée. 

EXEMPLES. 

Ellipsoïde.  —  Supposons  que  la  surface  génératrice 
soit  celle  d'une  ellipse  tournant  autour  d'un  de  ses  axes, 
son  équation  sera 

et  Ton  aura 

Si  le  volume  doit  commencer  au  sommet ,  on  a 
C  =  o     et     Y^—(a.^^^y 

On  aura  le  volume  entier  de  l'ellipsoïde  en  faisant  a:=  aa^ 
ce  qui  donne 

il  devient  ^-TT a*  si  i  =?  a^  ce  qui  réduit  l'ellipsoïde  à  la 

splière  dont  le  rayon  est  a^ 

Il  est  à  remarquer  que  la  différentielle  dYy  ne  renfer- 
mant pas  de  radicaux,  ne  devient  pas  imaginaire  en  de- 
hors des  limites  o  et  +  aaj  elle  ne  fait  que  changer  de 
signe,  et  est  égale,  au  signe  près,  à  celle  du  volume  en- 
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geadré  par  l'hyperbole,  dont  réquation  serait 

r*  =  — (x* — 'lax), 

a 

Il  résulte  de  là  que,  si  dans  l'expression  de  V  on  donne  à 
la  seconde  limite  x  une  valeur  négative  ,  on  obtiendra  le 
volume  de  rhyperboloïde,  depuis  cette  valeur  de  x  jus- 
qu'à X  =  o;  que,  si  l'on  donne  à  x  une  valeur  positive 
plus  petite  que  2a,  on  aura  le  volume  de  l'ellipsoïde  de- 
puis a:  =  o  jusqu'à  cette  seconde  limite;  et  qu'enfin,  si 
l'on  donne  à  x  une  valeur  positive  plus  grande  que  aa, 
on  obtiendra  le  volume  entier  de  l'ellipsoïde,  diminuée 
du  volume  de  l'hyperboloïde  compris  entre  x  =  aa  et  la 
seconde  limite. 

Donc ,  si  l'on  veut  trouver  la  valeur  qu'il  convient  de 
donner  à  x  pour  que  V  soit  égal  à  un  volume  donné  ,  ou 
que  r ellipsoïde  soit  partagé  dans  un  rapport  donné ,  on 
trouvera  trois  valeurs  réelles  :  l'une  négative,  l'autre  po- 
sitive et  plus  petite  que  2r/,  et  la  troisième  positive  et  plus 
grande  que  ia.  Mais  la  seconde  seule  satisfait  à  la  con- 
dition de  partager  Tellipsoïde  dans  le  rapport  demandé, 
ou  de  manière  à  ce  que  V  ait  une  valeur  donnée,  pourvu 

qu'elle  soit  moindre  que  ^Tra'i. 

Tore,  —  Ce  solide  est  engendré  par  la  révolution  d'un 
cercle  autour  d'une  droite  située  dans  son  plan.  Soit  Vé* 
quation  de  ce  cercle 

(jr-6)'4-(u:-«)'=R% 
ou 

/  =  6±\/R'  — (x  — a}^ 

La  diflércntiellc  du  volume  est  {fig.  98) 

rr  (mP  — M^p)d:r, 
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Ou 


.  ou  encore 


Or  MM'  dx  est  la  diflTérentîelle  de  Taire  du  cercle  gé- 
nérateur. Donc  le  volume  engendré  par  la  partie  du  cer- 
cle comprise  entre  deux  ordonnées  quelconques  est  égal  a 
cette  aire  multipliée  par  27rê ,  c'est-à-dire  par  la  circon- 
férence décrite  par  le  centre  du  cercle. 

Si  l'on  veut  avoir  le  volume  entier  du  solide,  il  faut 
multiplier  l'aire  du  cercle  par  la  circonférence  décrite  par 
son  centre,  ce  qui  donne  27r*6R*. 

On  trouverait  le  même  résultat  en  intégrant  la  diffé- 
rentielle dx  \/R*  —  {x  —  (x)^  que  nous  avons  déjà  trou- 
vée dans  la  quadrature  de  l'ellipse  et  du  cercle. 

Quadrature  des  sut  faces  de  ré^^lutiofi . 

383.  Nous  avons  appelé  aire  d^une  surface  courbe  la 
limite  de  l'aire  d'un  polyèdre  inscrit  ou  circonscrit  à  ceUe 
surface,  et  dont  les  faces  infiniment  petites  ont  pour  li- 
mites de  leurs  directions  les  plans  tangents  aux  différents 
points  de  cette  surface. 

Nous  en  avons  conclu  qu'on  peut,  au  lieu  des  éléments 
plans  qui  composent  la  surface  du  polyèdre ,  considérer 
des  surfaces  courbes  dont  les  plans  tangents  aient  pour 
limites  ceux  de  la  surface  proposée.  On  pourra  donc  re- 
garder la  surface  engendrée  par  la  révolution  d'un  arc  de 
courbe  plane,  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son 
plan,  comme  la  limite  de  la  somme  des  troncs  de  cônes 
infiniment  petits ,  engendrés  par  les  côtes  d'un  polygone 
inscrit  dans  cette  courbe.  Si  l'on  désigne  par  y  eiy  -h  dj 
les  ordonnées  des  deux  points  extrêmes  d'un  quelconque 
de  ces  côtés  ayant  pour  longueur  ds^  la  surface  du  tronc 
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de  cône  qu'il  engendre  aura  pour  mesure 


(r-^t)"- 


^irly-^ 1^-^)      ou      2,7eyds, 


en  négligeant  rinfiniment  petit  du  second  ordre. 

L'aire  engendrée  par  Tare  dont  les  points    extrêmes 
ont  pour  abscisses  x^  et  x  aura  donc  pour  expression 

2Tr   I      ydsy      ou      '2n   l     y  ^Jdx^ -Jr  dy^- 


EXEMPLES. 

EUipsoïdc,  —  Supposons  que  Tcllipse  dont  l'équation 
est 

tourne  autour  de  Taxe  des  x  ;  elle  engendrera  une  surface 
dont  la  différentielle  sera 

2îr  6 


dx  sja^  —  (^^  —  ^*)  '^' 
i* 

Supposons  d'abord  a  >  i  et  posons 

Taire,  commençant  à  a:  =  o,  aura  pour  expression 

T.'Kbe    f^   ,    ^    lâ'  "    -kjzbeV    ^    ITir-         ^      a'         .    ex~\ 

1      dxK/ a:*= \xK/ x'-h~arcsm  —  i. 

a      J^^  V    r/'  «    L    V    ^'  ^  "J 

11  nefaut  pas  ajouter  de  constante,  puisque  l'aire  est  nulle 
pour  X  =  o.  On  aura  Ja  moitié  de  la  surface  de  l'ellip- 
soïde en  faisante  =  r/ ,  ce  qui  donne,  pour  la  surface  en- 
tière , 

.        iTtba  . 

2  TT  b^  -i arc  sin  c. 

e 

Si  c  =  o,  a  =z  Ij ^   et    rellipsoïdc   devirijt   une   sphère  ^ 
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eomme  d'ailleurs tend  vers  runité  à  mesur«  que 

e  tend  vers  zéro,  on  aura  ^i:à^  pour  la  surface  de  la  sphère 
dont  le  rayon  est  a. 

Supposons ,  en  second  lieu  j  a<^b  et  posons 

l'expression  de  Taire  ,  à  partir  de  a:  =  o,  sera 

i^X    V^'"^  ^^   'Vâ^-^'^â^*  ( — ^-^ — 

Si  Ton  fait  a:  =  a,  on  aura  la  moitié  de  la  surface  de  l'el- 
lipsoïde ,  et  la  surface  entière  aura  pour  expression 

2nbi/a^'\-  b^e^  H 1 • 

c  a 

On  retrouve  encore  la  surface  de  la  sphère ,  quand  on 
suppose  e  =  o.  En  effet,  la  première  partie  devient  aTra*^ 
pour  obtenir  la  seconde  ,  on  développera  ^a*  +  b^  e* 
en  série,  ce  qui  est  permis,  puisque  i'e'  tendant  vers 
zéro  est  plus  petit  que  a* ,  et  Ton  trouvera  encore  27ra*  ; 
^e  qui  donnera  4^«*  pour  l'aire  totale  de  la  sphère. 

Surface  du  tore.  —  Supposons  qu'on  fasse  tourner  au- 
tour de  l'axe  des  x  le  cercle  dont  Féquation  est 

la  partie  supérieure  engendrera  une  surface  dont  la  dif- 
férentielle sera 

2it  [6  -h  V'R*  —  (x  —  a)']  ds. 

La  différentielle  de  Faire  engendrée  par  la  partie  infé- 
rieure sera 

2  7r  [(5  —  v^R»  — (i"^"^)'']  ds. 
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Si  on  les  suppose  comprises  entre  les  deux  mêmes  plans 
perpendiculaires  à  Taxe  ^  x  et  ds  seront  les  mêmes ,  et  la 
somme  des  deux  différentielles  sera  4'^SdSy  dont  l'inté- 
grale est  4'^Ss  -h  C. 

On  aura  la  surface  entière  en  prenant  s  égal  à  la  demi- 
circonférence  ttR,  et  C  =  o  ;  ce  qui  donnera 

47r*6R,     ou      27rR27r6. 

La  surface  du  solide  entier  est  donc  égale  au  produit  de  la 
circonférence  génératrice  parla  circonférence  décrite  par 
son  centre. 

On  peut  calculer  séparément  la  surface  engendrée  par 
la  partie  supérieure ,  et  par  la  partie  inférieure  de  la  cir- 
conférence. En  effet,  la  première  est 

2ir  [gj  -hfds  ^R»^(x— a)'j  =  27r  (6^  -^fSidx) 

=  27r(6j  +  Ra:4-C). 

Pour  avoir  la  partie  supérieure  tout  entière,  il  faut  pren- 
dre pour  X  les  limites  a  —  R ,  a  -h  R ,  et  donner  à  ^  la 
valeur  ttR;  ce  qui  donne 

27r»gR-+-47rR>. 

Dans  le  calcul  de  la  partie  inférieure ,  il  n'y  aura  que- 
le  second  terme  à  changer  de  signe,  et  Ton  trouvera 

27r'6R  — 4wR».     - 
Leur  somme  est  4^^'  6R ,  comme  nous  l'avions  déjà  trouvé.. 
Leur  différence  est  SttR*,  ou  le  double  de  la  surface  de  U 
sphère  dont  le  rayon  est  R. 

U  est  remarquable  que  cette  différence  soit  indépen- 
dante de  la  distance  du  cercle  à  l'axe  de  rotation  ;  et  cela 
tient  à  la  symétrie  de  la  courbe  par  rapport  à  une  parallèlcv 
à  l'axe.  Dans  le  cas  général  où  cette  condition  sera  rem- 
plie ,  la  différence  des  surfaces  engendrées  par  les  deux 
parties  de  la  courbe  sera  encore  indépendante  de  la  dis-- 
tance  à  l'axe  de  rotation. 
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Volume  des  corps  terminés  par  des  surfaces 
quelconques. 

384.  Si  Ton  partage  un  corps  en  éléments  infiniment 
petits  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'un  des  axes  des 
coordonnées  rectangulaires,  nous  avons  vu  qu'on  pourra 
substituer  à  ces  éléments  ,  des  cylindres  ayant  pour  bases 
les  sections  faites  par  ces  plans,  et  pour  hauteurs  les  dis- 
tances de  ces  mêmes  plans  5  parce  que  la  limite  du  rapport 
de  ces  cylindres  aux  éléments  du  corps  est  Tunité. 

Donc,  si  Ton  peut  obtenir  en  fonction  de  a:  l'expres- 
sion de  l'aire  de  la  section  faite  dans  le  corps  par  un  plan 
quelconque  perpendiculaire  à  l'axe  des  X,  la  différen- 
tielle du  volume  sera  F  [x)  dx  ,  en  désignant  par  F  (x) 
l'aire  de  la  section  ;  et  le  volume  du  corps  compris  entre 
deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  x^  et  corres- 
pondants  aux   abscisses    x^^   x^    aura  pour  expression 

f  "^F  (x\dx.  Le  problème  sera  donc  ramené  à  l'intégia- 

tion  d'une  fonction  connue  d'une  seule  variable.  Si  Ton 
ne  peut  exprimer  immédiatement  l'aire  de  la  section  ,  on 
en  obtiendra  la  valeur  au  moyen  d'unô  première  intégra- 
tion. Représentons  par  z  et  z'  les  ordonnées  de  la  partie 
supérieure  et  de  la  partie  inférieure  de  la  surface.  Ce  sont 
des  fonctions  données  de  x  et  j^,  qui  pourront  être  de  na- 
ture différente.  L'aire  de  la  section  correspondante  à  une 
valeur  quelconque  de  x  aura  pour  expression  J[z — z')  dj, 
y  variant  seul  et  x  restant  constant  dans  les  fonctions  ;: 
et  z  .  Les  limites  de  cette  intégrale  seront  les  valeurs  der 
correspondantes  aux  points  extrêmes  de  Ja  section  ;  ces 
points  seront ,  en  général ,  ceux  où  la  tangent*  h  la  courbe 
est  parallèle  à  l'axe  des  z\  et  si  l'on  considère  l'ensemble 
de  toutes  les   sections ,   ces  points  se  projettent  sur  le 
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plan  XY  suivant  la  trace  du  cylindre  circonscrit  au  corpvS, 
et  ayant  ses  arêtes  parallèles  à  Taxe  des  z.  Ces  valeurs  dej^ 
qui  sont  les  limites  de  cette  première  intégrale  sont  donc 
des  fonctions  connues  de  x  ^  et ,  par  conséquent , 
f{z  —  ^^)  dy  sera  une  fonction  de  a?,  que  nous  suppose- 
rons que  l'on  puisse  former,  et  que  nous  représenterons 
par  F  (x),  La  question  est  alors  ramenée  au  premier  cas, 
et  il  suffira  de  calculer  /F  (x)  dx^  entre  les  deux  limites 
données  pour  x.  Ces  deux  intégrations  successives  s'ex- 
priment de  la  manière  suivante  : 

r»et  j^  désignent  les  deux  fonctions  de  x  qui  expriment 
les  ordonnées  de  la  trace  sur  XY,  du  cylind/e  circonscrit 
au  solide,  et  ayant  ses  arêtes  parallèles  à  Taxe  des  ij. 

Ce  calcul  n'exige  donc  que  deux  intégrations  de  fonc- 
tions d'une  seule  variable. 

On  peut  remarquer  que  ce  procédé  revient  à  calci^ler  la 
somme  des  expressions  de  la  forme  {z  —  z')dydx^  quand 
on  donne  à  x  et  j"  toutes  les  valeurs  comprises  dans  la  pro- 
jection du  solide  sur  XY  et  variant  par  intervalles  infini- 
ment petits  dx^  dy.  Cette  expression  est  la  mesure  du 
parallélipipède  ayant  pour  base  dxdy  et  pour  hauteur 
z  —  -z';  et  ce  volume  peut  être  substitué  à  l'élément  du 
solide  qui  est  compris  entre  les  quatre  faces  latérales  de 
ce  parallélipipède ,  parce  que  la  limite  de  leur  rapport  est 
l'unité.  La  somme  de  ces  éléments  compris  entre  les  deux 
plans  dont  la  dislance  est  dx^  sera  exprimée  par 

dx  i     {z-^z')dx. 


el  la  somme  de  ces  dernières  expressions ,  relatives  à  tou- 
tes les  valeurs  de  dx^  sera  la  somme  de  tous  les  cléments 
{z  —  2')  dxdy  du  solide* 
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385.  Déterminons  maintenant  Féquation  de  la  trace  du 
cylindre  circonscrit  au  corps  et  parallèle  à  Taxe  des  .zr. 

Soit  F  (^îj^" ,  -e)  =  o  l'équation  de  la  surface  du  corps; 
le  plan  tangent  au  point  (a/,  j',  -z')  aura  pour  équation 

En  un  point  quelconque  de  la  courbe  de  contact  du  cylin- 
dre et  de  la  surface  donnée ,  le  plan  tangent  est  parallèle  à 

l'axe  des  z ,  et,  par  conséquent,  — ,  =  o  ;  les  équations  de 

celte  courbe  seront  donc 

Si  on  élimine  z  entre  ces  équations,  on  aura  sa  projection 
sur  XY,  qui  est  la  courbe  demandée.  Supposons  que  son 
équation  soit  ç  (  j?,  j)  =  o,  les  valeurs  dej^  qu'on  en  ti- 
rera seront  les  limites  de  l'intégrale  prise  par  rapport  àj. 
Quant  aux  limites  x^^  a:,  ce  sont  deux  valeurs  arbi- 
traires. Si  l'on  veut  avoir  le  volume  entier  du  corps,  ces 
limites  correspondront  aux  points  extrêmes  de  la  trace 
du  cylindre,  et  s'obtiendront  en  cherchant  les  points  de 
cette  courbe  où  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  j^ ,  ou 
encore  les  points  de  la  surface  où  le  plan  tangent  est  per- 
pendiculaire à  l'axe  des  x\  ils  seront  déterminés  par  les 
trois  équations 

F(^,r,  «)^o,       -^-^^^       ^~^* 

Si  l'on  avait  pour  objet  de  trouver  le  volume  du  corps, 
qui  se  trouve  renfermé  dans  l'intérieur  du  cylindre, 
ayant  ses  arêtes  parallèles  à  l'axe  des  z  et  une  base  don- 
née par  son  équation  sur  le  plan  XY,  les  limites  de  l'in- 
tégration par  rapport  à  y  seraient  les  fonctions  de  x  que 
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l'on  irouYcrait  en  résolvant  cette  équation  par  rapport 

EXEMPLE. 

Ellipsoïde.  —  L'équation  de  l'ellipsoïde  rapporté  à  ses 
axes  est  « 

La  section  par  un  plan  perpendiculaire  i  Taxe  des  x 
est  une  ellipse  ayant  pour  équation 

X  désignant  la  distance  de  ce  plan  k  l'origine,  constante 
pour  une  même  section,  et  variable  d'une  section  à  une 
autre.  On  peut  calculer  l'aire  de  la  section  au  moyen  de  la 
formule  que  nous  avons  donnée  pour  la  quadrature  de 
l'ellipse. 

Les  demi-axes  étant ,  dans  ce  cas , 


l'aire  de  la  section  sera 

ce  sera  la  valeur  de  l'intégrale 

Reste  donc  à  int^rer 


ce  qui  donne 


K 


bc(.-^^-,.,+^y 
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Si  Ton  fait  Xo  =  —  « ,  a*  =  a ,  on  aura  le  volume  entier 
de  rdlipsoïde,  et  son  expression  sera  ^itabc. 
^  On  voit  que  le  volume  de  V ellipsoïde  est  les  deux  fiers 
du  cylindre  droit  circonscrit^  ayant  ses  arêtes  parallèles 
à  Tun  quelconque  des  axes. 

Si  les  axes  ne  sont  pas  rectangulaires  ,  les  calculs  ne 
difl'éreront  que  par  des  facteurs  constants.  Soient  X  l'an- 
gle de  Taxe  des  z  avec  Taxe  des^,  et  fz  Fangle  de  Taxe 
des* a:  avec  le  plan  YZ.  La  section  faite  par  un  plan  pa- 
rallèle à  YZ  aura  pour  expression 


X. 


r 
(  z  —  z')dx  sin  À , 


et  le  volume  compris  entre  ce  plan  et  le  plan  infinimeiu 
voisin  sera 

ûni^dx  j      (z  —  z')df  sin \. 
Le  volume  cherché  sera  donc  exprimé  par 
sin  fx  sin  ^   I     dx  j     (z  —  z')  dy. 

Dans  le  cas  de  Tellipsoïde  rapporté  à  des  diamètres  con- 
jugués 2  a',  2^',  2c',  on  trouvera  |  izalV d  sin  ^  sin  \, 

Cette  expression  devant  être  égale  à  -ttûJc,  il  en  ré- 
sulte a'Vd  sin  fx  sin  X  =  abc  ^  ce  qui  montre  que  le  pa- 
rallélipipède  construit  sur  les  diamètres  conjugués  est 
constant.  On  voit  encore  que  le  volume  de  rellipsoïde est 
les  deux  tiers  de  celui  du  cylindre  circonscrit,  ayant  ses 
arêtes  parallèles  à  un  diamètre  quelconque ,  et  ses  bases 
parallèles  au  plan  conjugué  de  ce  diamètre.  Ce  qui  prouve 
que  tous  les  cylindres  circonscrits  de  cette  manière  à  rd- 
lipsoïde sont  équivale n ts . 

386.   Si  l'équalion  de  la  surface  qui  termine  le  corps 
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est  donnée  en  coordonnées  polaires  r,  ô,  ij;,  il  est  conve- 
nable d'exprimer  la  différentielle  du  volume  dans  le  même 
système.  Pour  cela  on  concevra  une  sphère  décrite  du 
pôle  conime  centre  avec  l'unité  pour  rayon  ^  et  l'on  par- 
tagera sa  surface  par  des  grands  cercles  infiniment  rap- 
prochés dont  les  plans  passent  par  l'axe  AZ,  et  par  des 
petits  cercles  dont  les  plans  soient  parallèles  à  XY ,  et  à 
des  distances  infiniment  petites  les  uns  des  autres.  L'ex^- 
pression  générale  des  quadrilatères  qui  composeront  la 
surface  de  la  sphère  sera  sin  6 dOd^.  On  concevra  ensuite 
un  cône  ayant  son  sommet  au  pôle  et  ce  quadrilatère  pour 
base,  et  l'on  cherchera  le  volume  du  corps ,  qui  se  trouve 
compris  dans  ce  cône  indéfini.  La  partie  de  ce  volume 
comprise  entre  deux  sphères  ayant  pour  rayon  ret  r-f-rfr, 
aura  pour  mesure 

r'sin  ^drdBd'^. 

Si  donc  on  intègre  cette  expression  par  rapport  à  r  entre 
les  deux  valeurs  /o  et  r,  relatives  aux  deux  surfaces  qui 
terminent  le  corps ,  on  aura  le  volume  du  corps  compris 
dans  le  cône  que  Ton  a  considéré.  Sa  valeur  est 

l(r»-^r;)sinÔ^Ôrf>l/; 

/•  et  To  sont  des  fonctions  connues  de  6  et  ip.  Si  maintenant 
on  intègre  par  rapport  à  6  entre  les  deux  valeurs  relatives 
aux  limites  du  corps ,  et  qui  sont  des  fonctions  connue$ 
de  ij/ ,  on  aura 

^  f  (^-r;)smOflro. 
^  Je, 

Le  résultat  de  cette  intégration  sera  une  fonction  de  t|;, 
que  l'on  intégrera  entre  les  deux  valeurs  relatives  aux 
plans  entre  lesquels  le  corps  est  renfermé. 

Si  le  pèle  est  dans  l'intérieur  du, corps,  les  limites  de  6 
sont  o  et  TT  ^  celles  de  4»  sont  o  et  2  7r  ;  et  la  première  limite 
L  34 
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de  p  est  zéro.  Le  volume  est  alors  exprimé  par 


Vo     Jo 


r^  s\u9dQd'^. 


Quadrature  des  surfaces  courbes  quelconques. 

387.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  sur  le  sens  qu'il 
fallait  attacher  à  Taire  des  surfaces  courbes ,  si  nous  divi- 
sons une  surface  quelconque  par  des  plans  infiniment 
voisins,  perpendiculaires,  les  uns  à  Taxe  des  a?,  les  au- 
tres à  Taxe  des  y,  chacun  des  quadrilatères  qui  compose- 
ront la  surface ,  et  dont  la  projection  sur  XY  sera  dxdy, 
pourra  être  remplacé  par  la  partie  du  plan  tangent  en  un 
quelconque  des  points  de  }a  surface  de  ce  quadrilatère , 
qui  aura  la  même  projection  dxdy. 

Nous  supposerons  que  ce  plan  tangent  soit  mené  au 
point  de  la  surface  qui  se  projette  en  un  des  sommets  du 
quadrilatère  dxdf^  et  nous  choisirons  celui  dont  Vx  est  le 
plus  petit,  ainsi  que  Vy^  de  sorte  que  ces  coordonnées  étant 
X ,  j,  celles  du  sommet  opposé  soient  x-h  dx^j  -hdy. 
Cela  posé,  Faire  d'une  surface  plane  étant  égale  à  sa  pro- 
jection orthogonale,  divisée  par  le  cosinus  de  l'angle  de 
son  plan  avec  le  plan  de  projection ,  on  aura ,  en  dési- 
gnant par  s  Paire  de  la  surface  courbe, 


*  -  ^l^dy  y/,  +  (^y  +  {^'=da:dysl 


l-\-p'  +  q\ 


j  /7t 

— - ,  ——,  OU  P ,  ûf  étant  les  dérivées  partielles  de  la  fonction 
dx    dy  '      '  ^ 

de  :r  et  y  qui  représente  l'ordonnée  delà  surface. 

Ainsi ,  pour  obtenir  la  surface  qui  se  projettera  sur  le 
plan  XY  dans  l'intérieur  d'une  courbe,  donnée  par  l'équa- 
tion y  (j:,j^)  =  o,  on  cherchera  d'abord  la  partie  com- 
prise entre  deux  plans  perpendiculaires  à  Taxe  des  x,  et 
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distants  Tun  de  Fautre  de  la  quantité  infiniment  petite  dx. 
Pour  cela  on  intégrera  par  rapiport  à  y^  en  considérant  x 

comme  constant,  Fexpressiou  //rrf^  \/i  4- /?* -f- y' ,  les 
limites  de  celte  intégrale  seront  les  valeurs  àej  données 
par  l'équation  <p  (^v/)  =  o.  Désignons  ces  deux  fonctions 
de  X  par  j"o  ,jKi.  L'aire  comprise  entre  les  deux  plans  sera 
donc  une  fonction  de  x  exprimée  par 


Si  maintenant  on  intègre  cette  expression  par  rapport 
à  jc,  entre  les  deux  valeurs  relatives  aux  limites  de  la 
courbe  ^  (x,y)  :^  o  et  qui  satisferont  à  l'équation 

on  aura  un  résultat  qui  ne  renfermera  plus  ni  ;rni  ;^,  et 
sera  la  mesure  de  l'aire  demandée. 

Si  Ton  veut  avoir  la  surface  entière  d'un  corps  fini ,  il 
suffira  de  prendre  pour  l'équation  ^  (jp,  y)  =  o,  celle  de 
la  courbe  dans  l'intérieur  de  laquelle  se  projette  le  corps, 
et  de  considérer,  successivement  ou  en  même  temps,  la 
partie  inférieure  et  la  partie  supérieure  de  la  surface. 
Cette  courbe  se  déterminera,  comme  nous  l'avons  indi- 
qué, dans  la  mesure  des  volumes. 

388.  ^application  à  la  sphère,  —  L'équation  de  la 

sphère 

^'  -h  J'  -4-  a'  =  R' 
donne 

dz  __        X        dz j 

dx  z        dy  z 


I    .     x""       r'        ^dxdy  Kdxdr 

ris  =:  dxdy  4  /  1+  -  -h  ~  = ==    ,  '^     =.  , 


/ 


■r 


=r  arc  sm 


34. 
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Dans  ce  cas,  les  limites  de j^  sont 

—  v' R'  —  x-"    et     4-  v/R'  — ^ 
donc 


Il  reste  donc  à  intégrer  iz^dx  entre  a:  =  —  R,  j:  =  -{-  R, 
ce  qui  donne  27rR*  pour  l'expression  de  la  surface  supé- 
rieure-, on  trouverait  le  même  résultat  pour  la  surface  in- 
férieure, et  la  surface  totale  sera  égal»  à477R'« 
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CHAPITRE  XIV. 

EXEMPLES    DE    LA    DÉTERMINATION    DES    COURBES 
d'après  une  propriété  DE  LEURS  TANGENTES. 


389.  Premier  exemple.  —  Troui^er  la  courbe  dont  la 
sous-tangente  est  constante. 

D'après  l'expressîon  générale  de  la  sous-tangente,  on 

aura,  en  désignant  par  a  sa  valeur  constante,  par  x  el  y 

les  coordonnées  du  point  de  contact,  et  par  dy  la  difie- 

rentielle  de  la  fonction  qui  représente  l'ordonnée  de  la 

courbe, 

dx 

séparant  les  variables,  il  vient 
dx       dy 

et  d'après  la  règle  du  n®  367, 


d'où 


y=CIe% 


équation  de  la  logarithmique. 

Deuxième  exemple.  —  Trouver  la  courbe  dont  la  sous- 
normale  est  constante» 

Désignant  par  a  cette  valeur  constante,  on  aura 
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d'où 

ydy  =  adx ,     /'  =  2  ût x  -h  C, 

parabole  qui  a  pour  axe  la  ligne  des  abscisses,  'xa  pour 
paramètre,  et  son  sommet  en  un  point  quelconque  de 
Taxe  des  x. 

Troisième  exemple.  —  Trouver  la  courbe  dont  la  nor- 
male a  une  longueur  constante  a. 
On  aura  dans  ce  cas  l'équation 


d'où 


^\/'^Ê  =  ^' 


Les  variables  étant  séparées ,  on  aura ,  par  la  règle  con- 
nue, 

a:=z±  y/fl'  —  j»  H-  C,      (j?  —  C)'  4- j'  —  «% 

cercle  dont  le  rayon  est  a,  et  qui  a  son  centre  en  uh  point 
i  quelconque  de  l'axe  des  x.        ' 

Quatrième  exemple.  —   Troui^er  la  courbe  dont  la 
tangente  a  une  longueur  constante  a. 
L'équation  serja  dans  ce  cas 


d'où 


dx^        rt*  —  r'         ,         _i    dy  I 

"/  >  y 


Le  second  membre  est  une  des  différentielles  binômes  dont 
nous  avons  calculé  l'intégrale,  et  en  prenant  le  signe  in- 
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férieur  nous  en  déduirons  réquation  suivante, 

. .  a  4-  ^a^  —  Y^ 

X 

cette  courbe  est  celle  qu'on  nomme  la  tractrice. 

Cinquième  exemple.  —  Troui^er  la  courbe  telle  que  le 
carré  de  F  arc  soit  proportionnel  à  F  ordonnée. 

Il  est  évident  que  l'arc  et  l'ordonnée  doivent  être  nuls 
ensemble,  et  que  par  conséquent, l'axe  des  j?  doit  passer 
par  le  point  de  la  courbe  qui  est  l'origine  des  arcs. 

En  désignant  par.;  la  longueur  de  l'arc,  la  condition 
donnée  conduit  à  l'équation 

.ç'  =z  ay     ou     s  z=z  a-  7'  ; 
pour  éliminer  5,  diflétentions  les  deux  membres,  il  vient 


d' 


ds  =  ^a^X'^  dy  =  sjdx^-irdy\ 


OU 


y-  df  =djc'-h  dy\ 

4r 


et,  par  suite, 


dx^dy^^^^i^ 

Cette  relation  est  identique  à  celle  que  donnerait  une  cy- 
cloïde  dont  le  cercle  générateur  aurait  pour  diamètre  j 


a 

9 


et  dont  la  tangente  au  sommet  serait  Taxe  des  x. 

On  retrouverait,  au  reste,  l'équation  finie  de  la  cy- 
cloïde  en  intégrant  les  deux  membres  de  l'équation  pré- 
cédente. 

Sixième  exemple.  —  Trouver  V équation  d'une  courbe 
dont  toutes  les  normales  soient  tangentes  à  une  courbe 
donnée. 
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La  courbe  à  laquelle  les  normales  d'une  courbe  quel- 
conque sont  tangentes  étant  la  développée  de  cette  der- 
nière, on  voit  que  le  problème  consiste  à  trouver  la  dé- 
veloppante de  la  courbe  donnée. 

Soient  j/jj^  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
la  courbe  donnée,  dxf^  dy*  leurs  différentielles,  a,  6  les 
coordonnées  du  point  correspondant  de  la  courbe  donnée 
dont  l'équation  est 
(i)  F(«,6)  =  o. 

La  normale  aura  pour  équation 
puisqu'elle  passe  au  point  (a,  6)  on  aura 

et  comme  elle  est  ungeute  à  la  courbe  (i),  il  s'ensuit 

ce  qui  change  Féquation  précédente  en  celle-ci 

(3)  •       a-x'-(6~y)l|  =  o. 

Entre  les  équations  (i),  (a),  (3),  si  on  élimine  a,  (3  après 
avoir  remplacé  —  par  sa  valeur  en  a,  6  que  donnera  la 
différenliation  de  lequation  (i),  on  aura  une  équation 
entre  :c',  j^'  et  —  appartenant  à  la  développante.  Ce  cal- 
cul est  le  même  que  celui  auquel  nous  avions  été  conduits 
dans  la  théorie  des  développées.  Nous  allons  Teffecluer 
dans  le  cas  particulier  du  cercle. 

Développante  du  cercle.  —  L' équation  (i)  devient, 
dans  ce  cas, 

a'  4-  6'  =  n\ 
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d'où 

d(/.  6 

«r/a-H  6^6=  O,      ^7;;= i 

ao  a 

1  équation  (3)  devient,  en  supprimant  les  accents, 

«x  4-  6j^  =  û% 
et  l'équation  (2)  sera 

rélimination  de  a  et  6  conduit  à  Téquation  suivante  . 

(4)  [xdx  -+-r^r )'  =  à'^dx^  -f-  dy^\ 

Soient  B  (Jig.  99)  le  point  da  cercle  à  partir  duquel  ou 
fait  le  développement 5  M  un  point  quelconque  de  la  dé- 
veloppante et  T  le  point  correspondant  du  cercle,  on  aura 

TM  =  arc  BT  ; 

si  Ton  désigne  l'arc  BM  par  s  et  AM  par  r,  on  aura 

r'=rx'-4-/%     rdrz=:xdx-\-ydyy     dx^ -\- dy""  z=i  ds^  \ 
l'équation  (4)  devient  alors 

rdr  =  ads. 

Les  variables  r  et  5  étant  séparées,  si  Ton  intègre  les  deux 
membre*,  après  les  aroir  doublés,  on  obtient 

La  constante  C  se  déterminera  par  la  condition  que  pour 
j  =  o  on  ait  r  =  «  5  ce  qui  donne  C  =  a* ,  et ,  par  suite , 

Cette    propriété  remarquable  cai  fait  connaître  une 

autre ,  en  observant  que  r*  =  a*  -h  TM    =  a*  H-  BT  \   en 
effet,  on  déduit  de  là,  entre  les  arts  BT  et  BM  ou  5,  la  re- 
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lation  très-simple 

BT  =2fl5. 
LVquation  (4)  peut  être  transformée  en  coordonnées  po- 
laires. En  désignant  Tangle  MAX  par  0,  on  aura 

d'où 


dr 


dfi=.^^?— 


a^ 


ar 


en  intégrant  les  deux  membres,  on  obtient 

B  =:  -  i/r^  —  «'  -h  arc  sm  -  -f-  C> 
a  ^  r 

et  comme  on  doit  avoir  en  même  temps 

9  =  0,     r=a, 
il  en  résultera 

et  Téquation  de  la  développante  deviendra 

(5)  9  =  -i  \Jr^—a'  — 


a 
arc  ces-' 

a  '  r 


C'est  ce  qu'on  déduirait  immédiatement  de  la  figure ,  en 
observant  qu'on  a  9  =  TAX  —  TAM ,  ce  qui  n'est  autre 
chose  que  l'équation  (5). 

L'équation  précédente  ax  -h  6y  =  «'  nous  redonne- 
rait, comme  nous  l'avons  vu  dans  la  théorie  des  dévelop- 
pées, l'équation  de  la  développante  en  coordonnées  rec- 
tangles. Mais  on  peut  la  déduire  de  l'équation  (5)  que  l'on 
mettra  d'abord  sous  la  forme 


a       I    / 

arc  cos  -  =-^r^  —  a^  —  ô , 
r       a^ 
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a  I    / I    / 

-  =  cosO  cos  -  v'*'  —  a*  -f-  sin  B  sin  -  yr»  —  a^  \ 


a 

X 


remplaçant  cos6  par-?  sinÔ  par  --  et  /'  par  x^  -f-J*)  on 

obtient  enfin  Téquation  déjà  trouvée  de  la  développante  du 
cercle 

X  cos  -  \/x'  -h  jr'  —  «^  -f-  j  sin  -  i/ar*  -h  /'  —  a   =  a, 
a  a 

que  Ton  obtiendrait  directement  en  projetant  Tabscisse  et 
l'ordonnée  du  point  M  sur  le  rayon  AT. 
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NOTE  I. 

RÈGLES  SUR   LA   CONVERGENCE  DES  SÉRIES. 


On  appelle  série  une  suite  de  termes  positifs  ou  néga- 
tifs, dont  le  nombre  est  infini. 

On  dît  qu*une  série  est  com^ergentùy  lorsque  la  somme 
algébrique  des  n  premiers  termes  tend  vers  une  limite  dé- 
terminée, à  mesure  que  n  augmente  indéfiniment.  Elle  est 
div^ergente  dans  le  cas  contraire. 

1 .  Le  développement  en  séries  peut  être  très-utile  pour 
la  détermination  approchée  des  grandeurs,  soit  con- 
stantes, soit  variables.  Mais  on  ne  peut  évidemment, 
dans  des  calculs  soit  numériques ,  soit  algébriques ,  rem- 
placer une  quantité  quelconque  par  une  sérife,  que  lors- 
que celle-ci  a  pour  limite  cette  quantité  même.  Il  est 
donc  nécessaire  de  connaître  quelques  caractères  d'après 
lesquels  on  puisse  juger  si  une  série  donnée  est  ou  n'est 
pas  convergente.  Nous  allons  exposer  les  règles  les  plus 
simples  qui  ont  été  données  à  cet  effet,  et  dont  quelques- 
unes  sont  tirées  du  Cours  d* Analyse  de  M.  Cauchy. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  la  somme  des  termes 
d'une  série  ne  peut  tendre  vers  une  limite  déterminée,  si 
la  grandeur  des  termes  ne  tend  pas  vers  zéro.  Cela  est 
tout  à  fait  évident ,  lorsque  les  termes  sont  tous  de  même 
signe,  parce  qu'alors  leur  somme  croîtrait  indéfiniment 
avec  leur  nombre.  Mais,  lors  même  qu'ails  seraient  de 
signes  différents ,  les  sommes  successives  ne  pourraient 
avoir  une  différence  moindre  que  toute  quantité  donnée 
avec  une  grandeur  déterminée,  puisque  deux  sommes 
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consécutives  auraient  toujours  entre  elles  une  différence 
finie,  qui  serait  le  terme  auquel  s'arrête  la  dernière. 

Il  est  donc  indispensable ,  pour  qu  une  série  soit  con- 
vergente, que  ses  termes  aient  pour  limite  zéro;  mais 
cela  n'est  pas  suffisant,  comme  nous  aurons  occasion  de 
le  reconnaître.  Il  faut  toujours  s'assurer  qu*après  avoir 
dépassé  un  assez  grand  nombre  de  termes,  à  partir  du 
commencement,  et  s' arrêtant  à  un  terme  quelconque  au 
delà ,  la  somme  des  suivants ,  quelque  nombre  que  Ton 
en  prenne,  est  au-dessous  d'une  quantité,  qui  peut  être 
supposée  aussi  petite  que  l'on  voudra. 

Il  est  encore  bon  de  remarquer  que  si  une  série  est 
convei^ente  quand  on  prend  tous  ses  termes  avec  le  même 
signe,  elle  le  sera  encore  quand  on  multipliera  tous  ses 
termes  par  un  même  nombre  quelconque,  ou  même  par  des 
nombres  différents,  positifs  ou  négatifs,  pourvu  qu'ils  res- 
tent finis.  En  effet,  puisque  la  somme  arithmétique  des  ter- 
mes de  la  première  série,  qui  sontjau  delà  d'un  certain  rang, 
peut  être  supposée  moindre  que  toute  grandeur  donnée , 
il  en  sera  de  même  dans  la  seconde;  car  la  somme  de  ses 
termes  au  delà  du  même  rang,  lors  même  qu'on  les  pren- 
drait tous  avec  le  même  signe,  sera  moindre  que  la  somme 
des  correspondants  delà  première ,  multipliée  par  le  plus 
grand  desiacteurs  introduits,  qui  est  supposé  fini. 

2.  La  série 

III  I 

offre  un  exemple  d'une  suite  indéfinie  de  termes  décrois- 
sant indéfiniment,  et  dont  la  somme  n'a  pas  de  limite. 

En  effet,  faisons  la  somme  des  n  termes  qui  suivent-)  ou 

I  I  I 

1 h ...  H 5 

«  H-  I         w  H-  2  2  /a 
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elle  est  évidemment  plus  grande  que 

II  I  n  -        I 

1 h.  «.H ou    — »     ou  enfin    — 

2/1       2/z  2/1  2/1  2 

Donc ,  à  quelque  terme  que  l'on  s^arrète  dans  la  série  en 
question,  on  peut  toujours  en  prendre  un  assez  grand 
nombre  à  la  suite ,  pour  obtenir  un  nombre  plus  grand 

que  ~;  et,  par  conséquent,  la  somme  des  termes  de  cette 

série  ne  tend  pas  vers  uue  limite,  et  peut  crottre  indéfi- 
niment. 

Séries  dont  tous  les  termes  sont  positifs , 

3.  Phemier  théorème.  —  Une  série  est  cont^ergente, 
lorsque  le  rapport  d^un  terme  au  précédent  tend  vers 
une  limite  plus  petite  que  V unité j  à  mesure  que  le  nombre 
qui  exprime  son  rang  déifient  de  plus  en  plus  grand. 
Elle  est  dii^ergente  lorsque  cette  limite  est  plus  grande 
que  r unité. 

Soit  la  série 

et  supposons  que  -^'  ait  une  limite  A  plus  petite  que  l'u- 
liité.  Soit  a  un  nombre  déterminé  quelconque,  compris 

entre  i  etA: -^  finira  par  être  constamment  inférieur 

tin  ^ 

à  a,  quand  n  aura  dépassé  une  certaine  valeur.  En  consi- 
dérant la  série  à  partir  d'un  terme  quelconque,  au  delà 
de  celte  valeur,  on  aura  cette  suite  indéfinie  d'inégalités 

d'où  résulte 

Tous  les  termes,  à  partir  de  w,,^,,  sont  donc  inférieurs  à 
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ceux  de  la  suite 

a  i*„  -H  a'  Un  -^  oL^Uny 

qui  est  une  progression  géométrique  décroissante ,  et  qui 
a,  par  conséquent,  une  limite.  Donc  aussi  la  série  pro- 
posée a  une  limite ,  puisque  la  somme  de  ces  termes ,  tous 
positifs ,  va  constamment  en  augmentant ,  et  reste  néan- 
moins au-dessous  d'une  certaine  quantité  finie. 

Il  est  même  facile  d'apprécier  l'erreur  commise  en 
s'arrétant  à  un  terme  quelconque.  En  effet,  on  a 

donc 

u„ 
lim.  (a,.-f-«n+i-t-.  ")^~Z1 — 

L'erreur  commise  en  s'arrêtant  au  terme  Un^i  inclusive- 
ment est  donc  moindre  que  — £—•  Or  «„  est  une  quantité 

connue,  qui  peut  être  aussi  petite  que  Ton  voudra,  puis- 
que les  termes  de  la  série ,  étant  au-dessous  de  ceux  d'une 
progression  géométrique  décroissante,  peuvent  devenir 
moindres  que  toute  quantité  donnée  :  quant  à  a,  il  sera 
en  général  assez  facile  d'en  avoir  une  valeur  suffisamment 
approchée. 

Il  est  évident  que  notre  raisonnement  ne  suppose  pas 

que  ^^  ait  réellement  une  limite ,  mais  seulement  qu'il 

finisse  par  être  toujours  au-dessous  d'un  nombre  déter- 
miné, plus  petit  que  l'unité.  Nous  nous  sommes  exprimé 
ainsi,  parce  que  ce  n'est  que  dans  des  cas  très- exception- 
nels que  cette  fonction  de  n  a  une  valeur  indéterminée 
lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Cette  remarque  s'ap- 
pliquera à  tout  ce  qui  suit. 

4f.  Si,  au  contraire,  on  avait  A  >  i ,  on  finirait  par  avoir 
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-^  '^cf.^a  étant  compris  entre  i  et  Ar,  et,  par  conséquent^ 
plus  grand  que  F  uni  té.  On  aurait  alors 

Les  termes  de  la  série  proposée  croîtraient  donc  indéfini- 
ment, et,  par  conséquent,  à  plus  forte  raison  la  série 
n'aurait  pas  de  limite.  Elle  serait  donc  divergente. 

Si  l'on  avait  A  =  i,  on  ne  pourrait  rien  affirmer 5  et, 
dans  ce  cas,  il  peut  arriver  qu'une  série  soit  convergente, 
ou  qu'elle  soit  divergente* 

5.  Toutefois  il  est  bon  de  remariquer  que  si  le  rapport 

-^  finit  par  être  toujours  au-dessus  de  sa  limite  i,  la 

série  est  divergente;  car  alors  les  termes  finissent  par  aller 
toujours  en  croissant,  et,  comme  ils  sont  tous  positifs, 
leur  somme  peut  devenir  plus  grande  que  toute  quantité 
donnée,  puisqu'il  en  serait  ainsi  lors  même  qu'ils  conser- 
veraient une  valeur  constante,  quelque  petite  qu'elle  fût. 

6.  Si  la  série  est  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances d'une  variable  jc,  et  que  l'on   ait  généralement 

w„  =  A„  j:",  le  rapport  -^  deviendra  -~i-  x\  et ,  en  dési- 

gnant  par  h  la  limite  du  rapport  -~^>  la  condition  de 

convergence  sera 

^.r<i; 
d'où  l'on  tire 

Ainsi  la  série  sera  convergente  tant  que  x  sera  plus  petit 
que  -)  et  divergente  quand  il  sera  plus  grand  que--  Il 

pourra  y  avoir  incertitude  quand  x  sera  égal  à  -• 
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Des  remarques  analogues  pourront  être  faites  au  sujet 
des  règles  suivantes. 

7.  En  appliquant  la  règle  précédente  à  la  série 


III                      I 

f       »                 1                       1                            J. 

'     '       1     '     1.2     '     1.2.3     '       ••    1.2.3. , 

,  .n 

on  trouve 

"!.+!_           I 

Un          /2  H-  I 

et,  par  conséquent, 

Iim.""^'  =  o; 

fin 

la  série  est  donc  convergente.  Sa  limite  est  fraction- 
naire et  comprise  entre  2  et  3;  car  la  suite  des  termes 

— I «  + . .  .  est  inférieure  a  celle  de  la  progression  qui 

commencerait  par  les  deux  premiers  termes,  et  la  limite 
de  cette  dernière  est  moindre  que  l'unité.  Pour  avoir 
une  limite  de  l'erreur  commise  en  s'arrétant  au  terme 

->  on  remarquera  que. le  rapport  ~—  allant  tou- 


1.2../1  *  *'  *'  Un 

jours  en  diminuant,  les  termes  suivants  sont  au-dessous  de 

ceux  de  la  progression  géométrique  dont  les  deux  premiers 

termes  seraient  ceux  qui  suivent  immédiatement » 

^  ï.2...« 

c'est-à-dire 


et 


1.2.  .  .(/?-hl)  1.2.  .  .(/2  -hl)(/ï-|-2) 

Donc  la  somme  des  termes  qu'on  néglige  dans  la  proposée 
est  inférieure  à  la  limite  de  la  somme  des  termes  de  cette 

progression ,  qui  est 

«  -I-  2 


1 . 2 . . .  /ï  (  /î  -f-  I  )' 
C'est  donc  là  une' limite  de  Terreur  commise  en  s'arré- 


tant a 


I .2. . .« 
I.  35 
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On  pourrait  prendre,  à  plus  forte  raison,  comme  li- 
mite ,  l'expression  plus  simple 

I 
I  .2.3.  . .(«  —  î)  «'' 

dont  la  valeur  est  plus  grande  que  la  première. 

Cette  série  est  d'un  grand  usage  dans  l'analyse ,  et  Ton 
désigne  ordinairement  sa  limite  par  la  lettre  e. 

Il  est  &cile  de  démontrer  que  sa  valeur  est  incommen- 
surable. 

En  effet,  supposons  qu'elle  soit  commensurable;  comme 
elle  n'est  pas  entière,  elle  sera  représentée  par  une  expres- 
sion fractionnaire  irréductible-»  a  étant  *>i;  on  aurait 
ainsi  Tégalité 

p  II  I 

q  l  1.2  1.2.3 

En  multipliant  les  deux  membres  par  i .  2 .3  ...</,  on  aurait 
1.2. ..(çf  — 1)^=1. 2... 9-1-2. ..y-f-S... 74-. ..I 


Or  la  limite  de  la  somme  des  termes  fractionnaires  du 
second  membre  est  plus  petite  que  l'unité ,  puisque  ces 
termes  sont  inférieurs  à  ceux  de  la  progression  géomé- 
trique 


9  +  1    {q-^iy 

dont  la  limite  est  -  9  et ,  par  conséquent,  plus  petite  que 

l'unité.  Donc  la  limite  du  second  membre  de  la  dernière 
équation  ne  serait  pas  égale  au  premier  ;  ce  qui  est  ab- 
surde. Il  résulte  de  là  que  la  limite  de  la  série  proposée 
ne  pouvait  être  égalée  à  un  nombre  commensurable.  Cette 
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limite  est  donc  incommensurable ,  comme  nous  voulions 
le  démontrer. 

8.  La  quantité  que  nouç  avons  désignée  par  e  peut 
être  considérée  comme  la  limite  d'une  autre  expression 
remarquable  que  nous  allons  faire  connaître. 

Désignons  par  m  un  nombre  entier  positif  croissant 
indéfiniment,  et  considérons  l'expression 


m] 


qui  se  présente  sous  la  forme  indéterminée  i  ^  ,  quand 
on  y  fait  m  infini.  Pour  déterminer  la  limite  vers  laquelle 
elle  tend,  quand  m  croît  indéfiniment^  développons-la 
suivant  la  formule  ordinaire  du  binôme;  nous  aurons 


(-i) 


m    I        m  (m  —  i )   i 

IH 1 ^ '  —,-♦-'•• 

\    m  1.2         /w' 

m  (m  —  \),»,(m  —  /i-f-i)    i  i 

— i L i ^ h ...  H 

1 . 2 .  .  .  n  m"  /»'" 


Tous  les  termes  du  second  membre  sont  positifs,  et  leur 
nombre  est  fini  et  égal  à  w  -f- 1 .  On  peut  mettre  cette 
équation  sous  la  forme 


(') 


/,.i)-=,^:^H).H)H),... 

\\  m)  1  1.2  1.2.0 

\  I .2. . .« 

On  voit  d'abord  qu'un  terme  quelconque,  de  rang  déter- 
miné et  invariable,  augmente  en  même  temps  que  m\ 
et  comme  le  nombre  total  des  termes  augmente  aussi, 
leur  somme  augmente  constamment.  D*où  il  suit  que 

I  I  H j    augmente  en  même  temps  que  m . 

,35. 
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On  reconnaît  encore  que  les  numérateurs  des  termes 
qui  forment  le  second  membre  de  Téquation  (i),  étant 
moindres  que  Funité,  ces  termes  sont  au-dessous  des  cor- 
respondants de  la  série 

(2)         iH 1 h 


.2.3  1 . 2 .  .  .  /i 

dont  la  limite  est  e.  D'où  J'on  conclut  déjà  que  (  iH 1 

est  toujours  moindre  que  e  ;  mais  nous  allons  démontrer 
qu  il  s'en  approche  indéfiniment. 

En  effet,  le  terme  qui  en  a  n  avant  liiî  dans  le  déve- 
loppement (i)  tend  indéfiniment  vers à  mesure 

que  m  croit.  Donc  la  somme  des  n-+- 1  premiers  termes 
de  ce  développement  peut  différer  aussi  peu  qu'on  vou- 
dra de  la  somme  5„  des  correspondants  de  la  série  (2), 
quelque  grand  que  soit  le  nombre  déterminé  n.  Maïs  la 
différence  entre  5„  et  e  peut  devenir  moindre  que  toute 
quantité  donnée  5  donc  il  en  est  de  même  de  celle  qui  existe 
entre  e  et  la  somme  des  n  -f- 1  premiers  termes  du  déve- 
loppement (1),  et,  à  plus  forte  raison,  de  la  différence 
qui  existe  entre  e  et  le  développement  (i)  tout  entier,  ou 

(iH 1   •  Donc  enfin  (iH — )     tend  vers  la  limite  e 
m)  \        ml 

lorsque  m  croît  indéfiniment,  en  restant  toujours  entier. 
Considérons  maintenant  des  valeurs  positives,  non  en- 
tières pour  m.  Faisons  m  =  fx  -f-  e ,  e  étant  une  quantité 
positive  moindre  que  l'unité,  et  fx  un  nombre  entier.  L'ex- 
pression (  iH 1  devient  (  i-i j  :  or  on  la  ren- 
dra plus  grande  si  Ton  diminue  le  dénominateur/»  -f- 1  et 
qu'on  augmente  l'exposant  n-^-Z'^  et  on  la  rendra  plus 
petite  en  augmentant  le  dénominateur  et  diminuant  l'ex- 
posant. L'expression  proposée  sera  donc  comprise  entre 
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les  deux  suivantes  ; 

que  Ton  peut  mettre  respectivement  sous  la  forme 

Or  il  est  évident  qu  elles  tendent  l'une  et  l'autre  vers  la 
limite  e,  puisque  ^  est  entier,  et  que  d'ailleurs  le  facteur 

I  H —  et  le  diviseur  i  H tendent  vers  Funité  à  me- 

sure  que  (x  augmente.  Donc  enfin  la  quantité  intermé- 
diaire (  I  H )     tend  vers  e ,  de  quelque  manière  que 

varie  la  quantité  positive,  indéfiniment  croissante,  dési*- 
gnée  par  m. 

Si  l'on  pose  —  =  a ,  on  énoncera  le  même  résultat  de 

cette  autre  manière  : 

I 

L'expression  (n-a)**  tend  vers  la  limite  e  lorsque  a 
est  une  quantité  positive  qui  tend  vers  zéro,  suivant  une 
loi  quelconque. 

Il  reste  à  considérer  le  cas  de  —?  ou  de  or,  négatif  et  ten- 
dant vers  zéro.  On  posera ,  dans  ce  cas,  i  -H  a  = -^ 

I  H-  o 

S  sera  une  quantité  positive  tendant  vers  zéro.  On  tirera 
de  cette  relation 


H-6 
et,  par  suite, 

I  i-i-6  I 

(I  4-  «r  =  (  r  4-  S)"^  =  (i  4-  ^f  (i  4-  6). 
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certaine  valeur  de  n  jusqu'à- l'infinî.  On  aura  alors  les 
inégalités  suivantes  : 

I  I  I 

n  ^    *         «H-i  ^     '         n-f-3  ^     '  ' 

d'où 

Un  <  a»,      «„^,  <  a'»+',      M„^.,'<  a«+% 

Donc ,  à  partir  d'une  valeur  convenable  de  n ,  tous  les 
termes  de  la  série  sont  au-dessous  de  ceux  de  la  progres- 
sion géométrique  décroissante 


donc  la  série  proposée  a  une  limite;  et  Ton  aura  une 
quantité  plus  grande  quie  Terreur  commise  en  s' arrêtant 
à  W;,-.!,  en  prenant  la  limite  de  cette  progression  géomé- 

tnque,  qui  est ^ 

Supposons  maintenant  k^i^    et   soit   encore  a  un 
nombre  quelconque  compris  entre  k  et  i  \  on  finira  par 

I 

avoir  m^>  a,  au  delà  d'une  certaine  valeur  de  n ,  et  l'on 
aura  alors  les  inégalités 

d'où  il  suit  qu  à  partir  de  i/„,  les  termes  de  la  série  sont 
au-dessus  de  ceux  de  la  progression  géométrique  crois- 
sante 

a'»+a"+'-}-a«+''-H 

Ils  croissent  donc  eux-mêmes  indéfiniment,  et  la  série 
proposée  est  divergente. 

Enfin ,  si  l'on  avait  A  =  i ,  on  ne  pourrait  affirmer,  en 
général ,  si  la  série  est  convergente  ou  divergente. 
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H.  Troisième  théorème.  —  Si  les  termes  d'une  série 

\yont  constamment  en  décroissant  à  partir  du  premier^ 
cette  série  sera  cony^ergente  ou  diuergenie  en  même 
temps  que  la  suii^ante  : 

(2)  tfo  H- 21*1 -h4"3 -H  8«7 -h  i6tt,i -f-.  .  .  . 

En  effet,  supposons  d'abord  la  première  série  conver- 
gente. Ses  termes  allant  constamment  en  décroissant,  on 
aura  les  relations  suivantes  : 

«0=  Wa, 
2tf,  =:  2  a,  , 

8tt7  <C  2  «4  -4-  2  Wj -H  2  W«  -h  2  «7 , 
l6tt,5<2f/8-+- +  2M,5, 


Ajoutant  membre  à  membre  ces  égalités  et  inégalités  en 
nombre  inCni ,  on  voit  que  la  somme  des  premiers  mem- 
bres, qui  sont  les  termes  de  la  série  (2),  sera  au-dessous 
delà  somme  de  ceux  de  la  suivante,  terminés  au  même 
indice  de  a, 

«0  H-  2  a,  -h  2  «2  -h  2  tt3  -4-  2  £!<  H- .  .  .  . 

Or  cette  série  n'est  autre  chose  que  la  série  (i)  dont  on 
aurait  doublé  les  termes,  excepté  le  premier.  Elle  a  donc 
une  limite,  et,  par  conséquent,  la  série  (2)  en  a  une  à 
plus  forte  raison.  Ainsi ,  d'abord  la  convergence  de  la  pre- 
mière série  entraîne  celle  de  la  seconde.  Supposons,  en 
second  lieu,  la  série  (i)  divergente,  ses  termes  allant 
toujours  en  décroissant;  on  aura  évidemment  les  rela- 
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lions  suivantes  : 


Uq  =.  u. 


0> 


2W,  >a,  -i-  «2, 

4  «3  >  «3  H-   «4    ■+■    «&   4-  «6  , 

Sa,  >  «7  -h  «8 +  a,4. 

Ajoutant  les  premiers  membres  entre  eux,  ainsi  que  les 
seconds,  on  reconnaît  que  la  somme  des  termes  de  la 
série  (  2  )  est  plus  grande  que  la  somme  de  ceux  de  la  sé- 
rie (1) ,  terminés  à  celui  d'indice  double  5  et  comme  cette 
dernière  croît  indéfiniment  par  hypothèse,  il  en  est  de 
même  de  l'autre.  D'où  il  suit  encore,  comme  on  voulait 
le  démontrer,  que  la  divergence  de  la  série  (i)  entraîne 
celle  de  la  série  (2).  Donc,  enfin,  les  deux  séries  propo- 
sées sont  toujours  en  même  temps  convergentes  ou  diver- 
gentes. 

12.  Prenons  par  exemple,  pour  la  série  (1),  la  sui- 
vante : 

(3)  I  4-~   +  --^4-  -^---i 

2/*       3^      4/" 

la  série  {2)  deviendra 

,-+.2'-/*4-4'-"-+-8'-''*-f..... 

Or  cette  dernière  est  une  progression  géométrique  dont 
la  raison  est  2'^^".  Elle  est  décroissante  si  l'on  a  fji^  i, 
et  croissante  si /x  <[  i  ou  |ul=:i.  Donc  aussi  la  série  (3) 
est  convergente  si  fx  >  i ,  et  divergente  si  p.  <^  i ,  ou  fi  =  i  » 
La  conséquence  relative  à  /ut  =  i  montre  que  la  série 

I        1        I 
est  infinie,  comme  nous  l'avions  déjà  reconnu. 
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13.  Quatrième  théorème.  —  La  série 
est   cony^ergente y    lorsque ^    n  croissant  indéfiniment^ 

il 

-j— ^  a  une  limite  plus  grande  que  f  unité.  Elle  est  diluer- 

gente  si  cette  limite  est  plus  petite  que  V unité. 

En  effet,  soit  h  cette  limite,  et  supposons  d'abord 
h^\.  On  aura  donc,  depuis  une  certaine  valeur  de  n 
jusqu'à  l'infini,  a  désignant  un  nombre  compris  entre 
I  et  A, 

il 

-,->a,      ou      «„<-. 

Les  termes  de  la  série  proposée,  à  partir  de  //„,  sont  donc 
inférieurs  a  ceux  de  la  suivante  : 

I  I  I 


Or  celle-ci  est  convergente  d'après  le  théorème  précé- 
dent, puisque  l'on  a  a  ^  i  ;  donc  aussi  la  proposée  est 
convergente. 

Supposons  en  second  lieu  A  <  i^  et  soit  a  un  nombre 
compris  entre  i  et  A.  On  finira  par  avoir,  au  delà  d'une 
certaine  valeur  de  n , 

-f-<^«,     ou     «„>-. 

Les  termes  de  la  série  proposée  seront  donc  alors  au- 
dessus  de  ceux  de  la  suivante  : 


1 H  .. 


556  HOTE    I. 

Mais  celle  dernière  esl  divergente,  puisque  l'on  a  a  <[  i  : 
donc  la  proposée  Test  aussi.  Ce  qu  il  fallait  démontrer, 

14.  Lorsque  la  limite  h  est  l'unité,  on  ne  peut,  en 
général,  prononcer  sur  la  convergence  ou  la  divergence 

de  la  série.  Cependant,  lorsque  le  rapport  -j— ^  est  toujours 

inférieur  à  sa  limite  i,  il  est  facile  de  démontrer  que  la 
série  est  divergente. 

il 

En  effet,  Tinégalité  -p^  <^  i  donne 

donc  les  termes  de  la  série  proposée  sont  au-deaBus  de 
ceux  de  la  suivante  : 

I  I  I 


n       /î  -+-  I       /i  -h  2 

que  nous  avons  démontrée  divergente.  La  proposée  l'est 
donc  elle-même. 

Si  le  rapport  y-^  était,  au  contraire,  toujours  supérieur 

à  sa  limite  i,  on  prouverait  bien  que  les  termes  de  la 
série  proposée  sont  au-dessous  de  ceux  de  la  suivante  : 


n        «  -h  I 


mais  celle-ci  étant  divergente,  on  ne  saurait  en  conclure 
que  la  proposée  est  convergente. 
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Autre  règle  pour  la  convergence  des  séries, 

IS.  Remarquons  d'abord  que  si  l'on  a  une  série  con- 
vergente 

«•  +  «1  -f- .  •  .  -f-  ««  H-  ««+1  -+-..., 

et  qu'une  autre  série 

«'o  -+-  «^  -4-  .  .  .  -h  fn  -+-  i'n+\  -h  .  .  . 

soit  telle,  que,  depuis  un  certain  terme  jusqu'à  Tinfini , 
on  ait 

^n  Un 

cette  seconde  série  sera  convergente;  car,  si  Ton  multi- 
plie la  première  par  —  >  n  ayant  une  valeur  déterminée 

telle,  que  la  condition  supposée  soit  remplie,  la  série  ainsi 
obtenue  sera  encore  convergente.  Or  tous  les  termes  de  la 
seconde,  depuis  i^„,  se  trouveront  inférieurs  aux  termes 
correspondants  de  cette  dernière-,  donc  la  seconde  série 
sera  elle-même  convergente. 

Cela  posé,  considérons  une  série 

«0  +  «I  4-  .  •  .  -h  «u  4-  «n+i  H 

telle,  que  Ion  ait 

lim. =  I, 

Un 

le  rapport  -^  étant  toujours  plus  petit  que  l'unité,  depuis 

une  certaine  valeur  de  n  jusqu'à  l'infini .  On  pourra  mettre 
ce  rapport  soùs  la  forme 


«/i+i  I 


■  1 


Un  I  -h  a 

OL  étant  positif  et  tendant  vers  zéro. 
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Or  nous  allons  démontrer  que  si  l'on  a 
lim.  noL  ]>  1, 

Ja  série  sera  convergente-,  et  qu'elle  sera  divergente  si 
l'on  a 

lim.  /la  <^  I. 
1°.  Soit 

lim.  n(f.z=z  k     et     k^\. 

Désignons  par  m  une  quantité  déterminée  quelconque  , 
comprise  entre  i  et  /r,  et,  par  conséquent ,  plus  grande 
que  l'unité.  Il  est  facile  de  voir  que ,  depuis  une  certaine 
valeur  de  n  jusqu'à  Uinfini,  on  aura 

En  effet, 

/'  I  \  "*  m       m(m  —  i  ) 

\         nj  n  \  .un} 

et  pour  que  l'inégalité,  précédente  ait  lieu,  il  suffira  que 
l'on  ait 

m       m  [m  —  i ) 


ou 


^  m(m  —  i)    - 

I  .2./Ï 


Or  le  second  membre  tend  vers  m  et  le  premier  vers  Ar,  à 
mesure  que  n  augmente  :  donc,  depuis  une  valeur  déter- 
minée de  n  jusqu'à  l'infini ,  l'inégalité  aura  lieu ,  puisque 
la  limite  de  son  premier  membre  est  plus  grande  que  la  li- 
mite du  second  -,  donc  depuis  cette  valeur  de  n  jusqu'à 
l'infini,  on  aura 


I  -4- 


->(-^)' 
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et ,  par  suite, 


:^<  ■ 


(-r 


ou 


Mais  si  l'on  considère  la  série 

le  rapport  du  terme  général  au  précédent  sera 


I 
n 


y 


et ,  par  conséquent ,  plus  grand  que  dans  la  série  propo- 
sée. Déplus,  la  série  (i)  est  convergente,  puisque  l'on  a 
/w  ^  I  :  donc  aussi  la  série  proposée  est  convergente  ;  ce 
que  nous  nous  proposions  de  démontrer. 
2°.  Soit  maintenant 

liiîi.  n(f.z=z  h     et     /•  <;  1. 

Prenons  une  quantité  quelconque  m  comprise  entre  i 
et  ft,  et ,  par  suite,  plus  petite  que  l'unité-,  je  dis  que  l'on 
finira  par  avoir  constamment 

OU 

^m       mim  —  i) 

ou  encore 


^  m  (m  —  ï) 

/2«<W-| ^ ^4- 


t  ,i,n 
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Eu  effet,  lorsque  n  croît  indétiniment^  le  premier  mem- 
bre tend  vers  /r,  et  le  second  vers  m  ,  qui  est  plus  grand 
que  k.  Donc,  depuis  une  certaine  valeur  de  n  jusqu'à 
rinfîni,  les  inégalités  précédentes  auront  lieu-,  d'où  il 
résultera 

■  y-^Ff '■ 

et ,  par  conséquent ,  -^  finit  par  être  constamment  su- 

u„ 

périeur  au  rapport  des  termes  correspondants  de  la  série 

dont  le  terme  général  est  — .  Mais  m  étant  plus  petit  que 

Tunité,  cette  dernière  série  est  infinie;  donc  la  proposée 
Test  aussi. 

Donc  enfin,  comme  nous  l'avions  annoncé,  la  série 
proposée  sera  convergente  si  l'on  a  lim.  wa  ^  i ,  et  diver- 
gente si  Ton  a  lim.  /xa  <  i . 

16.  On  ne  peut,  en  général,  prononcer  sur  la  nature 
de  la  série,  lorsque  l'on  a 

lim.  «a  =  I. 

Néanmoins ,  si  na  est  toujours  plus  petit  que  la  limite  i , 
on  peut  affirmer  que  la  série  est  divergente  ;  car  alors  on  a 


I  -+-  a  -^  l 

I  H 

II 

e  rapport  est  supérieur  au  rapport  relalit 

h  la  série  divergente 

I       I  I 


2       0  n       n  • 


d'où  il  résulte  que  la  série  proposée  est  infinie. 
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Le  seul  cas  qui  reste  douteux  est  donc  celui  où  Ton  a 
lim.  na  :=z  ly 
noc  n'étant  pas  constamment  plus  petit  que  i  • 

17.   Appliquons  cette  règle  à  la  série 
Il       1.3    I    .   i>3.5    I 

1.3...  (2«  — i)       I    •     . 

24 2^       2«  -h  I 

On  aura ,  dans  ce  cas , 

hm.  - — =  ï 

«n 

et 

un^  i^n-hiy l , 

Un   ^  (2/1  -h  :i)  (2«  4-  3)  6^^-h.5 

(2«-^  i;' 

d'où  . 

6/» -4- 5  _     6»^ -4- 5/2     . 

■  et,  par  suite ^ 

61 

4  ^ 

d'où  il  résulte  que  la  série  proposée  est  convergente. 
Considérons  maintenant  cette  autre  série 

I       1.3      1.3.5^  1.3  5...(2/z-i) 

pour  laquelle  on  a  encore  hm.  —  ==  '•  ^^  rapport  — 
aura  pour  valeur 


2«  -h  2  .  * 


36 
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On  aura  donc 

n 

et 

2/1  H-  I 

2 

d'où  il  résulte  que  la  série  est  divergente ,  et  que  la  somme 
est  infinie. 

Autre  règle  déduite  de  la  considération  des  intégrales 
définies, 

18.  Nous  allons  faire  connaître  encore  une  règle  qui 
a  été  déduite  de  la  considération  des  intégrales  définies. 
Soit  la  série 

tto  +  Wi  -h  «J  -h .  •  .  -I-  ^fl  +  «'/i+i  -h .  .  . , 

dont  tous  les  termes,  depuis  une  certaine  valeur  de  n 
jusqu'à  Tinfini ,  sont  positifs  et  décroissent  constamment 
en  tendant  vers  la  limite  zéro.  Elle  sera  convergente  ou 
divergente  suivant  que  la  somme  des  termes,  à  partir  de 
cette  valeur  de  n ,  tendra  ou  non  vers  une  limite  finie. 

Supposons  que  l'expression  du  terme  général  soit  une 
fonction  de  forme  finie  de  /i,  et  désignons  par  m,  une 
fonction  de  la  variable  x,  obtenue  en  changeant  /z  en  or, 
dans  i/„.  Cette  fonction  u^^  reproduirait  tous  les  termes 
de  la  série  proposée ,  en  y  donnant  à  x  toutes  les  valeurs 
entières  et  positives.  Sa  valeur  allant  constamment  en 
décroissant  quand  on  fait  croître  x  par  degrés  égaux  à 
l'unité,  à  partir  d'une  certaine  valeur  entière,  il  arrivera 
généralement  que  la  fonction  u^  ira  constamment  en  dé- 
croissant lorsque  x  croîtra  d'une  manière  continue  depuis 
une  certaine  valeur  jusqu'à  l'infini. 

Admettant  qu'il  en  soit  ainsi  depuisla  valeur  entière  /77, 
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on  aura 

J/»m-+-i  ^%m-{-^ 

m  Jm-hi 

mH-3 


et 

d'où  il  résulte ,  en  ajoutant  respectivement  ces  deux  séries 
d'inégalités ,  membre  à  membre , 


U^  dx  <  Un  -h  </m-+^i  -h  «m+J  -+-... 

et 

J/%  00 
I      Uj,  dx  est  finie,  il  s'ensuivra  que 
m 

la  série  à  partir  de  u„,j^^  le  sera  de  même  ;  et  si  elle  est 
infinie,  la  série  commençant  à  i/,„  le  sera  aussi.  D'où  il 
résulte  que  la  série  proposée  sera  convergente  ou  diver- 
gente, suivant  que  l'intégrale 

J/*00 
I        Ux  dx 
m 

sera  finie  ou  infinie. 

19.  Appliquons  cette  règle  à  la  série,  déjà  examinée, 
III  I 

I«         2«         3"  /i" 

La  fonction  i4j,  est,  dans  ce  cas ,  —,  et  va  constamment  en 

décroissant  quand  x  augmente ,  a  étant  supposé  positif. 

36. 
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~  = h  C  5  et ,  par  suite,  /      —  est  infinie 

0?"         I       a  Jm     ^ 

si  Ton  a  a  <^  I ,  et  finie  si  a  ^  i . 

Si  fl  =  1 ,  on  a 

/dx         Cdx      , 

quantité  infinie  en  même  temps  que  x. 

Donc  la  série  proposée  est  convergente  si  a  >  i  ;  et  di- 
vergente si  a  <^  I ,  ou  a  =  I . 

20.   Appliquons  cette  même  règle  à  la  série 

log2        logS  _j_^^^'^    . 

2  3  n 

On  a  alors  Ux=^  -^5  expression  qui  décroît  constam- 
ment depuis  la  valeur  de  x  pour  laquelle  log x  =  i .  Or 

/dxXo^x  _  log^j?     ^ 
X  2  loge 

Donc  /      Ujcdx  est  infinie,  et  la  série  en  question  est  di- 
t/m 


3         3  1 


vergentej  ce  qui  montre  que  le  produit  V^2V^3  v4  •••  V^'*-». 
est  infini.  Notre  première  règle  conduirait  au  même  ré- 
sultat, parce  que  l'on  aurait 

logw  — wlogf  I  +- j 
log«  -h  log  f  iH-  i  j 

ce  qui  donne  lim.  na  =  i .  Mais  comme  on  a  évidemment 
*    Tia  <^i 5  la  série  est  divergente,  d'après  une  remarque 
faite  précédemment. 


/la  =  • 
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L'une  et  l'autre  règle  feraient  voir  que  la^  série  dont 
le  terme  général  est  (  —2—  j  est  convergente. 

Séries  dont  tous  les  tenues  ne  sont  pas  de  même  signe, 

21 .  Lorsqu'une  série  n^a  pas  tous  ses  termes  de  même 
signe ,  il  est  évident  qu'elle  sera  convergente ,  si  elle  Test 
quand  on  donne  le  même  signe  à  tous  ses  termes,  par 
exemple  quand  on  les  prend  tous  positifs.  En  effet,  la 
somme  des  termes  qui  suivent  Tun  quelconque  de  ceux 
de  la  série  proposée ,  est  moindre  que  la  somme  des  cor- 
respondants de  la  seconde ,  quel  que  soit  le  nombre  que 
Ton  en  considère,  puisque  tous  ces  termes  s'ajoutent 
entre  eux  dans  la  seconde,  tandis  que  les  uns  sVjoutent 
et  les  autres  se  retranchent  dans  la  première.  Donc,  puis- 
qu'à  partir  d'un  certain  terme  de  la  seconde,  la  somme 
des  suivants  a  une  limite  qui  peut  devenir  moindre  que 
toute  quantité  donnée ,  il  en  est  de  même  à  plus  forte, 
raison  dans  la  première ,  et ,  par  conséquent ,  elle  est 
convergente. 

On  peut  donc  d' abord  appliquer  à  ces  nouvelles  séries 
les  règles  données  pour  celles  dont  tous  les  termes  sont 
de  même  signe,  tant  pour  reconnaître  la  convergence  que 
pour  calculer  une  limite  de  l'erreur  commise  en  s'arrê-r 
tant  à  un  terme  quelconque.  Mais  ces  règles  ne  dispensent 
pas  d'en  chercher  de  nouvelles,  spécialement  applicables 
aux  séries  dont  tous  les  termes  ne  sont  pas  de  même 
signe*,  parce  qu  une  pareille  série  peut  être  convergente,, 
et  devenir  divergente  quand  on  donne  le  même  signe  à 
tous  ses  termes.  Nous  nous  bornerons  à  celle  qui  résulte 
du  théorème  suivant  : 

Théorème.  —   Lorsque   dans   une  série  les    termes 
finissent  par  être  constamment  décroissants^  et  al/erna-r 
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twement  positifs  et  négatifs ,  cette  série  est  toujours 
coni^ergente ^  et  V erreur  commise,  en  s* arrêtant  à  un 
terme  quelconque  y  est  moindre  que  le  suiv^ant. 
Soit  la  série 

Désignons,  en  général,  pair  5^  la  somme  des  termes  de- 
puis le  premier  jusqu'à  u^  inclusivement. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  la  somme  5„  de  termes 
dont  le  dernier  est  positif  ne  peut  être  que  diminuée 
par  l'addition  d'un  nombre  quelconque  des  termes  sui- 
vants. En  effet,  pour  passer  de  la  somme  5„  à  J„+t,  il 
faut  retrancher  m„^.i  ;  donc  on  a  Sn^i  <C^n»  Pour  obtenir 
la  somme  suivante  5„4.j,  il  faut  ajouter  «„+«,  qui  est  moin- 
dre que  le  terme  Un^y  qui  a  été  retranché  de  5„  5  donc 
on  a  encore  jr^,  <^  jr„.  Le  même  raisonnement  se  repro- 
duisant indéfiniment,  on  voit  que  la  somme  5„  est  plus 
grande  que  toutes  celles  dont  l'indice  est  plus  élevé. 

On  voit,  au  contraire,  que  si  l'on  s'arrête  à  un  terme 
négatif,  la  somme  sera  toujours  moindre  que  toutes  celles 
dont  l'indice  est  plus  élevé. 

Ainsi  les  sommes  dont  le  dernier  terme  est  positif 
vont  toujours  en  diminuant  \  et  celles  dont  le  dernier 
terme  est  négatif  augmentent  constamment ,  en  restant 
toujours  au-dessous  des  premières.  Ces  deux  suites  de 
sommes  se  rapprochent  donc  de  plus  en  plus  à  mesure 
qu'on  avance  dans  la  série,  et  leur  différence  tend  vers 
zéro ,  puisqu'elle  n'est  autre  chose  que  le  dernier  terme 
de  la  dernière ,  lequel  tend  vers  zéro ,  par  hypothèse ,  à 
mesure  que  son  indice  augmente  indéfiniment. 

Donc  enfin  la  somme  des  termes  tend  vers  une  limite 
déterminée,  et  l'erreur  positive  ou  négative  est  toujours 
moindre  que  le  tenne  qui  suit  celui  auquel  on  s'est 
arrêté. 
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Soil,  par  exemple,  la  série 


x^      x^  a.'"       ^«■+-' 


X .-+-—  4-  ...  H 


2         3  '         n        n  -\-\ 

Le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est  exprimé  généra- 
lement par j:  ,  et  sa  limite  est  x.  Ainsi ,  d'abord  la 

série  sera  convergente  si  l'on  a  x  <[  i  en  valeur  absolue  ; 
divergente  si  a:  ]>  i .  Lorsque  a?  =  i ,  la  série  est  conver- 
gente en  vertu  de  la  dernière  règle ,  puisque  les  termes 
sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  décroissent 
indéfiniment.  Mais  si  l'on  prenait  x  =  — '  i  ,  la  série 
aurait  une  somme  infinie. 

Lorsque  la  série  est  convergente,  Terreur  que  Ton  com- 
met, c'est-à-dire  la  quantité  que  l'on  omet,  en  s'arrêtant 

à  —,  est  moindre  que >  et  de  même  signe  que  ce 

terme. 

Des  séries  imaginaires, 

22.  Lorsque  les  termes  d'une  série  sont  de  la  forme 
it-\-y  \J  —  I ,  on  entend  que  cette  série  est  convergente 
lorsque  la  somme  des  termes  rçels  a  une  limite  5,  et 
que  la  somme  des  coefficients  de  V  —  ^  tend  de  même 
vers  une  limite  t  :  on  dit  alors  que  la  limite  de  la  série 
est  ^  -h  f  v^ —  I. 

On  est  ainsi  ramené  aux  conditions  de  convergence  de 
deux  séries  réelles.  Mais  il  suffit  souvent  d'en  considérer 
Une  seule,  celle  qui  se  rapporte  aux  modules  des  termes 
de  la  proposée. 

En  effet,  on  peut  toujours  poser 

«  -h  r  V^  —  i  =r  p  (cosO  +  \/  —  i  sin  v), 
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et  la  série  proposée  prend  la  forme 

/  \    l?ù  (cosôo 4-  V'^^sin G»)  -h  pi  (cose,  -4-  V^~sin  Oi)  -+*  •  •  • 

(  -h  pn  (cosÔ„  4-  \/^sinÔ„)  -f- 

Or,  sî  la  série 

W  p*  4-  Pi  -f-  f^i  -f-  . . .  -f-  p»  4-  . .  • 

est  convergente,  en  prenant  tous  les  termes  positifs ,  il 

s'ensuit^  à  plus  forte  raison,  que  les  deux  suivantes  : 

/3)  I  ^*  ^^^^^  "^  P'  ^°^®*  -h  . . .  4-  p„  cos0„  4-  . . .  , 

I  po  sin  ôo  4-  pi  sin  0,  4-  . . .  4-  pn  sin  Oj,  4-  .  • . 
le  seront  elles-mêmes;  car,  à  partir  d'un  terme  quel-r 
conque,  la  somme  des  suivants  jusqu'à  Tinfini  est  évi- 
demment moindre  que  dans  la  première.  On  peut  donc 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Une  série  imaginaire  est  convergente  lorsque  la  série 
des  valeurs  absolues  des  modules  de  tous  ses  termes  est 
conv^ergente. 

Lorsque  la  série  (a)  n'est  pas  convergente ,  il  est  pos- 
sible que  ses  termes  tendent  ou  ne  tendent  pas  vers  zéro. 
S'ils  n'y  tendent  pas ,  les  séries  (3)  ne  peuvent  être  toi^tes 
deux  convergentes-,  car,  quelque  valeur  qu'on  paisse  sup- 
poser à  l'angle  9,  il  est  impossible  que  p  cos  9  etp  sin  B  ten- 
dent tous  deux  vers  zéro,  si  p  n'y  tend  pas.  Les  termes  des 
deux  séries  (3)  ne  peuvent  donc  tendre  vers  zéro ,  ce  qui  est 
cependant  une  des  conditions  indispensables  de  la  con- 
vergence. La  série  (i)  est  donc,  dans  ce  cas,  divergente. 
En  second  lieu ,  si  la  série  (a)  étant  divergente  ses 
termes  décroissent  indéfiniment,  il  n'est  pas  impossible 
que  les  séries  (3)  soient  convergentes,  parce  que  tou^ 
leurs  termes  ne  sont  pas  de  même  signe  ]  on  ne  peut  donc 
alors  rien  affirmer,  en  général,  sur  la  convergence  de  la 
série  proposée. 
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NOTE  IL 

SDR  LES  EXPRESSIONS  IMAGINAIRES.  COMMENT  ON  LES 
INTRODUIT   DANS   LES   DONNÉES   DU   CALCUL. 


23.  Lit  résolution  des  équations  du  deuxième  degré  con- 
duit quelquefois  à  extraire  des  racines  carrées  de  quantités 
négatives.  Ces  sortes  d'expressions  ne  représentent  pas 
des  nombres  ,  soit  positifs  ,  soit  négatifs  *,  on  les  désigne 
sous  le  nom  de  quantités  imaginaires.  Nous  n'avons  pas 
pour  objet  d*examiner  ici  à  quelles  circonstances  corres- 
pondent ces  formes  dans  les  questions  proposées;  nous 
nous  bornerons  à  dire  qu'en  substituant  ces  expressions  à 
l'inconnue,  l'équation  que  Ton  avait  à  résoudre  devient 
identique,  pourvu  que  les  racines  carrées  des  quantités 
négatives  soient  traitées  d'après  les  règles  ordinaires  de 
l'algèbre,  et  que  l'on  considère  leur  carré  comme  s' obte- 
nant par  la  suppression  du  radical. 

Si  Ton  a,  par  exemple,  l'équation 

*'  —  2  flj?  -}-  rt'  +  ^'  =r  o, 
on  en  tire  les  deux  valeurs  imaginaires 
X  =  û  ±  \/—  ^% 

et  l'on  peut  vérifier  que  la  substitution  de  cette  valeur 
dans  l'équation  la  réduit  à  o  =  o. 

Il  en  serait  de  même  si,  au  lieu  de  V^ — è*,  on  mettait 
b  si  —  I,  et  c'est  ce  que  l'on  fait  ordinairement,  afin  que 
la  seule  quantité  imaginaire  à  considérer  soit  toujours 
si —  I.  Les  valeurs  de  o:  se  trouvent  ainsi  mises  sous  la 
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forme 

X  =.a±b  \J  —  I. 

Il  semble  d'abord  que  toutes  les  considérations  auxquelles 
ces  sortes  d'expressions  peuvent  donner  lieu ,  soient  rela- 
tives aux  circonstances  qui  leur  donnent  naissance  dans 
les  questions  dont  elles  présentent  la  solution  ^  mais  on  a 
trouvé  de  très-grands  avantages  à  les  introduire  dans  les 
données  mêmes  de  certains  calculs,  et  c'est  sous  ce  point 
de  vue  que  nous  allons  les  considérer. 

Sans  attacher  aucune  idée  de  quantité  à  l'expression 
V^ — i,  nous  convenons  de  la  traiter  de  la  même  manière 
que  si  c'était  un  nombre  dont  les  puissances  successives 
seraient 

v/— I,     —I,     — /^,     -f- I,     y/— ''>•••> 

les  quatre  premières  se  reproduisant  indéfiniment  dans  le 
même  ordre.. 

Rien  ne  s'oppose  à  ce  que  Ton  fasse  des  calculs  algé- 
briques dans  lesquels  y  —  i  soit  traité  de  cette  manière  5 
il  ne  s'agit  que  de  savoir  s'il  y  a  quelque  intérêt  à  le  faire , 
et  si  de  pareilles  opérations  peuvent  offrir  de  nouvelles 
ressources  à  l'analyse.  Il  pourra  quelquefois  être  plus 
commode  de  remplacer  v —  i  par  une  lettre  dont  les 
puissances  se  distinguent  toutes  les  unes  des  autres ,  tan- 
dis que  celles  de  y — i  se  reproduisent  périodiquement. 
En  désignant  y — ^  par  X,  nous  entendrons  que  X  soit 
'  traité  comme  un  facteur  ordinaire ,  d'après  toutes  les 
règles  démontrées  dans  le  cas  des  quantités  réelles;  seu- 
lement, après  tous  les  calculs  effectués,  on  remplacera 
les  puissances 

>,  V,  \\  V,   V,   >«,... 
par 
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24,  Lorsque  nous  poserons  une  équation  entre  des 
quantités  réelles  et  imaginaires,  comme 

A  4-  B  v'^  =  A'  +  B'  sf^i, 

nous  entendrons  toujours  que  Ton  savait  d'avance  que 
A  =  A'  et  B  =  B'.  Ces  dernières  équations  ne  seront  ja- 
mais des  conséquences  de  la  première 5  c'est,  au  con- 
traire ,  la  première  qui  en  est  la  conséquence .  et  nous 
n'attacherions  aucun  sens  à  cette  équation  si  nous  ne 
savions ,  indépendamment  d'elle ,  que  les  parties  réelles 
sont  égales  de  part  et  d'autre,  ainsi  que  les  coefficients 
respectifs  de  y — '•  Nous  insistons  sur  ce  point,  parce 
que  la  plupart  des  auteurs  l'entendent  de  la  manière  in- 
verse. 

25,  Ayant  bien  établi  de  quelle  manière  nous  traite- 
rons l'expression  V —  i  >  nous  allous  montrer,  par  un 
premier  exemple,  l'avantage  que  l'on  peut  avoir  à  Tin- 
troduire  dans  le  calcul. 

Considérons  les  deux  expressions 

cos.r-|-\/ — I  siao:,     cos  j  H- y^ — i  sin  j, 

et  multiplions-leë  entre  elles,  dans  le  sens  que  nous  atta- 
chons ici  à  cette  opération  5  nous  trouverons 

cosarcosj^  —  sinjjsiny  4-v/ — i  (sinxcosj-f-sin  jcosj?),  * 
ou 

ces  (^H-jr)  4- y/ — I  sin  (a? -4- j). 

Nous  pouvons  donc  poser 

(cosa--4-  v''— I  sinx)  (co8  >--î-V^ — i  sinj)=  cos  {x  4-X  ) -h\/ —  i  sin(x4-r)j 

puisque  nous  avons  prouvé  d'avance  que  les  parties  réelles 
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étaient  respectivement  égales,  ainsi  que  les  coefficients 

de  V^^. 

Et  Ton  conclut  de  là  que  pour  diviser  deux  expressions 
de  cette  forme  l'une  par  l'autre  (en  entendant  par  quotient 
une  expression  qui ,  multipliée  par  le  diviseur  suivant  les 
règles  convenues,  reproduirait  le  dividende)  il  suffit  de 
retrancher  l'arc  qui  se  trouve  au  diviseur  de  celui  qui 
entre  dans  le  dividende. 

En  multipliant  le  produit  de  ces  premières  expressions 
par  une  troisième  cos^  -h  ^ — i  sin^,  il  suffira  encore 
d'ajouter  les  arcs  x  -h/  et  z,  ce  qui  donnera  la  nouvelle 
équation 

(cosar-H  v^ — I  sinx)  (00374- V^—  i  sin/)  (cosz-h)/ — l'sinz) 
=  cos(x-H7-hz)  +  y/— I  sin(x-hx  -h  z); 

et  il  est  facile  de  voir  que,  quel  que  soit  le  nombre  des 
facteurs  de  cette  forme ,  leur  produit  effisctué  donnera  tou- 
jours pour  partie  réelle  le  cosinus  de  la  somme  de  tous  les 
arcs,  et  pour  coefficient  de  y/ — i  le  sinus  de  cette  même 
somme.  On  pourra  donc  poser  une  équation  semblable  à 
la  dernière ,  en  supposant  un  nombre  m  quelconque  de 
facteurs,  puisque  les  parties  réelles  sont  démontrées  égales, 
ainsi  que  les  parties  imaginaires. 

En  supposant  le  cas  particulier  où  x  =  y  =  z=...., 

on  aurait  la  formule  suivante ,  qui  est  due  à  Moîvre  : 

#  _  

( I )        (cosx  -f-  ^ — 1  sin xp  =  ces  mx  -h  ^ —  i  sin  mx ; 

il  est  donc  prouvé  que ,  si  l'on  forme  la  puissance  m  du 
binôme  cos x  H-  y — i  sin  x  d'après  les  règles  ordinaires, 
la  partie  réelle  sera  égale  à  cos  mx^  et  le  coefficient  de 
V— I  à  sinmx.  Or  le  développement  de  la  puissance  m 
d'un  binôme  s'effectue  au  moyen  d'une  formule  très- 
simple  5  on  aura  donc  ainsi  le  développement  général  dç 
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cos  mx  et  sin  mx^  m  étant  un  nombre  entier  quelconque. 
Ces  formules  sont 

mim — i) 

cos  w^  ■=.  cos"  X i cos'"'''x  sin' x 

1.2 

mim  —  i)  (/n — 2)  (/tî  —  3) 

4-  — ^ ^^    \  /^ ^ cos'«-'*:csin*-4-..., 

1.2.3.4 

,      .            mim — i)(m  —  2)  ; 

sln  mx  =  m  cos"*"' j:  sm  x ^ '-^ cos^-'o:  sm'x  4- ...  « 

1.2.3 

On  peut  observer  que  le  développement  de 

(cos  j:  —  v^ —  I  sin  .r)" 
ne  différerait  de  celui  de 

(cosx-l-v^ — I  sinj?)'" 

que  par  le  signe  des  termes  où  se  trouvent  les  puissances 
impaires  de  V^ — i,  et  que,  par  conséquent, 

(cosar  —  \/—  i  sin  ^f)"  =  cos  mx  —  \/ —  1  sin  mx. 

26.  .En  entendant  par  racine  n'^"*"  d'une  expression 
imaginaire  une  autre  expression  qui;  élevée  à  la  puis'- 
sance  n ,  suivant  le  sens  convenu ,  reproduirait  la  pre- 

X  '  '"  X 

mière,  on  voit  que  cos  -  ±  y — i  sin  -  est  une  racine  n'*'"* 

de  cosorzii  y — i  sin  a:,  puisque  nous  avons  prouvé  que 
pour  élever  une  semblable  expression  à  la  puissance  tV'""'\, 
il  suffit  de  multiplier  Tare  par  n.  On  a  donc 

I 

(cos  ^  ±  s/—  I  sin  x)**  =  cos  -  ±  i^—  i  sin  -  ; 
^        .         '  n  n 

et  si  Ton  élève  les  deux  membres  à  la  puissance  p,  il  vient 

p 

(cos.r±\/— I  sin.r)"  =  cos-x±  v^—i  sin- jt, 
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ce  qui  montre  que  Tequalion  (i)  est  vraie  quand  m  est  un 
uoriibre  fractionnaire  quelconque  ~i  en  entendant  seule- 
ment par  là  que  cos -.rih  v^— i  sîn^  x,  élevé  à  la  puis- 
sance n ,  donnerait  la  puissance  p  de  cosx  ±  V---i  sin  x, 
et  que,  par  conséquent,  il  est  une  des  racines  /j'*'""  de 
cette  puissance  p. 

L'équation  (i)  est  encore  vraie  si  m  est  égal  à  un  nombre 
négatif — n.  En  effet, 

, —  .     \_„  I  _  » 

(cosjr-f-V-' smxj      =; . —  . — \^  ~"  /  ; — r^""! S; 

^  (cos  X  H-  y— -i  sin x)         \cos nx -f-  y—  i  sin nx)  ' 

or  diviser  par  cos  wa:-|-  v' — i  sin  nx^  c'est  trouver  une 
expression  qui,  multipliée  par  ce  diviseur  d'après  les 
règles  convenues,  donne  pour  produit  le  dividende;  ce 
quotient  est  donc  cos  nx  —  y  —  i  sin  hx. 
Donc 

(coso:-!-  v^ — I  sinx)~"  =  cos( —  nx  4-  yj — i  sin  ( —  nx). 

La  formule  (1)  est  donc  vraie,  quelque  valeur  rédle 
qu^ait  m ,  en  observant  toutefois  que  si  la  puissance  m  est 
susceptible  de  plusieurs  valeurs,  nous  avons  seulement 
prouvé  ici  que  le  second  membre  en  est  une. 

27.  Nous  allons  résoudre  maintenant  la  question  in- 
verse ,  qui  consiste  à  développer  cos'"  jc  et  sin'"  x  au  moyen 
des  cosinus  et  sinus  des  arcs  multiples  de  x,  m  étant  on 
nombre  entier. 

Pour  cela,  nous  poserons 


d'où 


cos  X  4-  y  —  I  sin  a:  r=r  « , 
cos  X  —  ^ — I  sin  x=.v\ 


2  cos  X  =1  a 


j 
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et,  par  suite, 

I  .2 

Observant  maintenant  que  Mi^  =  i ,  et  que  w*-f-  p'*==  2  cos/fo:", 
on  aura 

mm  /  V  m  (m  —  ''),,> 

2    cos    a:  =  2  cos  mx~\-i.m  cos(m  —  2 )  z-t-2 .  — ^ -^  cos (wi~4 )  '"+" •  •  •  • 

Si  m  est  pair,  le  terme  qui  se  trouve  au  milieu  du  dévelop- 

w(/w  — 1)..  J^-hi) 

pement  de  (w  -f-  v')"*  se  réduit  à  — ^ et 

1.2 — 

2  ' 

forme  le  dernier  terme  du  développement  de  2"  cos'"  j:. 

Si  m  est  impair,  les  deux  termes  du  milieu  sont  en  ù  et  f^ 

de  la  forme 


expressions  qui  se  réduisent  respectivement  à  u  et  ^,  puis- 
que Mf^rizi.Le  dernier  terme  dudéveloppement  de  2"*  cos'"  a? 
est  alors 


2 \ ^  ces  X. 

1 .2. 


On  développera  maintenant  sin'"  j?,  en  observant  que 

2  \/  —  I  sin  a:  rr:  f«  —  c , 

d'où 

,   , .      ^  m  [m — 1) 

2'»    i/—  I  Y  sxïiP'x  z=z  «"'  —  /;?tt'""'  P  -I ^ '  w™-'  <^' . .    • 

^  ^         ^  1.2  ' 

ce  qui  signifie  toujours  que  les  parties  réelles  sont  les 
mêmes  de  part  et  d'autre,  ainsi  que  les  coefficients  de 
y/ — i^  s'il  y  reste,  ce  qui  n'arrivera  que  si  m  est  impair. 


B 
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Supposons  d'al)ord  m  pair  :  les  termes  à  égale  distance 
des  extrêmes  seront  de  même  signe,  et,  en  les  réunissant 
deux  à  deux ,  on  trouvera 

m 

2"  (  —  I )2  sin"'  ^  =  2 cos  mx  —  2  m  ces  [m  —  2)  x 

m{m  —  1)         ,  ,. 

_^  2  — ^ L  cos  (/«  —  4  )  ^  —  •  •  •  > 

le  dernier  terme  sera 

m 

1.2 — 

2 

le  signe  -4-  correspondant  à  —  pair,  et  le  signe  —  ^  ^ 

impair.  Si  m  est  impair,  le  développement  pourra  se 
mettre  sous  la  forme 

en  remplaçant  partout  mm  par  £ ,  Si  donc  on  observe  qpe 
M*  —  v^=i  sj —  I  sin/ta:,  on  aura ,  en  ne  prenant  que  les 
coefficients  de  sj — i^ 


2*"  (^-  1)    ^    sin^o?  =  2 sin mx  —  2m  sin  [m  —  2)  :c 
le  dernier  terme  sera 


mim^i)  ,    .  ,. 

4-  2 — i isinfw  ^A)x' 

1.2  ^  ^' 


±  2 ■—■ — -^ — '"  sin^r, 

I . 


■'•■••(-) 


le  signe  -h  ayant  lieu  quand sera  pair,  et  le  signe 

—  quand  il  sera  impair. 
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â8.  Examinons  maintenant  en  quoi  consiste  Tavan- 
tage  que  Femploî  de  \J —  i  a  procuré  dans  la  recherche 
des  développements  de  cos"*j:  et  8in"*.r. 

Nous  avons  remplacé  a  cos  jcpar 

cosj:  -h  V^—  I  sinj?  -h  coso?  —  y^—  i  sina?, 

qui  lui  est  identique,  puisque  les  deux  termes 

V^ —  I  sin  X     et     —  sj —  i  sin  jc , 

traités  comme  s'ils  représentaient  des  nombres ,  se  dé- 
truisent. Et  même  si,  au  lieu  de  v^ — i,  on  met  une  quan- 
tité X  indéterminée,  on  pourra  remplacer  2  cosx  par 

(cosx -h  ^sin^) -I- (cosx  —  Xsina;); 

et  quelque  calcul  que  Ton  effectue  sur  cette  expression  , 
le  résultat  sera  nécessairement  indépendant  de  i,  et  les 
puissances  d'un  même  degré  quelconque  de  cette  lettre 
auront  zéro  pour  Coefficient.  Or  prendre  seulement  les 
termes  réels  du  résultat,  c'est  négliger  les  puissances 
impaires  de  X  et  ne  conserver  que  les  puissances  paires, 
ce  qui  est  permis,  puisque  les  coefficients  de  chaque  puis- 
sance de  X  sont  nuls.  Mais  quand  on  remplacera  X*  par 
—  1 5  il  pourra  y  avoir  des  réductions  entre  les  termes 
correspondants  à  des  puissances  différentes  de  X ,  et  no- 
taniment  avec  ceux  qui  ne  renfermaient  pas  X,  et  qui 
sont  précisément  ceux  que  Ton  trouverait  en  ne  transfor- 
mant pas  d'abord  2cos.r.  Il  peut  donc  résulter  de  \k 
de  nouvelles  combinjiisons  qui ,  sans  altérer  la  valeur  du 
résultat,  lui  donnent  une  forme  plus  commode.  Cela  re- 
vient à  ajouter  au  résultat  des  quantités  qui  se  détruisent  : 
mais  à  chaque  instant^  dans  l'algèbre,  on  voit  de  pareils 
artifices  faciliter  les  transformations:  et  ce  qui  fait  que, 
dans  le  cas  actuel ,  on  en  retire  réellement  un  très -grand 
I.  37 
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avantage ,  c'est  que  les  deux  binômes  dont  la  somme  rem- 
place 2  cos  X  sont  tels,  que  les  puissances  de  chacun  d'eux 
s'effectuent  immédiatement  parla  multiplication  de  l'arc, 
et  que  le  produit  des  puissances  semblables  de  Tun  et 
l'autre  est  l'unité.  Il  résulte  de  là  que  la  puissance  m'**"* 
de  cosj?  se  trouve  immédiatement  exprimée  au  moyen  des 
cosinus  des  arcs  multiples  de  or  ^  et  il  en  est  de  même  pour 
sin'^jc. 

Usage  des  lignes  tri gonométriques  pour  V extraction  des 
racines  des  quantités  réelles  ou  imaginaires,   « 

29.  Les  racines  de  degré  m  d'un  nombre   réel  positif 
ou  négatif  ±  A ,  sont  les  racines  de  l'équation 
7«rpA  =  o; 

ces  racines  peuvent  se  ramener  à  celtes  de  l'unité,  en 
posant^  ==ûj:,  a  désignant  la  racine  »'*"*' arithmétique 
du  nombre  A;  l'équation  proposée  se  trouve  ainsi  rame- 
née à  la  suivante  : 

x'^Zfii  =  o, 

dont  nous  allons  déterminer  les  m  racines,  qui  sont  toutes 
inégales,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  commun  diviseur  entre 
le  premier  membre  et  sa  dérivée.  Soit  d'abord 

x^  —  1  =  0,  ou  j:^  =  I . 
Nous  pouvons  représenter  i  par  une  expression  de  la 
forme  cosz  -f-  ^ — i  sinz,  dont  nous  savons  qu'il  est  fa- 
cile d'extraire  la  racine.  Il  suffit  de  poser  z=  2/i7r,  n 
étant  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif  5  et 
Ton  aura  identiquement 

1=  cos2/7fr  -h  v/ —  I  sina/iTT. 
Donc  Texpression 

(  1  )  cos h  V —  ï  sin 

^  '  m  m 
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donne  des  racines  m'^"*"  de  i,  et,  par  consé(][uent,  des 
valeurs  de  x  pour  toute  valeur  entière  de  n. 

Or  on  reconnaît  immédiatement  que  l'expression  (i)  ne 
change  pas  quand  on  augmente  ou  qu'on  diminue  n  de  m 
ou  d'un  multiple  entier  quelconque  de  m.  Il  |uffit  donc , 
dans  la  série  indéfinie  des  nombres  entiers  positifs  ou  né- 
gatifs, d'en  prendre  m  consécutifs  quelconques  5  ils  don- 
neront toutes  les  valeurs  de  l'expression  (i).  De  plus,  il 
est  facile  de  voir  qu'elles  seront  toutes  différentes ,  parce 
que  deux  de  ces  arcs  ne  peuvent  avoir  le  même  sinus  et 
le  niême  cosinus  -,  donc  toutes  les  racines  de  l'équation 

jf*  — 1  =  0 

seront  données  par  la  formule 

2nit    ,     , .    imc 


cos- 


■  ±v  —  ï  s\n 9 


dans  laquelle  on  donnera  à  n  les  valeurs  o,  i,  2,  elc. , 
jusqu'à  ce  que  l'on  ait  m  valeurs  pour  le  second  membre  5 
car  c'est  comme  si  l'on  donnait  k  n^  m  valeurs  consécu- 
tives, les  unes  positives ,  les  autres  négatives. 
Si  m  est  pair,  on  posera  m  =  aAr,  et  il  viendra 

x=zcos-r-±\ — isin-j-- 

n  n 

Il  faudra  alors  donner  à  n  les  valeurs  o,  i,  2,... ,  A.  Les 
deux  extrêmes  donnent  x  =  i^x  =  —  i,    et   toutes  les 
autres  valeurs  de  x  sont  imaginaires ,  conjuguées  et  réci- 
proques deux  à  deux. 
Si  l'on  a 

//l  =z=  2  ^  +  I  , 

il  faudra  donner  à  n  les  valeurs  o,i,2,...,/r. 

La  première  donne  x  =  i]  les  autres  sont  toutes  ima- 
ginaires, conjuguées  et  réciproques. 

37. 
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30.   Soit  maintenant 

ml 

a:* -h  1  =  0     ou     x^=z — i,     d*où     x  =  \ — i. 

On  peut  encore  donner  à  — i  la  forme  cosz  -1-  ^—  i  sîn  2, 
en  posant  z  =  {2  n  -f-  i)7r.  On  aura  donc  des  valeurs  de  a: 
par  la  formule 

(2/î4-l)îr  / .     (2«-f-l)7r 

X  =  C08  ^ ' h  V —  I  sm —  : 

m  m 

il  suffira  encore  de  prendre  m  valeurs  consécutives  de  n , 
parce  qu'elles  correspondront  toutes  à  des  sinus  ou  co- 
sinus différents,  et  toutes  les  autres  valeurs  de  n  fourni- 
raient les  mêmes  valeurs  pour  x.  Toutes  les  racines  de 
l'équation 

ar"-h  I  =0 

sont  donc  données  par  la  formule 

• 

(2;i  +  l)7r^^    i—    .    (2/î-f-l)ir 

jc  =  cos '—  zt  V  —  I  sm  ^ —  9 

m  m 

en  donnant  à  ndes  valeurs  positives  depuis  zéro  jusqu'à 
ce  qu'il  en  résulte  m  valeurs  pour  le  second  membre.  Si 
m  =  ^k^  les  valeurs  de  n  seront  o ,  i,  2 , . . . ,  &  —  i,  les 
valeurs  de  x  seront  toutes  imaginaires ,  conjuguées  et  ré- 
ciproques. Si  m  =  2A"  -f- 1,  les  valeurs  de  n  seront  o,  i, 
2 , . . . ,  /e ,  la  dernière  donnera  x  =  —  i  ",  toutes  les  autres 
valeurs  de  x  seront  conjuguées  et  réciproques. 

Les  racines  de  dt  i  étant  connues ,  on  aura  celles  de 
db  A  en  les  multipliant  par  la  racine  arithmétique  de  A. 

Les  facteurs  réels  du  premier  et  du  second  degré,  dans 
lesquels  peuvent  se  décomposer  les  binômes  x"^  —  i  et 
a:"*-}-T,  peuvent  être  représentés  par  une  construction 
fort  simple,  qui  dépend  de  la  division  du  cercle  en  par- 
ties égales,  et  qui  a  été  donnée  par  le  géomètre  anglais 
Cotes. 
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31 .  Cherchons  maintenant  à  extraire  la  racine  w'^'"* 
d'une  expression  de  la  forme 

Nous  pouvons  la  mettre  sous  la  forme 

p(cosz±v^ — I  sinz), 
en  déterminant  p  et  z  par  les  deux  équations 

pcos2  =  a,      psin2  =  ^; 


d'où 


a 


P  =±  \/fl'  -i-  b^i     ces  z  =  -  ?     siûz  = 

P  P 


b. 


Pour  plus  de  commodité,  nous  ne  prendrons  que  la  valeur 

positive  de  p.  Désignons  par  ç  le  plus  petit  arc  positif 

a  .         b 

ayant  pqur  cosinus  -  et  pour  sinus  -;   on  pourra,   sans 

que  ces  lignes  changent,  l'augmenter  d'un  nombre  quel- 
conque de  circonférences ,  et  l'on  aura 

a±b  V^— 1  =p[cos(f  -4-  Tinte)  de  ^ —  i  sin  (<p -H  2«7r)J. 

On  aura  des  racines  m**'"^^  de  cette  expression  en  prenant 
la  racine  m'^'"^  arithmétique  de  p ,  et  la  multipliant  par  la 
racine  du  second  facteur,  que  l'on  obtiendra  par  la  divi 
sion  de  l'arec  on  a  ainsi 

I 

p"»/  CCS  ' db  V  —  1  sin  ' • 

'     \  m  m       I 

Il  suffit  évidemment  de  donner  à  n ,  m  valeurs  consécu- 
tives, positives  ou  négatives  -,  toutes  les  autres  donneraient 
les  mêmes  résultats.  De  plus ,  ces  m  valeurs  de  n  donnent 
des  valeurs  différentes   pour  les  sinus  ou  cosinus  de 

^ ;  donc,  en  donnant  à  n  les  valeurs  0,1,2,..., 
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fn  —  i^  toutes  les  valeurs  de  la  racine  cherchée  seront 
données  par  la  formule 

\a±b  V  — I  =P^(cos  i^ db  V— I  sm  )? 

^  \  m  ^  m       ) 

les  signes  supérieurs  de  \) —  i  se  correspondant ,  ainsi  que 
les  inférieurs. 

32.  La  transformation  de 

a±bsl — I     en     p(cosz±v' — i  sinz) 

ramène  toutes  les  opérations  sur  les  quantités  imaginaires 
aux  opérations  sur  des  expressions  de  la  forme 

ces  z  ±  v'' —  I  sio  « , 
et  nous  avons  vu  que  celles-ci  se  ramenaient  toutes  aux 
opérations  immédiatement  inférieures  sur  les  arcs,  pro- 
priétés tout  à  fait  analogues  à  celles  des  exponentielles. 

Cette  analogie  sera  encore  augmentée  par  les  considé- 
rations suivantes. 

Représentation  des  sinus  et  cosinus  par  des 
exponen tielles  imaginaires . 

33.  Si  dans  le  développement  de  e'  on  change  a:  en 
X  si —  I,  et  qu'on  représente  la  série  résultante  par  e'  "*, 
on  aura 

^    '      '  ""  '  1.2  1.2.3  1.2.3.4 

Si  l'on  convient  de  même  de  désigner  par  e~'  *^~*  le  ré- 
sultat de  la  substitution  de  —  x  sj —  1  k  x  dans  le  déve- 
loppement de  e',  on  aura 


1.2  1.2.3  I .2.3.4 
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Ces  équations  peuvent  être  écrites  comme  il  suit: 
e-*  *^-'  =  cosjr  —  \/ —  1  sin  x  ; 


(3) 

d'où  Ton  tire 


(4) 


i  COSJ?  =  • 
I  sinx  = 


5 


*^.t/-I   e— «*^— • 


.v'- 


et  dans  toute?  ces  formules  il  ne  faut  pas  oublier  que 
e"^*^"^  et  e"~^*^~*  n'ont  aucun  sens  comme  exponentielles  : 
elles  ne  représentent  autre  chose  que  les  séries  qu'on 
obtient  en  substituant  -^  x  ^ — i  et — x^ — i  dans  le 
développement  de  è^,  et  traitant  y  —  i  de  la  manière  con- 
venue. 

34.  Il  est  facile  de  démontrer  que  ces  exponentielles 
imaginaires  doivent  être  traitées  d'après  les  mêmes  règles 
que  si  les  exposants  étaient  réels. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  multiplier 
gxvCTi  p^j,  e^^"^^  en  entendant  toujours  par  là  les  séries 
qui  représentent  ces  expressions,  et  qui  peuvent  être  rem- 
placées par  cosa;H-V^ — i  sin  a:  et  cosy -h  y— î  sin  j, 
dont  le  produit  est  cos  (a: -4- j^)  H- V^ — i  sin(jt: -j- y). 
Cette  dernière  expression  est  représentée ,  dans  le  même 
sens,  par  cM"^-^'^  ^■"*  ;  donc  on  peut  poser 

La  règle  des  exposants  réels  s'observe  donc  dans  la  multi- 
plication des  exponentielles  imaginaires,  et,  par  suite, 
dans  leur  division,  dans  leur  élévation  à  des  puissances, 
et  dans  l'extraction  de  leurs  racines. 
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On  pourrait  encore  déduire  cette  proposition  de  ce  que 
e''*"''  étant  égal  à  e'  e^  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x 
et  j,  on  a  identiquement 

l-f-  ^ -'^- h...=  (  IH 1 h...)  (  H---h  — -4-...  |. 

L'identité  ne  sera  pas  troublée  en  changeant  dans  les  deux 
membres  x  en  a:  v' — i ,  ou  j^  eHysJ — i  ;  et  Ton  trouverai 
toujours  les  mêmes  termes  réels  ou  imaginaires  avec  les 
mêmes  signes  :  d'où  l'on  conclut 

OU  encore,  en  supposant  qu'on  change  seulement  j^  en 

ei'+y^--^)  z=i  e'ey"^'  =  tf*(cos/-f-  ^ — i  sm/). 

3o.  On  est  convenu  de  donner  le  nom  de  loga- 
rithmes aux  exposants  imaginaires,  comme  aux  expo- 
sants réels.  Ainsi  a:  -+-  y  V^ — i  est  le  logarithme  de 
e-^{cosy^-t- v' — I  sinj)^  et  pour  avoir  le  logarithme 
d'une  expression  de  la  forme  aàzbyf^i^  on  posera 
d' abord 

(i±^v'^=p(cosx±>/^sina:)=:é?^/»=*=*v/^ 

f.^tant  la  plus  petite  valeur  positive  de  a:,  et  l'on  aura 

I  («  ±:  b  sf^i  )=zL][a'^  b')±:  /^  (y  ±  2  nn). 
Si  A  =  o,  on  a  pour  toutes  les  valeurs  du  logarithme  de  a, 

\a±s/^^i  (9±:2/77r). 

L'arc  (f  est  égal  à  o  si  a  est  positif,  et  égal  à  tt  si  a  est 
négatif.  On  a  donc,  en  entendant  par  la  le  logarithme 
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arithmétique  du  nombre  a , 

•  l(4-rt)  =  lfl±2/tirv/— I, 

Cette  dernière  expression  ne  donne  aucune  valeur  réelle  \ 
la  première  en  donne  une  seule. 
En  faisant  a  =  i ,  on  trouve 

1  l  =  ±:2/i7r/^,      1(— l)=±(27i  -h  i)tr^~. 

36.  On  peut  exprimer,  au  moyen  des  formules  précé- 
dentes ,  les  racines  des  équations  de  la  forme 

x"»  -\' pa^  -1-^  =  0. 

En  effet,  on  en  tire  d'abord 


'-f*\/f 


Si  Ton  Si  j 9  >  o,  ou  =  o,  les  valeurs  de  x  seront 

les  racines  de  quantités  réelles ,  et  nous  avons  vu  com- 
ment on  pouvait  les  exprimer  au  moyen  des  lignes  trigo- 
homé  triques. 

Si  Ton  a  y-  —  </  <C  ^ ,  les  valeurs  de  x"  seront  de  la 

forme  a±b  si — i,  et  l'on  en  extraira  les  racines  w'**^", 
comme  nous  l'avons  indiqué  en  dernier  lieu. 

Si  l'on  forme,  d'après  les  valeurs  de  ces  racines,  les 
facteurs  réels  de  x^'^-\-px^  -|-  </,  on  reconnaît  immédiate- 
ment une  construction  simple  qui  les  représente  géo- 
métriquement, et  qui  repose  sur  la  division  du  cercle  en 
parties  égales.  Nous  nous  dispenserons  d'entrer  dans  ces 
détails. 

FIN    DU    TOIfE    PBEMIKR. 


ERRA  TA. 


Page  8,  ligne  aa;  au  lieu  de  un  cercle,  lisez  une  quantité. 

Page  q53,  ligne  6  en  remontant;  au  lieu  def  (*),  lises  h  ovl/'  (x). 

Page  343,  ligne  5;  au  lieu  <2e(fig.  85),  lisez  (fig.  87). 

Page  345,  ligne  i  ;  au  heu  de  (fig.  86),  lisez  (fig.  88). 

Page  346,  ligne  i  ;  au  lieu  <2e  (fig.  87),  lisez  (fig.  89). 

Page  347,  ligne  4  ;  ««  /'>«  de  (fig.  88),  lisez  (  fig.  90). 
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